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概要

連続最適化問題に対するアルゴリズムの理論に基づいた高速化を考える．具体的には，線形計画
問題に対する主双対内点法のステップサイズを工夫する．半正定値計画問題と二次錐計画問題にも触
れる．

1 はじめに

この論文では，連続最適化問題に対するステップサイズつき反復解法を考える．反復解法において適

切なステップサイズの決定は重要である．例えば damped Newton’smethod[14] や $SOR$ 法 (Successive
Over-Relaxation method)[5, 14, 15] など．

線形計画問題に対する内点法においては，水野 [13] に，「線形計画問題を解く内点法を実際にプログラ
ミングする場合には，計算効率を高めるために以下のことを考慮することが大事である．」

1. 主問題を解く主内点法，双対問題を解く双対内点法，あるいは主問題と双対問題を同時に解く主
双対内点法のいずれを使うか？

2. 初期点をどうするか 9

3. 探索方向の求め方．

4. ステップサイズの決め方．

5. 連立 1次方程式の解法．

とある．この論文では，4のステップサイズの決め方に着目する．
線形計画問題に対する主双対内点法の実装では，主問題の変数と双対問題の変数で異なるステップサ

イズをとる [2,4,10,18]. そうすることで収束を加速できる．この考えを発展させて，変数ごとに異な
るステップサイズをとることを考える．変数ごとに分けて，異なるステップサイズをとることを許す手
法をスペクトル法 (Spectral method) と名付ける．線形計画問題に対する主双対内点法では，変数ごと
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にステップサイズを計算しても，他の計算量 (ほとんどを占めるのは Cholesky 分解) と比較して，計
算量は少ない．

小崎 [11] では，変数ごとにステップサイズを計算

$\alpha_{i}^{p*}=\min\{1, \max\{\alpha_{i}^{p}:x_{i}+\alpha_{i}^{p}\triangle x_{i}\geq 0\}\}i=1, \ldots, n$ (1)

した．双対変数のステップサイズも同様にした．この論文では，相補項 $x_{i}z_{i}$ が減少するようにステップ
サイズを計算する手法を提案する．

この論文の構成は以下のようである．2節でスペクトル法について説明する．3節において解析の対
象とする内点法について説明する．4節で，具体的に内点法にスペクトル法を適用する．5節で考察と
今後の課題を述べる．

2 スペクトル法

この節では，スペクトル法 (spectral method) について説明する．連続最適化問題に対するステップ
サイズ付き反復法を考える．$k$ 反復目を考えると，探索方向 $\triangle x^{k}$ として，その方向にステップサイズ $\alpha^{k}$

進む．式で表すと，

$x^{k+1}=x^{k}+\alpha^{k}\triangle x^{k}$ (2)

となる．ステップサイズを変数ごとに異なる値を許すことを考える．式で表すと，ステップサイズを
$\alpha_{\iota’}^{k}(i=1, \ldots, n)$ として，

$x_{i}^{k+1}=x_{i}^{k}+\alpha_{i}^{k}\triangle x_{i}^{k}(i=1, \ldots, n)$ (3)

となる．このアルゴリズムの枠組みをスペクトル法 (spectral method) と呼ぶことにする．

スペクトル法の枠組みに基づくアルゴリズムは次のようになる．

スペクトル法

step 1 $k=0$ とする．初期点 $x_{i}^{0}(i=1, \ldots, n)$ が与えられる．

step 2終了条件をみたせば終了する．

step 3方向 $\triangle x_{i}^{k}(i=1, \ldots, n)$ を計算する．

step 4 ステップサイズ $\alpha_{i}^{k}(i=1, \ldots, n)$ を計算する．

step 5

$(\begin{array}{l}x_{1}^{k+1}|x_{n}^{k+1}\end{array})=(\begin{array}{l}x_{1}^{k}|x_{n}^{k}\end{array})+(\begin{array}{l}\alpha_{1}^{k}\triangle x_{1}^{k}|\alpha_{n}^{k}\triangle x_{n}^{k}\end{array})$ (4)

と更新する．

step 6 $k=k+1$ とする．
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step 7step 2に戻る．

対象とする問題とアルゴリズムの特徴は次のようになる．

1. 変数ごとに異なるステップサイズ $\alpha_{i}^{k}$ を計算する反復解法である．

2. 変数 $x$ は有限次元である．

3. 変数 $x$ は連続変数である．

4. 方向 $\triangle x_{i}^{k}$ の計算と比較して，ステップサイズ $\alpha_{i}^{k}$ が簡単に計算できる．

3 内点法

この節では，線形計画問題に対する主双対内点法 [7,9,18] について説明する．標準形の線形計画問
題 (P) を考える．

minimize $c^{T}x$ subject to $Ax=bx\geq 0$ . (P)

ただし，$x\in\Re^{n}$ は変数，$A\in\Re^{m\cross n},$ $b\in\Re^{m}$ と $c\in\Re^{n}$ は定数．双対問題 (D) は，$y\in\Re^{m},$ $z\in\Re^{n}$ を

変数として，

maximize $b^{T}y$ subject to $A^{T}y+z=cz\geq 0$ (D)

となる．最適条件は，$X$ を対角要素を $x$ とする対角行列として，

$Ax=b, x\geq 0, A^{T}y+z=c, z\geq 0, Xz=0$ (0)

となる．主双対内点法は，非負制約を強くみたす初期点から，正値性をみたしながら，主変数と双対変

数を更新して，最適条件をみたすアルゴリズムである．

実際に使われる，勝手な内点を初期点とできるインフィージブル内点法 [2,8,10] を考える．そのアル
ゴリズムで使用する $k$ 反復目の Newton 方向 $\Delta w:=(\triangle x, \triangle y, \triangle z)$ は次の方程式系の解として得られる．

$A\Delta x$ $=$ $b-Ax^{ん}$，(5a)
$A^{T}\triangle y+\triangle z = c-A^{T}y^{k}-z^{k}$ , (5b)

$Z\Delta x+X\Delta z = \gamma\mu e-Xz^{k}$ , (5c)

ただし $X$ と $Z$ は $x^{k}$ と $z^{k}$ を対角要素とする対角行列，$\gamma\in[0,1)$ はパラメータ，$\mu=\frac{x^{k^{T}}z^{k}}{n},$
$e$ は要素

が全て 1のベクトル．

計算時間の削減について考える．主双対内点法では，計算時間の大半は，(5) を変形した正規方程式

$ADA^{T}\triangle y=p$ (6)

を解くのに使われる [10, 18]. $D$ は反復ごとに変化する対角要素が正の対角行列，$p$ は反復ごとに変化
するベクトル．

計算時間について，
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(総計算時間) $=$ (一反復あたりの計算時間) $\cross$ (反復回数)

と見積もれる．計算時間の削減をするには，右辺の項のどちらかを削減することを考える．一反復あた
りの計算時間を削減する手法としては，(6) を解く際の疎性の利用がある．一方，反復回数を削減する
手法としては，プレディクタコレクタ法 [12] や多重センタリング法 [6] がある．スペクトル法は反復回
数の削減を目的とする．

命題 1 ステップサイズ $\alpha$ について二次の項を考えなければ，$x^{T}z$ はステップサイズ $\alpha$ に比例して減少

して，ステップサイズ $\alpha$ が 1(フルステップ) のとき $\gamma x^{T}z$ となる．

証明次の等式が成り立っ．

$(x+\alpha\triangle x)^{T}(z+\alpha\triangle z)=x^{T}z+\alpha(z^{T}\triangle x+x^{T}\triangle z)+\alpha^{2}\triangle x^{T}\triangle z$

(7)
$=x^{T}z(1+\alpha(\gamma-1))+\alpha^{2}\Delta x^{T}\Delta z$

二つ目の等号で式 (5c) を使用した．最後の式より命題が成り立っ．口

主問題の残差を $r_{p}:=b-Ax$ , 双対問題の残差を $r_{d}:=c-A^{T}y-z$ として，残差を $r:=(r_{p}, r_{d})$ と

する．

命題 2残差 $r\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま，ステップサイズ $\alpha$ に比例して減少して，$\alpha$ が 1のときに $0$ となる．

証明主変数について考える．$r_{p}:=b-Ax$ を残差ベクトノレとする．$A(x+\triangle x)=b$ となるように $\triangle x$ は

決められる．すると $A\Delta x=b-Ax=r_{p}$ が成り立っ．次の反復の残差について

$b-A(x+\alpha\triangle x)=b-Ax-\alpha A\triangle x$

(8)
$=(1-\alpha)r_{p},$

より命題の関係が成り立つ．双対変数も同様に成り立っ．よって残差 $r$ についても成り立っ．口

二つの命題から，ステップサイズは，1以下でかっ内点であるような，できるだけ大きい値をとる方
が良いと考える．

4 スペクトル法の適用例

この節では，スペクトル法を具体的なアルゴリズム (内点法) に適用する．

4.1 線形計画問題 (1)

線形計画問題に対する主双対内点法について考える．主変数 $x$ について考える．既存 [10] のステップ
サイズの決め方は，

$\alpha^{*}:=\min\{1, \alpha_{c}\cross\max\{a : x+\alpha\triangle x\geq 0\}\}$ . (9)

これに対して，提案するステップサイズの決め方は，変数ごとに異なる値をとることを特徴とする

$\alpha_{i}^{*}:=\min\{1, \alpha_{c}\cross\max\{\alpha_{i}:x_{i}+\alpha_{i}\triangle x_{i}\geq 0\}\}(i=1, \ldots, n)$ . (10)

ただし，$\alpha$。は，内点であるようにするために使われる，1よりわずかに小さい定数．例えば $\alpha$

。$=0.99995$
など．
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表 1: 輸送問題に対する内点法の反復回数と計算時間

次の命題により，二つの決め方の間の関係が分かる．

命題 3 mjn $\{\alpha_{i}^{*}\}=\alpha^{*}.$

この命題より，既存の決定法では一つでも極端に小さなステップサイズがあるとその値がステップサ
イズになることが分かる．一方，提案するステップサイズの決定法は，変数ごとにステップサイズを決
定するので，極端に小さなステップサイズがあっても他の変数のステップサイズは大きくとれる．
双対変数 $z$ についても同様．ただし，$y$ のステップサイズをどう決めるかの問題がある．$y$ のステッ

プサイズを $z$ のステップサイズの最小値とする．

4.1.1 輸送問題

ヒッチコック型の輸送問題を考える．$M$ を供給地点の数，$N$ を需要地点の数とする．この問題は，
$MN$ 変数の線形計画問題となる．この問題に対して主双対内点法を適用する．詳細は，小崎 [11] を参

照．初期点を $(x^{0}, y^{0}, z^{0})=(100e, 0,100e)$ とする．計算時間は，IPMI を既存のステップサイズ，IPM2
を提案したステップサイズとして，表 1のようになる．

4.2 線形計画問題 (2) 相補項の最小値の場合分け

線形計画問題に対する主双対内点法の変数の更新にあたり，変数ごとにステップサイズを計算するこ

とを考える．そのときに相補項 (complementarity term) xizi を正 (実際は非負) の値の範囲で小さく

するようにする．この計算は (二次の係数が正，負，零の) 二次関数の範囲 $(0\leq\alpha\leq 1)$ での最小値を

求める問題になる．ただし，ステップサイズは $O$ から増やしていって，もし関数値が一度 0になってし
まったら相補項はその値 (すなわち $O$ ) をとるとする．この計算は，相補項と実行不能性の 2目的を減少
させる，$n$ 個の 2目的最適化問題とみなせる．
次の関数 $f_{i}(\alpha),$ $i=1,$ $\ldots,$

$n$ を考える．

$f_{i}(\alpha);=(x_{i}+\alpha\triangle x_{i})(z_{i}+\alpha\triangle z_{i})$

(11)
$=x_{i}z_{i}+\alpha(z_{i}\Delta x_{i}+x_{i}\triangle z_{i})+\alpha^{2}\Delta x_{i}\Delta z_{i}.$

ただし，$f_{i}(0)=x_{i^{Z}i}>0$ とする．

この計算による相補項の値は次のようになる．
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4.2.1 $\triangle x_{i}\triangle z_{i}=0$ の場合 (線形関数の場合)

$z_{i}\triangle x_{i}+x_{i}\triangle z_{i}=0$ のとき xizi ( $\alpha=1$ で $(\alpha$ は大きい方が良いので))
$z_{i}\triangle x_{i}+x_{i}\triangle z_{i}>0$ のとき xizi $(\alpha=0$ で $)$

$z_{i}\triangle x_{i}+x_{i}\triangle z_{i}<0$ のとき
$\alpha^{*}:=-\overline{z_{i}\triangle x_{i}+x_{i}\Delta z_{i}}$ として，

$x_{i}z_{i}$

$\alpha^{*}\leq 1$のとき $0(\alpha=\alpha^{*}$で $)$

(12)
$\alpha^{*}>1$のとき $f_{i}(1)(\alpha=1$ で $)$

4.2.2 $\Delta x_{i}\Delta z_{i}>0$ の場合 (二次の係数が正の場合)

$\alpha^{*}<0$ のとき xizi $(\alpha=0$ で $)$

$0\leq\alpha^{*}\leq 1$ のとき

$f_{i}(\alpha^{*})\leq 0$のとき $0( \alpha=x^{*}:=\frac{-z_{i}\triangle x_{i}-x_{i}\triangle z_{i}-\sqrt{(z_{i}\triangle x_{i}+x_{i}\triangle z_{i})^{2}-4(\triangle x_{i}\triangle z_{i})x_{i}z_{i}}}{2\triangle x_{i}\triangle z_{i}}$で $)$

(13)
$f_{i}(\alpha^{*})>0$のとき $f_{i}(\alpha^{*})(\alpha=\alpha^{*}$で $)$

$\alpha^{*}>1$ のとき

$f_{l}\prime(1)>0$のとき $f_{i}(1)(\alpha=1$ で $)$

(14)
$f_{i}(1)\leq 0$のとき $0(\alpha=x^{*}$で $)$

4.2.3 $\triangle x_{i}\triangle z_{i}<0$ の場合 (二次の係数が負の場合)

$\alpha^{*}<1/2$ のとき

$f_{i}(1)>0$ならば $f_{i}(1)(\alpha=1$ で $)$

(15)
$f_{i}(1)\leq 0$ならば $0(\alpha=x^{*}$で $)$

$\alpha^{*}\geq 1/2$ のとき xizi $(\alpha=0$ で $)$

4.3 変数がブロック対角の半正定値計画問題

各変数ごとでなく，複数の変数ごとにステップサイズを計算する場合を考える．ブロック対角の行列
変数

$(\begin{array}{lll}X_{1} \ddots X_{n}\end{array})$ (16)

を持つ半正定値計画問題 (SDP)[3,10, 16, 17] を考える．このときブロックごとにステップサイズを決
定し，

$(\begin{array}{lll}X_{1}^{k+1} \ddots X_{n}^{k+1}\end{array})=(\begin{array}{lll}xf+\alpha_{1}\triangle X_{1} \ddots X_{n}^{k}+\alpha_{n}\triangle X_{n}\end{array})$ (17)

と更新できる．
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4.4 二次錐の直積を変数とする二次錐計画問題

複数の変数ごとにステップサイズを計算する場合を考える．$N$ 個の二次錐の直積を変数とする二次錐

計画問題 (SOCP)[1,3] を考える．

$\mathcal{K}_{1}:=\{x_{1};=(x_{0}^{1}, x_{1}^{1}, \ldots, x_{n_{1}}^{1}):x_{0}^{1}\geq\sqrt{(x_{1}^{1})^{2}++(x_{n_{1}}^{1})^{2}}\}$

: (18)

$\mathcal{K}_{N}:=\{x_{N}:=(x_{0}^{N}, x_{1}^{N}, \ldots, x_{n_{N}}^{N}):x_{0}^{N}\geq\sqrt{(x_{1}^{N})^{2}++(x_{n_{N}}^{N})^{2}}\}.$

として，変数を

$x:=(x_{1}, \ldots, x_{N})\in \mathcal{K}:=\mathcal{K}_{1}\cross\cdots\cross \mathcal{K}_{N}$ (19)

とする．このとき，各二次錐ごとに異なるステップサイズをとることができる．

5 考察と今後の課題

4.1について考察する．表 1より，問題のサイズが大きくなるにつれて，反復回数の減少に成功して
いる．計算時間も同様に減少している．

4.2について考察する．変数ごとにステップサイズを計算するとき (4.2), 相補項の減少を考慮すると，
主双対で同じステップサイズになってしまう．一方，相補項を考慮せずに変数ごとにステップサイズ

を計算する (4.1) と，主・双対で異なるステップサイズがとれる．相補項について，尋と $z_{i}^{+}$ を次の点

として，$x_{i}^{+}z_{i}^{+}=0$ のときはステップサイズを $\alpha_{c}\alpha^{*}$ や $\alpha$cx $*$
$($例えば $\alpha_{c}:=0.99995$ など $)$ として，内点

性を維持する．実装の観点では，上記の計算でステップサイズが $0$ のときは，$x_{i}z_{i}$ の増加を許して残差

を減少させるように，ステップサイズを大きくとった方が良いかもしれない．このアルゴリズムの問題
点としては，xizi は小さくなるが，$\alpha$ が小さいと，残差をあまり減少できない．残差が単調に減少しな
いと予想される．インフィージブル内点法になるので，解析が大変になる．また，問題のクラスによっ

て，4.2の場合分けの中で起こらない場合がある可能性がある．その場合を明らかにすることで，解析
の負担を減らしたい．今後の課題は，数値実験を行い提案手法の有効性を確かめることである．
今後の課題として，半正定値計画問題と二次錐計画問題についても数値実験を行い，提案手法の有効

性を確かめたい．
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