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概要 :Fourier 級数論はあらゆる分野で活用されているが，それを一般化したものに概
周期関数の Fourier 級数論がある．しかし，概周期関数の Fourier 級数論を応用する方法

を提示し，その証明に成功した先行論文は今に至るまでなかった．そのような中，筆者は
Bochner-Fej\’er 和の性質を用いることでその証明に成功した．抵抗性ドリフト波乱流を記
述する Hasegawa-Wakatani ($HW$) 方程式に対する数学研究の一環として，その研究を
おこなった．つまり，3次元円柱状領域において，その軸方向に Stepanov 概周期な初期値

を考え，Das 達のモデル方程式 ($HW$ 方程式 $+$電子の拡散項) および $HW$ 方程式に対する

初期境界値問題の一意可解性を証明した．

1 Introduction

はじめにドリフト波乱流のきわめて簡単な説明と $HW$ 方程式の紹介をする．その後，先

行論文と今回の結果を比較するため，$HW$ 方程式についての先行論文の紹介と今回考える

問題設定の説明をする．また概周期関数の応用研究に関する先行論文の中から，研究のヒ
ントになりそうな興味深い論文をいくつか紹介する．その後，定義および主定理を紹介す

る．以上の内容を第一節に記述した．第二節では，概周期関数についての基本的な命題と
主定理の証明について解説をする．一番面白いところは証明のアイデアだから，そこに焦

点をしぼって解説をする．

$*$ 本研究は，谷温之名誉教授 (Atusi TANI, Keio University) との共同研究によるものである．
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ドリフト波乱流は，トカマク型 (トーラス状の形状) 核融合発電装置内のプラズマ中に

生じる現象である ([1], [8]). 特にプラズマ抵抗値が正のとき，抵抗性ドリフト波乱流とよ
ぶ．ドリフト波乱流を抑制しプラズマの閉じ込めを改善することは，核融合研究の主要な
研究テーマであり，つぎのモデル方程式が提案されている．

抵抗性ドリフト波乱流を記述するため，1983年，Hasegawa と Wakatani はプラズマ密
度の変動 $n$ と静電ポテンシャル $\phi$ に対するつぎの方程式を導いた $*$ 1.

$\{\begin{array}{l}(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross e\gamma\cdot\nabla)\Delta\phi=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n)+c_{2}\triangle^{2}\phi,(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross 司\cdot\nabla)(n+\log n^{*})=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n)\end{array}$ (1)

($HW$ 方程式). ここで，一様な強磁場 $B=B_{0}\vec{e}$およびプラズマの平衡密度 $n^{*}=n^{*}(|x’|)$

$(x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})=(x’, x_{3}))$ は与えられた関数，$B_{0}$ : 磁場の強さを表わす定数，$\vec{e}=$

$(0,0,1)$ . $c_{1}$ : プラズマ抵抗値の逆数，$c_{2}$ : 粘性係数，は正の定数と仮定する．
2005年，Das, Sen, Kaw, Benkadda and Beyer は磁場の曲率による Rayleigh-Taylor

不安定性を研究するため，プラズマ密度と静電ポテンシャルと磁気ポテンシャルに対する

モデル方程式を導いた．磁気ポテンシャルと重カドリフトの効果を無視したとき，彼らの
モデル方程式はつぎのようになる．

$\{\begin{array}{l}(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross\overline{e})\cdot\nabla)\Delta\phi=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n)+c_{2}\triangle^{2}\phi,(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross 司 . \nabla)(n+\log n^{*})=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n)+D\Delta(n+\logn^{*})\end{array}$ (2)

ここで，$D$ : 電子の拡散係数，は非負の定数と仮定する．
(2) および (1) に対する数学解析の先行結果を紹介する．2011年，Kondo and Tani

([9]) によって，初期値が 3次元円柱状領域でその軸方向に周期的なとき，(2) および (1) に

対する初期境界値問題の一意可解性が証明された．2011年，Kondo and Tani ([10], [11])

$*1$ 通常の MHD 方程式についてコメントをする．MHD 方程式ではドリフト波乱流の記述は不可能だとい

う指摘がある ([19]). そのため $HW$ 方程式が提案されたと筆者は考えているが，つぎの研究も興味深いと

思う．$MHD$ 方程式に Hall 効果と Ion-slip 効果をつけ加えたモデル方程式があるが，1995年，Mulone
and Solonnikov([15]) によって初期境界値問題に対する解の存在定理が証明された．
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によって，[9] でえられた $HW$ 方程式 (1) に対する apriori 評価を改良することで，プラ
ズマ抵抗値の零極限 $(c_{1}arrow\infty)$ をとったとき，$HW$ 方程式の解が，プラズマ抵抗値を零と
する $HW$方程式の解に強収束することが証明された．

本稿では，つぎの初期条件と境界条件下，$\omega\cross R\cross(0, \infty)$ で (2) または (1) をみたす初

期境界値問題を考える．

$\{\begin{array}{l}\phi(x,O)=\phi_{0}(x) , n(x, O)=n_{0}(x) for x\in\Omega,\phi(x, t)=\Delta\phi(x, t)=n(x, t)=0 for x\in\Gamma, t>0\end{array}$ (3)

ただし，初期値は $\vec{e}$方向に Stepanov 概周期とする (Stepanov 概周期関数 : 概周期関数
を局所的 $p$ 乗可積分な関数に拡張したもの). ここで $\Omega=\omega\cross R,$ $\omega=\{x’=(x_{1}, x_{2})\in$

$R^{2}||x’|<R\},$ $\partial\omega=\{x’=(x_{1}, x_{2})\in R^{2}||x’|=R\},$ $\Gamma=\{x\in R^{3}|x’\in\partial\omega\},$ $R\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま

正の定数．

筆者の知るかぎり，概周期関数の Fourier 級数論を応用する方法を提示し，その証明に
成功した先行論文は今に至るまでなかった．そこで先行論文を調べたら，周期関数に対
して成立する Riesz-Fischer の定理が，概周期関数に対しては成立しないことがわかった
([2]). 筆者が考えた証明方法は第二節で解説することにして，ここでは Fourier 級数論を

用いないで解の存在証明をした先行論文を紹介する．

概周期関数は Navier-Stokes 方程式の研究に応用されている．外力が時間に関して
Stepanov 概周期かつ十分小さいとき，非圧縮 Navier-Stokes 方程式に対する初期境界値

問題の解に対して Stepanov概周期な解の存在と一意性を証明した論文としては，1962年
の Foias ([6], 空間 3次元), 1963年の Prouse ([17], 空間 2次元) がある．圧縮性 Navier-

Stokes 方程式に対する類似の結果は，1985年，Marcati and Valli ([14], 空間 3次元) に

よってえられた．それらの論文は，基本的につぎの手順で証明されている:i) 初期値 $0$ で

$[0, +\infty)$ における時間大域解の存在を示す; ii) $(-\infty, +\infty)$ における時間大域解の存在を

示す; iii) 解の Stepanov 概周期性を背理法で示す．また，Stepanov 概周期な初期値に対
する非圧縮 Navier-Stokes 方程式の初期値問題を考えたものとして 2006年の Maekawa
and Terasawa ([13]) があるが，証明は本質的に類似の方法でなされている．
概周期関数は Schr\"odinger 作用素の研究にも応用されている．Schr\"odinger作用素の概

周期ポテンシャルが $\cos x+\cos(\alpha x+\theta)$ $(\alpha, \theta:パラメータ)$ で与えられた空間一次元問題

に対しては 1990年の Fr\"ohlich, Spencer and Wittwer [7], 1987年の Sinai [18], 空間二

次元への拡張に関しては 2002年の Bourgain, Goldstein and Schlag [3] がある．証明に
は，$\cos x+\cos(\alpha x+\theta)$ の $\alpha$ が有理数から遠い無理数であるという条件が用いられている．
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また，概周期関数は音響信号の一般化調和解析 (Generalized Harmonic Analysis) にも

応用されている．コンピューターの性能が向上したため，N.Wiener により提案された一

般化調和解析の研究が近年行われている．参考文献として，1997年の山崎芳男 [20], 2004
年の中沢誠 [16] を挙げておく．

$n(x, t)+\log n^{*}(|x’|)-\log n^{*}(R)$ および no $(x)+\log n^{*}(|x’|)-\log n^{*}(R)$ を，$n(x, t)$ お

よび $n_{0}(x)$ で置き直すと，(1) および (2) は

$\{\begin{array}{l}(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross earrow)\cdot\nabla)\Delta\phi=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n)+c_{2}\triangle^{2}\phi,(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross 司 \nabla)n=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n) for x\in\Omega, t>0\end{array}$ (4)

および

$\{\begin{array}{l}(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross earrow)\cdot\nabla)\triangle\phi=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n)+c_{2}\triangle^{2}\phi,(\frac{\partial}{\partial t}-(\nabla\phi\cross e\gamma. \nabla)n=-\frac{c_{1}}{n}*\frac{\partial^{2}}{\partial x_{3}^{2}}(\phi-n)+D\Delta nfor x\in\Omega, t>0,\end{array}$ (5)

となるが，(3) は変わらない．

本研究の目的は，初期値が $\vec{e}$方向に Stepanov 概周期なとき，(5), (3) および (4), (3) を

Sobolev-Slobodetski$T$空間で解くことである．

主結果を紹介する前に，関数空間および概周期関数の定義を紹介する．
$\Omega$ : $R^{m}$ における領域 $(m=1,2,3, \ldots)$ とし，$W_{2}^{l}(\Omega)(l\in R, l\geq 0)$ で，

$\Vert u\Vert_{W_{2}^{l}(\Omega)}^{2}=\sum_{|\alpha|<l}\Vert D_{x}^{\alpha}u\Vert_{L^{2}(\Omega)}^{2}+\Vert u\Vert_{\dot{W}_{2}^{\iota}(\Omega)}^{2},$

をノルムにもつ Banach 空間を表わす．ただし，

$\Vert u\Vert_{\dot{W}_{2}^{l}(\Omega)}^{2}=\{\begin{array}{l}\sum\Vert D_{x}^{\alpha}u\Vert_{L^{2}(\Omega)}^{2} if l\in Z,|\alpha|=\iota\sum\int_{\Omega}\int_{\Omega}\frac{|D_{x}^{\alpha}u(x)-D_{y}^{\alpha}u(y)|^{2}}{|x-y|^{m+2(l-[l])}}dxdy if l\not\in Z.|\alpha|=[l]\end{array}$

$[l]$ は $l$ の整数部分，$\alpha=(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{m})$ は多重指数，$D_{x}^{\alpha}u=\partial^{|\alpha|}u/\partial x_{1}^{\alpha_{1}}\partial x_{2}^{\alpha_{2}}\ldots\partial x_{m}^{\alpha_{m}}$

は次数 $|\alpha|=\alpha_{1}+\alpha_{2}+\ldots+\alpha_{m}$ の一般導関数．$1\leq p\leq\infty,$ $\Vert\cdot\Vert_{L^{p}(\Omega)}$ でルベーグ空間

五$P(\Omega)$ におけるノルムを定める．
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Anisotropic Sobolev-Slobodetski$\breve{}$

空間 $W_{2}^{l,l/2}(Q\tau)(Q\tau\equiv\Omega\cross(0, T))$ は，以下のノ
ルムをもつ $L^{2}(0, T;W_{2}^{l}(\Omega))\cap L^{2}(\Omega;W_{2}^{\iota/2}(0, T))$ と定義する．

$\Vert u\Vert_{W_{2}^{l,l/2}(Q_{T})}^{2}=\Vert u\Vert_{W_{2}^{l,0}(Q_{T})}^{2}+\Vert u\Vert_{W_{2}^{O,l/2}(Q_{T})}^{2}$

$\equiv\int_{0}^{T}\Vert u(t)\Vert_{W_{2}^{l}(\Omega)}^{2}dt+\int_{\Omega}\Vertu(x)\Vert_{W_{2}^{l/2}(0,T)}^{2}dx$

$X$ : ノルム $\Vert\cdot\Vert_{X}$ をもつ Banach空間とし，$C(R;X)$ : $R$ から $X$ への連続関数全体の

なす空間とする．任意の $\epsilon>0$ に対して

$E_{\epsilon}(f) \equiv\{\sigma\in R|\sup_{x\in R}\Vert f(x+\sigma)-f(x)\Vert_{X}\leq\epsilon\}$

が $R$ で相対的に稠密 (relatively dense), つまり，ある定数 $L=L(\epsilon)>0$ が存在し，任意
の $a\in R$ に対して $E_{\epsilon}(f)\cap(a, a+L)\neq\emptyset$ が成立するとき，$f(x)\in C(R;X)$ は概周期

(almost-periodic) 関数であるという．

$S^{p}(R;X)$ (または $S^{p}(X)$ ) $(1\leq p<\infty)$ : つぎのノノレムをもつ $L_{loc}^{p}(R;X)$ の部分空間

を表わす．

$\Vert u\Vert_{S^{p}(X)}^{p}\equiv\sup_{s\in R}\int_{s}^{s+1}\Vert u(x)\Vert_{X}^{p}dx$

任意の $\epsilon>0$ に対して

$G_{\epsilon}(g) \equiv\{\sigma\in R|\sup_{s\in R}(\int_{s}^{s+1}\Vert g(x+\sigma)-g(x)\Vert_{X}^{p}dx)^{1/p}\leq\epsilon\}$

が $R$ で相対的に稠密なとき，$g(x)\in L_{loc}^{p}(R;X)$ は Stepanov 概周期 (Stepanov-almost-

periodic, $S^{p}$ 概周期) 関数であるという．$S_{ap}^{p}(R;X)$ (または $S_{ap}^{p}(X)$ ) : $R$ から $X$ への

$S^{p}$ 概周期関数すべてのなす空間を表わす．

$\omega\tau\equiv\omega\cross(0, T),$ $k,$ $l\in Z,$ $k,$ $l\geq 0$ . つぎの空間を導入する:

$\tilde{S}^{\iota}(X)\equiv\{u\in S^{2}(X)|\Vert u\Vert_{\tilde{S}^{l}}^{2}\equiv\sum_{|\alpha|=0}^{\iota}\Vert D_{x}^{\alpha}u\Vert_{S^{2}(X)}^{2}<\infty\},$

$\tilde{S}_{ap}^{l}(X)\equiv\{u\in\tilde{S}^{\iota}(X)|D_{x}^{\alpha}u\in S_{ap}^{2}(X), |\alpha|=0,1, \ldots, l\},$

$\tilde{S}^{\iota,\iota/2}(\omega_{T})\equiv\tilde{S}^{\iota}(L^{2}(\omega_{T}))\cap\tilde{S}^{0}(L^{2}(\omega;W_{2}^{l/2}(0,T)))$,

$\tilde{S}_{ap}^{\iota,\iota/2}(\omega_{T})\equiv\tilde{S}_{ap}^{\iota}(L^{2}(\omega_{T}))\cap\tilde{S}_{ap}^{0}(L^{2}(\omega;W_{2}^{\iota/2}(0, T)))$
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また，つぎのノルムを定義する．

$\Vert u\Vert_{s_{T}^{\gamma\iota/2}}^{2},\equiv\Vert u\Vert_{\tilde{S}^{l}(L^{2}(\omega_{T}))}^{2}+\Vert u\Vert_{\tilde{S}^{0}(L^{2}(\omega;W_{2}^{l/2}(0,T)))}^{2}$

初期値が $\vec{e}$方向に Stepanov 概周期なとき，(5), (3) および (4), (3) に対してつぎの主
定理が成立する ([12]).

Theorem l.1 $D>0,$ $n^{*}(|x’|)\in W_{2}^{2}(\omega),$ $n^{*}(|x’|)\geq n_{*}$ ( $n_{*}$ : 正の定数) とし，( $\phi$0, nO) $\in$

$\tilde{S}_{ap}^{4}(\omega)\cross\tilde{S}_{ap}^{2}(\omega)$ は整合条件 $\emptyset o(x)=\Delta\phi_{0}(x)=n_{0}(x)=0$ for $x\in\Gamma$ をみたす

とする．そのとき，初期境界値問題 (5), (3) は，任意の $T>0$ に対して，一意な解
$(\phi, n)\in(\tilde{S}_{ap}^{5}(\omega;L^{2}(0, T))\cap\tilde{S}_{ap}^{2}(\omega;W_{2}^{3/2}(0,T)))\cross\tilde{S}_{ap}^{3,3/2}(\omega\tau)$ をもつ．

Theorem 1.2 $n^{*}(|x’|),$ $(\phi 0, no)$ $|$ま Theoreml.1 と同じ条件をみたすとする．そのとき，
初期境界値問題 (4), (3) はある $T>0$ に対し，一意な解 $(\phi, n)\in(\tilde{S}_{ap}^{4}(\omega;L^{2}(0, T))\cap$

$\tilde{S}_{ap}^{2}(\omega;W_{2}^{1}(0, T)))\cross\tilde{S}_{ap}^{2,1}(\omega\tau)$ をもつ．

Theorem 1.1はつぎの手順で証明する:i) 初期値が磁場方向に Stepanov概周期なとき，
(5), (3) に対して Stepanov概周期な解が時間局所的，一意に存在することを，Galerkin法
と逐次近似法で証明する;ii) $D$ に依存する解の apriori 評価をえることで，任意の時間
まで解を延長する．Theorem 1.2はつぎの手順で証明する:i) $D$ に関して一様な apriori
評価をえることで，$T$ まで解を延長する;ii) 極限 $Darrow 0$ をとることによって解の存在を
証明する;iii) 解の Stepanov 概周期性を示す．
本稿では Theorem 1.1の証明 i) を簡単に紹介する．概周期関数につぃての基本的な命

題を紹介した後，証明の概要を紹介する．

2 Theorem 1.1の証明 i)

2.1 基本的命題

$X$ : Hilbert space, $\psi\in S_{ap}^{2}(X)$ とする．このとき，$\psi$ は Bohr-Fourier 級数で一意に表
現できることを確認しておく．任意の $\xi\in R$ に対して，

$\psi_{\xi}=\mathcal{M}\{\psi(x)e^{-i\xi x_{3}}\}\equiv\lim_{Aarrow\infty}\frac{1}{2A}\int_{-A}^{A}\psi(x)e^{-i\xi x_{3}}dx_{3}$
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が $X$ において存在することがわかっている $(i=\sqrt{-1})$ . このことより，$\psi$ に対して

Bohr-Fourier係数 $\psi_{\xi}$ が求まることがわかる．

$\{\xi_{k}\}_{k\in N}:R\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ値を取る数列，$k\neq k’$ なら $\xi_{k}\neq\xi_{k’}$ とする．このとき，$m\in N$ に対し

てつぎの等式が成立することがわかる．

$\mathcal{M}\{\Vert\psi(x_{3})-\sum_{k=1}^{m}\psi_{\xi_{k}}e^{-i\xi_{k}x_{3}}\Vert_{X}^{2}\}=\mathcal{M}\{\Vert\psi(x_{3})\Vert_{X}^{2}\}-\sum_{k=1}^{m}\Vert\psi_{\xi_{k}}\Vert_{X}^{2}$

よって

$\sum_{k=1}^{m}\Vert\psi_{\xi_{k}}\Vert_{X}^{2}\leq \mathcal{M}\{\Vert\psi(x_{3})\Vert_{X}^{2}\}.$

任意の $\epsilon>0$ に対して，$\Vert\psi_{\xi_{k}}\Vert_{X}>\epsilon$ をみたす $\xi_{k}$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま高々有限個存在することが，この不等

式からわかる．このことより，すべての $\Vert\psi_{\xi_{k}}\Vert x(\neq 0)$ は，

$\Vert\psi_{\xi_{k}}\Vert_{X}>1, \frac{1}{m}\geq\Vert\psi_{\xi_{k}}\Vert_{X}>\frac{1}{m+1} (m=1,2,3, \ldots)$

で定まる加算集合の一つに属し，各々の集合を高々有限個の $\xi_{k}$ がみたしていること

がわかる．以上より，高々加算個の $\xi\in R$ に対して $\Vert\psi_{\xi}\Vert_{X}\neq 0$ であることがわか

る．$\sigma(\psi)=\{\xi\in R|\Vert\psi_{\xi}\Vert x\neq 0\}$ を $\psi$ のスペクトル，$\sum_{\xi\in\sigma(\psi)}\psi_{\xi}e^{i\xi x_{3}}$ を $\psi$ の

Bohr-Fourier 級数といい，つぎのように書く．

$\psi\sim \sum\psi_{\xi}e^{i\xi x_{3}}$

$\xi\in\sigma(\psi)$

このとき，つぎの命題が成立することがわかっている．

Lemma 2.1 もし，$\psi,$ $\psi’\in S_{ap}^{2}(X)$ が同じ Bohr-Fourier 級数をもつなら，

$\Vert\psi-\psi’\Vert_{S^{2}(X)}=0.$

Lemma 2.2 任意の $\psi\in S_{ap}^{2}(X)$ に対して，Parseval の等式

$\mathcal{M}\{\Vert\psi(x_{3})\Vert_{X}^{2}\}= \sum \Vert\psi_{\xi}\Vert_{X}^{2}$

$\xi\in\sigma(\psi)$

が成立する．
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以上で，$\psi$ は Bohr-Fourier 級数で一意に表現できることの確認ができた．重要な点は，
Lemmas 2.1-2.2に関しては，周期関数の場合と同等の結論がえられていることである．つ
ぎは，一般化三角多項式

$\sum_{\xi\in\Lambda}a_{\xi}e^{i\xi x}$
(6)

($\Lambda;R$ の加算部分集合，$\{a_{\xi}\}_{\xi\in\Lambda}\subset C$ ) が与えられたとき，$f$ の Bohr-Fourier 級数 $=(6)$

をみたす $f\in S_{ap}^{p}(X)(1<p<\infty)$ が存在するか否かを考える．$\{\gamma j\}_{j\in N}$ : $\Lambda$ の basis,
(6) に属する Bochner-Fej\’er sum $S^{m}(x)$ をっぎで定義する．

$S^{m}(x)=$
$\sum^{(m!)^{2}}$ . . . $\sum^{(m!)^{2}}$

$\nu_{1}=-(m!)^{2} \nu_{m}=-(m!)^{2}(1-\frac{|\nu_{1}|}{(m!)^{2}})\cdots(1-\frac{|\nu_{m}|}{(m!)^{2}})$

$\cross a_{\xi}^{*}\exp(i\sum_{j=1}^{m}\nu_{j}\frac{\gamma_{j}}{m!}x)$

ただし，$\xi\in\Lambda$ に対して $a_{\xi}^{*}$ をつぎで定める．

$a_{\xi}^{*}=\{\begin{array}{ll}a_{\xi} if \sum_{j=1}^{m}\nu_{j}\frac{\gamma_{j}}{m!}=\xi,0 if \sum_{j=1}^{m}\nu_{j}\frac{\gamma_{j}}{m!}\neq\xi\end{array}$

A に収束する A の増加対称数列 $\{\Lambda_{m}\}_{m\in N}$ を考える．っまり $-\Lambda_{m}=\Lambda_{m},$ $\Lambda_{m}\subset\Lambda_{m+1}$

および $\Lambda=\bigcup_{m}\Lambda_{m}$ をみたすものを考える．このとき $S^{m}(x)$ は以下のように書ける．

$S^{m}(x)= \sum_{\xi\in\Lambda_{m}}d_{\xi}^{(m)}a_{\xi}e^{i\xi x}$

ここで，定数 $d_{\xi}^{(m)}$ はつぎをみたす．$0\leq d_{\xi}^{(m)}\leq 1$ かつ $\lim_{marrow\infty}d_{\xi}^{(m)}=1$ . 重要な点は，
$d_{\xi}^{(m)}$ は $\xi$ と $m$ に依存するが，$a_{\xi}$ には独立な点である．

以下が成り立つとき，$\mathcal{F}\subset S_{ap}^{p}(X)$ は $S^{p}-equi-$almost-periodic であるという．任意の
$\epsilon>0$ に対して $R$ の相対的に稠密な部分集合 $E_{\epsilon}$ が存在し，っぎが成り立っ．

$\sup_{s\in R}\int_{s}^{s+1}\Vert f(x+\sigma)-f(x)\Vert_{X}^{p}dx<\epsilon$ for $f\in \mathcal{F},$ $\sigma\in E_{\epsilon}$

$S_{ap}^{p}(X)(1\leq p<\infty)$ に対しては Riesz-Fischer の定理が成り立たないが，っぎの補題が
成立する ([2], [4], [5]).
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Lemma 2.3 一般化三角多項式 (6) がある関数 $f\in S_{ap}^{p}(X)(1<P<\infty)$ の

Bohr-Fourier 級数となるための必要十分条件は，(6) に属する Bochner-Fej\’er sums
$\{S^{m}(x)\}_{m\in N}$ が $S^{p}(X)$ で有界かつ $S^{p}-equi$-almost-periodic であること．

Lemma 2.3について少し解説する．これの優れた点は，(6) よりもずっと評価し易い

$\{S^{m}(x)\}_{m\in N}$ を評価すれば十分だといっている点にある．また，この命題中で本質的なと
ころは $S^{p}-equi$-almost-periodic であり，[2] に示されている反例はこの条件をみたさない．

2.2 証明の概要

Theorem 1.1の証明 i) に登場する Proposition 2.1を簡単に紹介する．Proposition
2.1の証明は非線形偏微分方程式に対しても有効だが，今回は証明の見やすさを重視して，
Propositions 2. 1-2.2で線形偏微分方程式に対する解の存在を証明し，逐次近似法で非線
形偏微分方程式に対する解の存在を証明することにした．

Proposition 2.1 $D>0,$ $n^{\Diamond}(|x’|)\in W_{2}^{2}(\omega)$ . $(\psi_{0}, no)\in(\tilde{S}_{ap}^{2}(\omega))^{2}$ は整合条件 $\psi_{0}(x)=$

$n_{0}(x)=0$ for $x\in\Gamma$ をみたすとする．そのとき，任意の $(f,g)\in(\tilde{S}_{ap}^{1,1/2}(\omega_{T}))^{2}$ に対して，

つぎをみたす一意な解 $(\psi, n)\in(\tilde{S}_{ap}^{3,3/2}(\omega_{T}))^{2}$ が存在する．

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial\psi}{\partial t}-c_{2}\Delta\psi-n^{\Diamond}\frac{\partial^{2}n}{\partial x_{3}^{2}}=f,\frac{\partial n}{\partial t}-D\Delta n-n^{\Diamond}\frac{\partial^{2}n}{\partial x_{3}^{2}}=g for x\in\Omega, t>0,\psi(x, O)=\psi_{0}(x) , n(x, O)=n_{0}(x) for x\in\Omega,\psi(x, t)=n(x,t)=0 for x\in\Gamma, t>0\end{array}$ (7)

さらに，この解はつぎをみたす．

$\Vert\psi\Vert_{\tilde{S}_{T}^{3,3/2}}+\Vert n\Vert_{\tilde{S}_{T}^{3,3/2}}\leqc(\Vert\psi_{0}\Vert_{\tilde{S}^{2}}+\Vert n_{0}\Vert_{\tilde{S}^{2}}+\Vert f\Vert_{\tilde{s}_{T}^{1,1/2}}+\Vert g\Vert_{\tilde{S}_{T}^{1,1/2)}}$

Proposition 2.2 $\psi\in\tilde{S}_{ap}^{3,3/2}(\omega\tau)$ . そのとき，

$\{\begin{array}{l}\Delta\phi=\psi for x\in\Omega, t>0,\phi(x, t)=0 for x\in\Gamma, t>0\end{array}$
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は一意な解 $\phi\in\tilde{S}_{ap}^{5}(\omega;L^{2}(0,T))\cap\tilde{S}_{ap}^{2}(\omega;W_{2}^{3/2}(0, T))$ をもち，つぎをみたす．

$\Vert\phi\Vert_{\tilde{S}^{5}(\omega;L^{2}(0,T))}+\Vert\phi\Vert_{\tilde{S}^{2}(\omega;W_{2}^{3/2}(0,T))}\leq c\Vert\psi\Vert_{\tilde{s}_{T}^{3,3/2}}$

Proposition 2.1の証明．$\Lambda\equiv\sigma(\psi 0)\cup\sigma(n_{0})\cup\sigma(f)\cup\sigma(g),$ $\{\Lambda_{m}\}_{m\in N}$ : $\Lambda$ に収束する

増加対称数列．近似解

$(S_{\psi}^{m}, S_{n}^{m})(x, t)=( \sum_{\xi\in\Lambda_{m}}d_{\xi}^{(m)}\psi_{\xi}e^{i\xi x_{3}},\sum_{\xi\in\Lambda_{m}}d_{\xi}^{(m)}n_{\xi}e^{i\xi x_{3}})(x, t)$

の存在を示すことが証明の第一ステップである (形式的には (7) を $x_{3}$ 成分に関して

Fourier 級数展開してえられた式から $\psi_{\xi},$
$n_{\xi}$ を決める). つぎは，$m$ に関して一様な

$(\mathcal{S}_{\psi}^{m},S_{n}^{m})$ の apriori 評価をえる．また，任意の $\sigma\neq 0$ に対して

$(\mathcal{V}_{\psi\sigma}^{m}, \mathcal{V}_{n\sigma}^{m})(x,t)=(\mathcal{S}_{\psi}^{m},S_{n}^{m})(x’, x_{3}+\sigma,t)-(S_{\psi}^{m}, S_{n}^{m})(x’, x_{3}, t)$

と定め，$m$ に関して一様な $(\mathcal{V}_{\psi\sigma}^{m}, \mathcal{V}_{n\sigma}^{m})$ の apriori 評価をえる．えられた評価式を用いて，
$(S_{\psi}^{m}, S_{n}^{m})$ が $(\tilde{s}^{3,3/2}(\omega_{T}))^{2}$ で有界かつ $(\tilde{s}^{3,3/2}(\omega\tau))^{2}-equi$-almost-periodic であること

を示し，Lemmas 2.3を適用することが，証明の第二ステップである．以上が証明のエッセ
ンスだが，証明中にはつぎの命題も用いる．

$X$ :Banach space. 任意の $\psi\in S_{ap}^{p}(X)(1\leq p\leq\infty)$ に対してつぎが成り立つ:

$\Vert S_{\psi}^{m}\Vert_{Sp(X)}\leq\Vert\psi\Vert_{S^{p}(X)},$

$\Vert S_{\psi}^{m}-\psi\Vert_{S^{p}(X)}arrow 0$ as $marrow\infty$

また，つぎの補題が成立する．

Lemma 2.4 $(\psi_{0}, no, f, g)\in(\tilde{S}_{ap}^{2}(\omega))^{2}\cross(\tilde{S}_{ap}^{1,1/2}(\omega_{T}))^{2}$ . そのとき，任意の $\epsilon>0$ に対し

て $E_{\epsilon}=\{\sigma\in R|(\Vert\Psi_{0\sigma}\Vert_{\tilde{S}^{2}}^{2}+\Vert N_{0\sigma}\Vert_{\tilde{S}^{2}}^{2}+\Vert F_{\sigma}\Vert_{\tilde{S}_{T}^{1,1/2}}^{2}+\Vert G_{\sigma}\Vert_{\tilde{S}_{T}^{1,1/2}}^{2})^{1/2}\leq\epsilon\}$ は $R$ で

相対的に稠密．
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