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シルヴエスター [7] は二つの代数方程式

$f(X)=a_{0}+a_{1}X+\cdots+a_{n}X^{n}=0$ , (1)

$g(X)=p_{0}+p_{1}X+\cdots+p_{m}X^{m}=0$ , (2)

から共通の未知数 $X$ を消去した結果が $n+m$ 次の行列式

$a_{0}$ $a_{1}$ . . . . . . . . . $a_{n}$
$0$ . . . $0$

$0$ $a_{0}$ $a_{1}$ . . . . . . . . $a_{n}$
$0$ $0$

$0$ . . . $0$ $a_{0}$ $a_{1}$ . . . . . . . . . $a_{n}$

$\mathcal{R}(f,g)=p_{0}$
$p_{1}$

. . . . .. $p_{m}$ . .
$=0$ (3)

$0$ . . . $0$

$0$
$p_{0}$ $p_{1}$ . . . . . . $p_{m}$

$0$ . . . $0$

$0$

$0$ . . . . . . $0$ $p_{0}$ $p_{1}$
. . . . . . $p_{m}$

として表されることを示した 1。この左辺を (1), (2) の終結式という。

1 2次方程式と 3次方程式からなる連立方程式
この場合には �����

$a_{0} a_{1} a_{2}$

$a_{0} a_{1} a_{2}$

$\mathcal{R}(f_{)}g)= a_{0} a_{1} a_{2}$ (4)
$p_{0}$ $p_{1}$ P2 $p_{3}$

$p_{0} p_{1} p_{2} p_{3}$

1關孝和の消去法の結果との一致については [17] を見よ。
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となる。これを最初の 3行と後の 2行に分けてラプラス展開 [13] \S 32をする。 $3+2=$

5個から 3個のものを選ぶ組み合わせは 10あり、 (4) は次のように展開できる :

$543 20 542 3O$
���� � ��� � �

$a_{0}$

$=+$

$a_{1}$ $a_{2}X^{0}$

$p_{3}$

$a_{0}$ $a_{1}$
$\cross$

$p_{2}$

$a_{0}$

$X^{6}-a_{0}$

$p_{3}$

$a_{1}$
$X^{1}$

$a_{0}$ $a_{2}$ $\cross$

$a_{1}$

$X^{5}$

$p_{2}$

$p_{1}$ $p_{3}$

$540 3 2 532 40$
���� � ��� ��

$a_{0}$

$+$

$a_{1}$
$X^{2}$ $X^{4}a_{0}$ $a_{2}$

$X^{2}$ $X^{4}$

P2 $p_{3}$ $p_{1}$

$a_{0}$ $\cross$ $+$ $a_{1}$ $a_{2}$
$\cross$

$p_{1}$ P2 $p_{0}$ $p_{3}$

$a_{2}$ $a_{0}$ $a_{1}$

$53O 42 320 43$
��� � ������

$a_{0} a_{2} X^{3} X^{3}a_{0} X^{4} X^{2}$
$p_{1} p_{3} p_{1} p_{2}$

$a_{1} \cross + a_{2} \cross$ (5)
$p_{0} p_{2} Pop_{1}$

$a_{0} a_{2} a_{1} a_{2}$

$432 5 O 43O 52$
��� � � ��� ��

$a_{1} a_{2} X^{3} X^{3}a_{1} a_{2} X^{4} X^{2}$
$p_{0} p_{0} p_{3}$

$-a_{0} a_{1} a_{2}\cross +a_{0} a_{1}$ $\cross$

$p_{3} p_{2}$$a_{0} a_{1} a_{0} a_{2}$

$420 5 3 320 54$
��� � � ��� ��

$a_{1} X^{5} X^{1}a_{2} X^{6} X^{0}$
$-a_{0} a_{2} xp_{0} p_{2}+a_{1} a_{2} xp_{0}p_{1}$

$p_{1} Po$$a_{1} a_{2} a_{0} a_{1} a_{2}$

ここで白丸の番号はシルヴエスターの行列式 (4) の何列から取った小行列式であ
るかを示し、黒丸の番号は白丸の番号の $n+m+1$ に関する補数を示す。各小行
列式の右肩にある $X$ の霧は $a_{i}$ および $p_{i}$ を $a_{i}X^{i}$ および $p_{i}X^{i}$ に置き換えたときに現
われる因子であると同時に、 この幕指数は、後に \S 5で論ずる白丸の番号および黒
丸の番号の配列の乱れ数 (derangement) および余乱れ数 (coderangement) にもなっ
ている。
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(6)

これらの総和
$a_{0^{3}}p_{3^{2}}-a_{0^{2}}a_{1}p_{2}p_{3}-2a_{0^{2}}a_{2}p_{1}p_{3}+a_{0^{2}}a_{2}p_{2^{2}}+a_{0}a_{1^{2}}p_{1}p_{3}$

$+3a_{0}a_{1}a_{2}p_{0}p_{3}-a_{0}a_{1}a_{2}p_{1}p_{2}-2a_{0}a_{2^{2}}p_{0}p_{2}+a_{0}a_{2^{2}}p_{1^{2}}$ (7)
$-a_{1^{3}}p_{0}p_{3}+a_{1^{2}}a_{2}p_{0}p_{2}-a_{1}a_{2^{2}}p_{0}p_{1}+a_{2^{3}}p_{0^{2}}$

が (1), (2) の終結式である。
これを $a=a_{0},$ $b=a_{1},$ $c=a_{2},p=p_{0},$ $q=p_{1},$ $r=p_{2},$ $s=p_{3}$ で表した

$a^{3}s^{2}-a^{2}brs-2a^{2}cqs+a^{2}cr^{2}+ab^{2}qs+3abcps$
(8)

$-$ abcqr - $2ac^{2}pr+ac^{2}q^{2}-b^{3}ps+b^{2}cpr-bc^{2}pq+c^{3}p^{2}$

は当然ながら、 田中由真の方法 [19] で計算した (11) 式と一致する。

2 三乗幕演式の終結式としての計算
これを

$f(X)=a_{0}+a_{1}X+a_{2}X^{2}+a_{3}X^{3}=0$, (9)

$g(X)=p-X^{4}=0$ (10)

の終結式として計算する [18]。シルヴエスター表示は
���� � � �
$a_{O} a_{1} a_{2} a_{3}$

$a_{0} a_{1} a_{2} a_{3}$

$a_{O} a_{1} a_{2} a_{3}$

$a_{0} a_{1} a_{2} a_{3} =0$ . (11)
$p$ $-1$

$p$ $-1$

$p$ $-1$
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但し、 ここでの 1は単なる数字の 1ではなく、 添字 4をもつ変数に 1を代入したも
のと見徹さなければならない。

これを上の 4行、下の 3行に分けてラプラス展開をしたとき、 $p$ に関する 3次の
行列式で列�を含むものは消えるから�，�，�，�，�，�の 6列から 3列を選んだ
ものだけを計算すればよい。 この組合わせの数は 20であるが、実際にはもっと多
くの行列式が消えて次の 8項の和が展開式となる:

$7554 3 2 O 5343 7 2 0$
��������������

$a_{0}$

$=+$

$a_{0}a_{1}$

$a_{0}a_{1}a_{2}a_{0}a_{1}a_{2}a_{3}$ $|^{X^{0}X^{12}}\cross|-1 -1 -1|+|\begin{array}{llll}a_{l} a_{2} a_{3} a_{0} a_{1} a_{2} a_{3} a_{0} a_{1} a_{2} a_{O} a_{l}\end{array}|\cross|^{p}-1$
$-1^{X^{8}}$

$7542 53Q 754Q 5 3 2$
��������������

$a_{0}$

$+$ $a_{0}a_{1}a_{2}a_{0}a_{1}a_{2}a_{3}a_{2}a_{3}$ $|^{X^{4}X^{8}}\cross|p -1 -1|+|^{a_{0}}a_{0}a_{1}a_{0}a_{1}a_{2}a_{3}a_{3}|^{X^{4}}\cross|_{p}$

$-1$

$-1$

$X^{8}$

$5432 76O 543O 752$
��������������

$a_{2}$

$a_{1}$

十
$a_{0}$

$a_{0}a_{1}a_{2}a_{3}a_{2}a_{1}a_{3}a_{2}a_{3}|^{X^{8}X^{4}}\cross|p p -1|+|\begin{array}{llll}a_{1} a_{3} a_{0} a_{2} a_{3} a_{1} a_{2} a_{0} a_{1} a_{3}\end{array}|X^{8}\cross|^{p}p$

$-1^{X^{4}}$

$742O 653 432O 755$
��������������

$a_{0}$

$+$ $a_{0}a_{1}a_{2}a_{3}a_{2}a_{3}$ $a_{3}|^{X^{8}X^{4}}\cross|p p -1|+|\begin{array}{llll}a_{3} a_{2} a_{3} a_{1} a_{2} a_{3} a_{0} a_{1} a_{2} a_{3}\end{array}|X^{12}\cross|^{p}pp^{X^{0}}$ (12)
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$I:=-[a_{0^{4}}]$

II : $+[2a_{0^{2}}a_{1}a_{3}+a_{0^{2}}a_{2^{2}}-3a_{0}a_{1^{2}}a_{2}+a_{1^{4}}]p$

III : $+[+a_{0^{2}}a_{1}a_{3}+a_{0^{2}}a_{2^{2}}-a_{0}a_{1^{2}}a_{2}]p$

IV : $+[a_{0^{2}}a_{1}a_{3}]p$

(13)
V : $+[-2a_{0}a_{2}a_{3^{2}}-a_{1^{2}}a_{3^{2}}+3a_{1}a_{2^{2}}a_{3}-a_{2^{4}}]p^{2}$

VI : $+[-o_{O}a_{2}a_{3^{2}}-a_{1^{2}}a_{3^{2}}+a_{1}a_{2^{2}}a_{3}]p^{2}$

VII : $+[-a_{0}a_{2}a_{3^{2}}]p^{2}$

VIII : $+[a_{3^{4}}]p^{3}.$

これらの総和

$-a_{0^{4}}+[4a_{0^{2}}a_{1}a_{3}+2a_{0^{2}}a_{2^{2}}-4a_{0}a_{1^{2}}a_{2}+a_{1^{4}}]p$

(14)
$-[4a_{0}a_{2}a_{3^{2}}-2a_{1^{2}}a_{3^{2}}+4a_{1}a_{2^{2}}a_{3}-a_{2^{4}}]p^{2}+a_{3^{4}}p^{3}$

が (7), (8) の終結式である。 これを $a=a_{0},b=a_{1},c=a_{2},d=a_{3}$ で表わした

$-a^{4}+4a^{2}bdp+2a^{2}c^{2}p-4ab^{2}p+b^{4}p$
(15)

$-4acd^{2}p^{2}-2b^{2}d^{2}p^{2}+4bc^{2}dp^{2}-c^{4}p^{2}+d^{4}p^{3}$

を $-1$倍して [19] (11) 式になる。 ここで更に $p=X^{4}$ を代入したものが通常の三乗

罧演式 [18] である。

3 二つの 3次方程式の終結式の計算
$n=m=3$ の場合の終結式 (3) をこれまでと同じ方法で計算する。

������

$a_{0} a_{1} a_{2} a_{3}$

$a_{0} a_{1} a_{2} a_{3}$

$a_{0} a_{1} a_{2} a_{3}$ (16)
$Po p_{1} p_{2}p_{3}$

$p_{0} p_{1} p_{2} p_{3}$

$p_{0}p_{1} p_{2} p_{3}$

を上下半分に切ったラプラス展開は次の 20項からなる。
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$554$
���

32 $O$

� ��
$553$
���

42 $O$

���

$a_{0}$

$=+$
$a_{0}a_{1}$

$a_{0}a_{2}a_{1}|X^{0}\cross|_{p_{1}}^{p_{3}}p_{2}p_{2}p_{3}p_{3}|\begin{array}{l}X^{9}-\end{array}|$

$a_{0}a_{1}$

$a_{1}a_{2}a_{3}|X^{1}\cross|_{p_{0}}^{p_{2}}p_{1}p_{2}p_{3}p_{3}X^{8}$

532 4 $eo$ $55O$ 4 $32$
��� ��� ��� ���

$a_{0}$

$+$

$a_{0}a_{1}$

$a_{2}a_{3}|^{X^{2}}\cross|_{p_{0}}^{p_{2}}p_{1}$
$p_{1}p_{2}p_{3}$

$p_{3}|\begin{array}{l}X^{7}-\end{array}|$

$a_{0}a_{1}$

$a_{3}|^{X^{3}}\cross|_{p_{0}}^{p_{2}}p_{1}$
$p_{1}p_{2}p_{3}$

$p_{2}p_{3^{X^{6}}}$

543 $32\Phi$ 542 $53O$
��� ��� ��� ���

$a_{0}$

$+$ $a_{0}a_{1}a_{2}a_{1}a_{3}a_{2}|X^{2}\cross|^{p_{1}}p_{0}p_{2}p_{3}p_{3}|\begin{array}{l}X^{7}-\end{array}|a_{0}a_{1}a_{2}$ $a_{2}a_{3}|^{X^{3}}\cross|^{p_{1}}p_{0}p_{1}p_{2}p_{3}p_{3}X^{6}$

$54\Phi 532 632 34O$
��� ��� ��� ���

$a_{0}$

$+$ $a_{0}a_{1}a_{2}a_{3}|^{X^{4}}\cross|^{p_{1}}p_{0}p_{1}p_{2}p_{3}p_{2}p_{3}|\begin{array}{l}X^{5}+\end{array}|a_{1}a_{2}a_{3}a_{2}a_{3}|^{X^{4}}\cross|^{p_{1}}p_{0}p_{0}p_{1}p_{2}p_{3}X^{5}$

$5\mathfrak{H}O$ 542 620 543
��� ��� ��� ���

$a_{0}$

$a_{1}a_{2}a_{3}$
$a_{3}|^{X^{5}}\cross|^{p_{1}}p_{0}$

$p_{0}p_{1}p_{2}$
$p_{2}p_{3}|\begin{array}{l}X^{4}+\end{array}|$

$a_{2}a_{3}$

$a_{3}|^{X^{6}}\cross|p_{0}p_{1}$
$p_{1}p_{0}p_{2}$

$p_{1}p_{2}p_{3}X^{3}$ (17)
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$54\mathfrak{H}$

���
62 $O$

���
$542$
���

5 $3O$
���

$a_{1}$

$-a_{0}$ $a_{0}a_{1}a_{2}$
$a_{1}a_{3}a_{2}|X^{3}\cross|^{p_{0}}p_{3}p_{2}p_{3}|\begin{array}{l}X^{6}+\end{array}|a_{0}$

$a_{2}a_{1}a_{0}$
$a_{2}a_{3}|^{X^{4}}\cross|^{p_{0}}p_{1}p_{2}p_{3}p_{3}X^{5}$

$5\Phi O$ 632 332 $64O$
��� ��� ��� ���

$a_{1}$

$-a_{0}$ $a_{2}a_{1}a_{0}$
$a_{3}|^{X^{5}}\cross|^{p_{0}}p_{1}p_{2}p_{3}p_{2}p_{3}|^{X^{4}}-|^{a_{1}}a_{0}$

$a_{1}a_{2}a_{3}$
$a_{2}a_{3}|^{X^{5}}\cross|^{p_{0}}p_{0}p_{2}p_{1}p_{3}|^{X^{4}}$

330 642 $\mathfrak{H}2O$ $6O3$
� �� � �� ��� ���

$+|\begin{array}{lll}a_{1} a_{3} a_{0} a_{2} a_{1} a_{3}\end{array}|\cross|\begin{array}{lll}p_{0} p_{2} p_{1} p_{3} Po p_{2}\end{array}|-|\begin{array}{lll}a_{1} a_{0} a_{3} a_{2} a_{3}\end{array}|x|^{p_{0}}p_{0}p_{2}p_{1}p_{1}p_{2}p_{3}X^{2}$

$4\mathfrak{H}2$ 6@ $O$ 430 6@2
��� ��� ��� ���

$a_{2}$

$+a_{1}$

$a_{0}$

$a_{3}a_{2}a_{1}a_{2}a_{3}|^{X^{6}}\cross|^{p_{0}}p_{1}p_{0}p_{3}|\begin{array}{l}X^{3}-\end{array}|a_{1}$
$a_{1}a_{2}a_{3}$

$a_{3}|^{X^{7}}\cross|^{Po}p_{1}p_{0}p_{2}p_{3}X^{2}$

$\Phi 20$ 6@3 $\Phi 2O$ 554
��� � �� ��� ���

$a_{2}$

$+a_{1}$

$a_{0}$

$a_{2}a_{3}$

$a_{3}|^{X^{8}}\cross|^{p_{0}}p_{1}p_{0}p_{1}p_{2}p_{3}|\begin{array}{l}X^{1}-\end{array}|a_{2}$

$a_{2}a_{3}$

$a_{3}|^{X^{9}}\cross|^{p_{0}}p_{0}p_{1}p_{0}p_{1}p_{2}X^{0}.$
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以上 20項のおのおのを多項式として展開した結果は次の通りである:

I: $+a_{0^{3}}p_{3^{3}},$

II: $-a_{0^{2}}a_{1}p_{2}p_{3^{2}},$

III: $-a_{0^{2}}a_{2}p_{1}p_{3^{2}}+a_{0^{2}}a_{2}p_{2^{2}}p_{3},$

IV: $-a_{0^{2}}a_{3}p_{0}p_{3^{2}}+2a_{0^{2}}a_{3}p_{1}p_{2}p_{3}-a_{0^{2}}a_{3}p_{2^{3}},$

V: $-a_{0^{2}}a_{2}p_{1}p_{3^{2}}+a_{0}a_{1^{2}}p_{1}p_{3^{2}},$

VI: $-a_{0^{2}}a_{3}p_{0}p_{3^{2}}+a_{0^{2}}a_{3}p_{1}p_{2}p_{3}+a_{0}a_{1}a_{2}p_{0}p_{3^{2}}-a_{0}a_{1}a_{2}p_{1}p_{2}p_{3},$

VII: - a $a_{1}a_{3}p_{0}p_{2}p_{3}-a$ a $a_{3}p_{1^{2}}p_{3}+a_{0}a_{1}a_{3}p_{1}p_{2^{2}},$

VIII: $+a_{0}a_{1}a_{3}p_{0}p_{2}p_{3}-a_{0}a_{1}a_{3}p_{1^{2}}p_{3}-a_{0}a_{2^{2}}p_{0}p_{2}p_{3}+a_{0}a_{2^{2}}p_{1^{2}}p_{3},$

IX: $+a_{0}a_{2}a_{3}p_{0}p_{1}p_{3}+a_{0}a_{2}a_{3}p_{0}p_{2^{2}}-a_{0}a_{2}a_{3}p_{1^{2}}p_{2},$

X: $+a_{0}a_{3^{2}}p_{0^{2}}p_{3}-2a_{0}a_{3^{2}}p_{0}p_{1}p_{2}+a_{0}a_{3^{2}}p_{1^{3}},$

(18)
XI: $-a_{0^{2}}a_{3}p_{0}p_{3^{2}}+2a_{0}a_{1}a_{2}p_{0}p_{3^{2}}-a_{1^{3}}p_{0}p_{3^{2}},$

XII: $-a_{0}a_{1}a_{3}p_{0}p_{2}p_{3}-a_{0}a_{2^{2}}p_{0}p_{2}p_{3}+a_{1^{2}}a_{2}p_{0}p_{2}p_{3},$

XIII: $-a_{0}a_{2}a_{3}p_{0}p_{1}p_{3}+a_{0}a_{2}a_{3}p_{0}p_{2^{2}}+a_{1^{2}}a_{3}p_{0}p_{1}p_{3}-a_{1^{2}}a_{3}p_{0}p_{2^{2}},$

XIV: $+a_{0}a_{2}a_{3}p_{0}p_{1}p_{3}+a_{1^{2}}a_{3}p_{0}p_{1}p_{3}-a_{1}a_{2^{2}}p_{0}p_{1}p_{3},$

XV: $+a_{0}a_{3^{2}}p_{0^{2}}p_{3}-a_{0}a_{3^{2}}p_{0}p_{1}p_{2}-a_{1}a_{2}a_{3}p_{0^{2}}p_{3}+a_{1}a_{2}a_{3}p_{0}p_{1}p_{2},$

XVI: $+a_{1}a_{3^{2}}p_{0^{2}}p_{2}-a_{1}a_{3^{2}}p_{0}p_{1^{2}},$

XVII: $+a_{0}a_{3^{2}}p_{0^{2}}p_{3}-2a_{1}a_{2}a_{3}p_{0^{2}}p_{3}+a_{2^{3}}p_{0^{2}}p_{3},$

XVIII: $+a_{1}a_{3^{2}}p_{0^{2}}p_{2}-a_{2^{2}}a_{3}p_{0^{2}}p_{2},$

XIX: $+a_{2}a_{3^{2}}p_{0^{2}}p_{1},$

XX: $-a_{3^{3}}p_{0^{3}}.$

これに $a=a_{0},$ $b=a_{1},$ $c=a_{2},$ $d=a_{3},p=p_{0},$ $q=p_{1},$ $r=p_{2},$ $s=p_{3}$ を代入し総
和をとったものは

$a^{3}s^{3}-a^{2}brs^{2}-2a^{2}cqs^{2}+a^{2}cr^{2}s-3a^{2}dps^{2}+3a^{2}dqrs-a^{2}dr^{3}$

$+ab^{2}qs^{2}+3abcps^{2}$ –abcqrs – abdprs - $2abdq^{2_{\mathcal{S}}}+abdqr^{2}-2ac^{2}prs$

$+ac^{2}q^{2}s+$ acdpqs $+2acdpr^{2}$ –acdq2$r+3ad^{2}p^{2}s-3ad^{2}pqr+ad^{2}q^{3}$ (19)
$-b^{3}ps^{2}+b^{2}cprs+2b^{2}dpqs-b^{2}dpr^{2}-bc^{2}pqs-3$bcdp2$s+bcdpqr$

$+2bd^{2}p^{2}r-bd^{2}pq^{2}+c^{3}p^{2_{\mathcal{S}}}-c^{2}dp^{2}r+cd^{2}p^{2}q-d^{3}p^{3}.$

となり、 これも当然ながら田中由真の方法 [19] で計算した (23) 式と一致する。
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4 終結式を構成する単項式の斉重性
これまで扱ってきた $a_{0}a_{3^{2}}p_{0^{2}}p_{3}$ や $2a_{1}a_{2}a_{3}p_{0^{2}}p_{3}$ のような、数字を添字とする変数

からなる単項式の各因子の添字の和をこの単項式の重さ (weight) という。 この例
ではいずれも 9である。
これまでの例から容易に推測できるように、終結式を構成する単項式は同じ重

さをもつ。 このような多項式を斉重 (isobaric) という。次はファン デア ヴエル

デンの「現代代数学」 [11] 下巻 \S 72の末尾に演習問題の一つとして述べられている
結果である。

定理 1 $n$次及び $m$次の方程式 (1) 及び (2) からなる連立方程式の終結式 (3) は
斉重であり、 いずれも $nm$ に等しい重さをもつ単項式の和として表される。

証明シルヴエスター表示 (3) の内 $g(X)$ の係数の添字を並べた部分の添字から
$m$ を引いたものを新しい添字として (3) を書き改める。 このようにすれば、 $i$ 行

$j$ 列の場所にあるのは $0$ または $j-i$ を添字とする文字が一つである。 (現代の) 行
列式の定義に従ってこれらの積和をとった各項は $0$ であるか、 またはある $n+m$

個の数字の置換 $\sigma$ があって、 $i$ が 1から $n+m$ まで動くとき、 $j$ が $\sigma i$ にある変

数を掛け合わせたものである。 これらの添字の和は $\Sigma\sigma i-\Sigma i=\Sigma i-\Sigma i=0$ であ

る。 しかし、 実際の添字は、 $i>m$ ならば、 $m$ だけ足さなければならない。 この

ような $i$ がちょうど $n$ 個あるので全体の重さは $0+nm=nm$ になる。証明終
高木 [13] \S 28にはコーシーの表示 [8]

$\mathcal{R}(f,g)=a_{n}^{m}b_{m^{n}}\prod_{i=1j}^{n}\prod_{=1}^{m}(\xi_{i}-\eta_{j})$ (20)

を用いた短い証明がある。但し、 $\xi_{i}$ 及び $\eta_{j}$ はそれぞれ (1) と (2) の根全体とする:

$f(X)=a_{n} \prod_{i=1}^{n}(X-\xi_{i}) , g(X)=b_{m}\prod_{j=1}^{m}(X-\eta_{j})$ . (21)

この他、 終結式を構成する単項式は $\{a_{i}\}$ に関して $m$ 次斉次、 $\{p_{j}\}$ に関して $n$

次斉次であることは容易にわかるが、 田中由真の方法で使われるよりはるかに多
くの単項式がこれら三つの条件を満たしてしまう。

5 $\Pi p$故終結式は田中由真の方法で計算できるのか

(1), (2) のような連立代数方程式から共通の未知数を消去することは代数学が始
まったときからいろいろな試みが発表されてきた。誰もが思いつくのは、 それぞれ
の最高次の係数を別の方程式に掛け、必要ならば次数の低い方程式に $X$ の幕を掛
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けて同じ次数にして引き算することである。 こうして少なくともーつの方程式の次
数を下げることができ、 これを続けてゆけば二っの 1次方程式に還元することがで
きる。 ここで始めて割算を適用すれば消去したい共通の未知数 $X$ が元の方程式の
係数に現われる他の未知数の有理式で表せるようになる。田中由真 $[2|$ 巻之一の始
めの章は「双式一貫之術」 と題され、 この方法に宛てられている。オイラー [3],[4]
は割算も許す同様な方法によって二つの平面代数曲線の交点の数を論じた。
本当はこれが一番早い計算法なのであるが、 実際に実行してみるとむやみに項

数の多い多項式が係数として現われ、いつこの計算が終るか心配になって途中で止
めてしまうという結果になりがちであった。もっと見通しのよい方法が求められた
中で、 世界最初に一般的な方法を確立したのは關孝和である。終結式の概念を発見
したのはあるいは田中由真であったかもしれない。 これとは独立にオイラーも同じ
発見をしている。 しかし、 關は、 1683年までに 「解伏題之法」 [1] を著して、 世界
で最初に行列式を導入、 これを用いれば消去の結果である終結式が簡潔に書き表
されることを示した。 こうして連立代数方程式は常に 1変数の代数方程式に帰着で
きることが確立されたのである。
これは約 80年後にヨーロッパで発表されたベズーの仕事 [5] と殆ど同じである。

行列式のサイズはシルヴエスターのものの約半分である $n,m$ の大きい方になる。
換式を作るというそのための前準備も両者ほぼ同じである。關には澤ロー之の「古
今算法記」に出された遺題などを解く為の一般的な方法を与えることに目的があ
り、 ベズーにはは同一平面上の $n$ 次曲線と $m$ 次曲線はたかだか $nm$ 個の点で交
わるというオイラー $[3]_{\tau}$ [4] の予想を証明することに目的があった。 オイラーの論
文 [3] と本 [4] には具体的な $n,$ $m$ に対して上に述べた素朴な方法で消去を行った計
算が書かれている。
一方、 關と同時代に京都にいた田中由真は「算学紛解」 (ca1690)[2] を発表し、關
とは違う行列式の使い方をしたものと行列式を使わない終結式の計算方法を与えた。
一例として連立代数方程式

$f(X)=a_{0}+a_{1}X+a_{2}X^{2}+a_{3}X^{3}=0$, (22)
$g(X)=p_{0}+p_{1}X+p_{2}X^{2}=0$ (23)

を考える。 田中由真の後の方法では、以下のようにまず前式 (22) を後式 (23) の次
数だけ自乗したものと、後式 (23) を前式 (22) の次数だけ自乗して和の順序を逆転
したものを作る:

$a_{0}^{2}+a_{0}a_{1}X+\{\begin{array}{l}a_{0}a_{2}a_{1}^{2}\end{array}\}X^{2}+\{\begin{array}{l}a_{0}a_{3}a_{1}a_{2}\end{array}\}X^{3}+\{\begin{array}{l}a_{1}a_{3}a_{2}^{2}\end{array}\}X^{4}+a_{2}a_{3}X^{5}+a_{3}^{2}X^{6}=0,$ (24)

$p_{2}^{3}X^{6}+p_{1}p_{2}^{2}X^{5}+\{\begin{array}{l}p_{0}p_{2}^{2}p_{1}^{2}p_{2}\end{array}\}X^{4}+\{\begin{array}{l}p_{0}p_{1}p_{2}p_{1}^{3}\end{array}\}X^{3}+\{\begin{array}{l}p_{0}^{2}p_{2}p_{0}p_{l}^{2}\end{array}\}X^{2}+p_{0}^{2}p_{1}X+p_{0}^{3}=0$. (25)
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ただし、数係数および符号は無視する。
終結式は、 この時、 上下の式の各項の積で次数が前後式の次数の積となるものの

係数を書き並べた

$a_{0}^{2}p_{2}^{3},$ $a_{O}a_{1}p_{1}p_{2}^{2},$ $\{\begin{array}{l}a_{0}a_{2}p_{0}p_{2}^{2}a_{0}a_{2}p_{l}^{2}p_{2}a_{1}^{2}p_{0}p_{2}^{2}a_{1}^{2}p_{1}^{2}p_{2}\end{array}\},$ $\{\begin{array}{l}a_{0}a_{3}p_{0}p_{l}p_{2}a_{0}a_{3}p_{1}^{3}a_{1}a_{21\lambda)p_{1}p_{2}}a_{1}a_{2}p_{l}^{3}\end{array}\},$ $\{\begin{array}{l}a_{l}a_{3}p_{0}^{2}p_{2}a_{1}a_{3}p_{0}p_{1}^{2}a_{2}^{2}p_{0}^{2}p_{2}a_{2}^{2}p_{0}p_{l}^{2}\end{array}\},$ $a_{2}a_{3}p_{0}^{2}p_{1},$ $a_{3}^{2}p_{0}^{3}$

(26)
という 16箇の単項式の整数係数 $C_{i}$ の一次結合で表される。

$X=\xi$ が (ある拡大体の中での) 方程式 (1), (2) の共通の解であるときには
$X=\xi$ を代入した終結式も当然零とならなければならないから、上の単項式の 1

次結合で表される終結式の候補に対して

$a_{0}=-a_{1}X-a_{2}X^{2}-a_{3}X^{3}$ , (27)

$p_{0}=-p_{1}X-p_{2}X^{2}$ (28)

を代入して得られる多項式が恒等的に零となるという条件を課して係数 $C_{i}$ を決定

することができる。 これが田中の方法である。実際の計算例は、 2010年秋の日本

数学会及び 2011年数理解析研究所で開かれた研究集会「数学史の研究」 [19] で報告
したのでここでは省略する。
田中由真の方法が上に述べたものであることは藤原松三郎 [14][15] が明晰に述べ

ており 「この考えは新しいもので、西洋数学には見当たらぬものである。」 と書い

ている。他方、竹之内脩 [16] は二つの 3次方程式の場合「紛解」 に書かれている
通りの計算は難し過ぎて田中自身違う方法で計算したのではないかと疑っている。
実際書かれているこの場合の終結式の計算結果には間違いが多いが、だからといっ
て、 これが由真の方法では計算不可能であるという証拠になるほどではない」 [19]。
同じ所で藤原松三郎が注意するように、 田中由真の方法の正当性を示すことと

「解伏題之法」第五丁にある「定乗」の章を理解することは同じである。そこにあ
る結果を用いれば、今日ベズーの定理の名で知られている平面上の二つの代数曲
線の交点数に関するオイラーの予想は直ちに証明できる。オイラーが 16年間も一
般的に解くことができなかった問題をそれが問題であることすら知らなかった關が
その 80年も前に解いていたという事実は、スミスー三上 [9] の 127 ページにある關

に対する彼らの悪評が全く根拠のないものであることを示している。彼らに理解
できた和算は和算のごく初等的な部分に過ぎない。
「定乗」 の章で關は二つの方程式から共通の未知数 $X$ を消去して得られた方程

式の (他の未知数)$Y$ に関する次数を次のようにして評価している。例えば、 方程
式 (22), (23) に対しては、まず、上の (24), (25) 式と同様に元の方程式の幕乗を作
り、 一方を逆順にして並べる。そして、 $X$ の幕ごとにその係数となっている多項
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式の $Y$ に関する次数の最大を書き添える。 このとき、 $X$ を消去して得られた方程
式の $Y$ に関する次数はここで上下に書き添えた次数の和の最大以下である。
これは、 田中の方法が根拠としている、 二式の終結式は (26) に列記されている

単項式の数係数の一次結合になるという事実を認めれば明らかである。
一般に、 (1) と (2) の終結式を構成する単項式はシルヴエスターの行列式 (3) の
ラプラス展開の各項を構成する単項式と同じものであるから、これらがすべて田中
の構成法に現われるものであることを示せば、田中の方法の正当性、ひいては關の
定乗の結果が証明されたことになる。そのラプラス展開の各項は $\{1, 2, \cdots, n+m\}$

の分割 $J\sqcup 7,$ $J=\{j_{1}<j_{2}<\cdots<j_{m}\},\overline{J}=\{\overline{k}_{1}<\overline{k}_{2}<\cdots<\overline{k}_{n}\}$ に対して $J$ に

対する上半分の小行列式と $\overline{J}$ に対する下半分の余因子の積であることに注意して、
この積を構成する単項式が全て田中の方法で得られることを示せばよい。
まず上の分割 $J$ 口 $\overline{J}$ の乱れ数 (derangement) $d(J;\overline{J})$ を、 一列に並べた $J\sqcup\overline{J}$ か

ら隣り同士を互換することによって元の自然な順序 $\{1, 2, \cdots, n+m\}$ に並び替え
るのに必要な最小の互換数と定義する : 例えば $n=3,$ $m=2$ の場合、

$d(1,2;3,4,5)=0, d(1,3;2,4,5)=1,$
$d(1,4;2,3,5)=2, d(1,5;2,3,4)=3,$
$d(2,3;1,4,5)=2, d(2,4;1,3,5)=3$, (29)

$d(2,5;1,3,4)=4, d(3,4;1,2,5)=4,$
$d(3,5;1,2,4)=5, d(4,5;1,2,3)=6.$

これは、 また、対応するラプラス展開の余因子の符号を決めるために使われる $(-1)$

の幕指数 $(j_{1}-1)+(j_{2}-2)+\cdots+(j_{m}-m)$ に等しいことに注意する。
次に、 同じ分割 $J\sqcup\overline{J}$の余乱れ数 (coderangement) を、 それぞれ $J,\overline{J}$ の成分を

$n+m+1$ に関する補数に置き換え、それぞれを大きさの順序に置き換えてできる
分割の乱れ数と定義し、 $\overline{d}(J\sqcup\overline{J})$ または単に $\overline{d}$で表す。上の例では

$\overline{d}(1,2;3,4,5)=d(4,5;1,2,3)=6,$ $\overline{d}(1,3;2,4,5)=d(3,5;1,2,4)=5,$

$\overline{d}(1,4;2,3,5)=d(2,5;1,3,4)=4,$ $\overline{d}(1,5;2,3,4)=d(1,5;2,3,4)=3,$

$\overline{d}(2,3;1,4,5)=d(3,4;1,2,5)=4,$ $\overline{d}(2,4;1,3,5)=d(2,4;1,3,5)=3$ , (30)
$\overline{d}(2,5;1,3,4)=d(1,4;2,3,5)=2,$ $\overline{d}(3,4;1,2,5)=d(2,3;1,4,5)=2,$

$\overline{d}(3,5;1,2,4)=d(1,3;2,4,5)=1,$ $\overline{d}(4,5;1,2,3)=d(1,2;3,4,5)=0.$

恒に $d+d=nm$ が成り立つが、 これが定義から直ちに証明できるかどうかは知
らない。

定理 2 (1) 及び (2) を $n$次及び $m$次の方程式、 (3) をそれらの終結式のシルヴエ
スター表示とする。 このとき、 $\{1, 2, \cdots, n+m\}$ の分割 $J\sqcup\overline{J},$ $J=\{j_{1}<j_{2}<$

.. . $<j_{m}\},\overline{J}=\{\overline{k}_{1}<\overline{k}_{2}<\cdots<\overline{k}_{n}\}$ に対応する (3) のラプラス展開の項の第一因
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子は、 $\{a_{i}\}$ に関して $m$次斉次かつ重さ $d$の斉重多項式、第二因子は $\{p_{k}\}$ に関して
$n$次斉次かつ重さ $\overline{d}$ の斉重多項式であり、 これらの積に $(-1)^{d}$ を掛けたものが対応
するラプラス展開の項となる。

証明これは行と列の役割を取り換えることを除けば定理 1の証明と同じである。
第一因子の行列式は第 1列として第 $j_{1}$ 列、 第 2列として第 $j_{2}$列，$\cdots$ , 第 $m$列とし

て第 $j_{m}$ 列の上半分を持ってきた $m\cross m$行列の行列式である．これらの列の $k$ 番

目を構成する $a_{\dot{\eta}}$ の添字から一斉に露 $-k$ を引くということを全ての $k=1,$ $\cdots,m$

について行ったあとの行列での $i$行 $j$ 列の場所にあるのは定理 1の証明の場合と同
じく $0$ または $j-i$ を添字とする文字一つである。従って、 この行列の行列式は $0$

または重さ $0$ の斉重多項式となる。 これを構成する単項式はどの $k$列においてもこ
れを構成する $a_{\dot{\eta}}$ を一つずつ因子として含み、その添字は実際は雍 $-k$ だけ大きい。

従って、全体としては乱れ数 $d$ に等しい重さをもつ。第二因子に対する証明も同様
である。余因子の符号に関する部分はラプラス展開の公式または実際 $d$回列の互換
を行って第一因子を主小行列式に移して確かめることができる。証明終

連立方程式 (1) 及び (2) の終結式を構成する単項式から数係数を除いたものを

$a_{0^{e0}}a_{1^{e1}}\cdots a_{n}^{e_{n}}\cdot p_{0^{t_{0}}}p_{1^{t_{1}}}\cdots p_{m}^{t_{m}}$ (31)

とする。 定義によりこれは $\{1, 2, \cdots,n+m\}$ のある分割 $J\sqcup\overline{J}$ に対応するラプラ

ス展開の項を構成する単項式であるから、定理 2により、

$e_{0}+e_{1}+\cdots+e_{n}=m, e_{1}+2e_{2}+\cdots+ne_{n}=d$ ; (32)

$t_{0}+t_{1}+\cdots+t_{m}=n, t_{1}+2t_{2}+\cdots+nt_{n}=\overline{d}$ (33)

を満たさなければならない。 (32) は (31) の第一因子 $a_{0^{e_{0}}}a_{1^{e_{1}}}\cdots a_{n}^{e_{n}}$ が $f(X)^{m}$ の

$X^{d}$ の係数を構成する単項式であることを示し、 (33) は第二因子 $p_{0^{t_{0}}}p_{1^{t_{1}}}\cdots p_{m}^{t_{m}}$ が

$g(X)^{n}$ の $X^{\overline{d}}$ の係数を構成する単項式であることを示している。 一方、 この場合、

定理 1は
$d(Ju7)+\overline{d}(J\sqcup\overline{J})=nm$ (34)

という内容であるから、 丁度 $X^{nm}$ の係数となる因子の積だけが許される。 こうし

て終結式を構成する単項式はすべて田中由真の方法で得られることが証明された。
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