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1. 概要
本論の目的は、ある可逆な $(m+1)$ -isometry 作用素の中で $m$-isometry

にならない作用素の例を構成することである。

2. 歴史
ヒルベルト空間上の isomery $(T^{*}T=I)$ は基本的な作用素の 1つ

で、その構造については Wold 分解が知られている。 $m$-isometry の研
究は $J$ . Agler, M. Stankus (1995) [1,2,3] によって精力的になされた。
次がその定義である。

[定義] ヒルベルト空間上の作用素 $T$ が $m$-isometry であるとは

$0=B_{m}(T)$

$=T^{*m}T^{m}-[Matrix] T^{*(m-1)}T^{m-1}+[Matrix] T^{*(m-2)}T^{m-2}-\cdots+(-1)^{m}I.$

従って 1-isometry なら

$B_{1}(T)=T^{*}T-I=0$

なので isometry に一致する。よって m-isometry は isometry の一般化
であるが、 より一般に次がわかっている。 ([1, 2, 3])

[命題 1]
$T$ が m-isometry なら $T$ は $(m+1)$-isometry である。

[証明]
$B_{m+1}(T)=T^{*}B_{m}(T)T-B_{m}(T)=0.$

本論はこの逆を考えるが、一般に逆は成立しない。

[反例 2] (A. Athavale 1991 [4])

ヒルベノレト空間 $\ell^{2}(\mathbb{N})$ 上の weighted unilateral shift を

$Te_{n}=w_{n}e_{n+1},$ $w_{n}=\sqrt{\frac{n+m}{n}}$ $br$ $n=1,2,3,$ $\cdots$

と定める。 このとき $T$ は $(m+1)$-isometry であるが $m$-isometry では
ない。
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例えば $7?\tau=1$ の場合

$T=(0\sqrt{\frac{2}{1}}00 \sqrt{\frac{3}{2}}000 \sqrt{\frac{4}{3}}000 \cdots)$

とおくと

$B_{1}(T)=T^{*}T-I=(\begin{array}{llll}1 0 0 0\frac{1}{2} 0 00 \frac{1}{3} .\end{array})\neq 0$

であるが

$B_{2}(T)=T^{*}T^{*}TT-2T^{*}T+I$

$=$ $(^{\frac{3}{001}}$

$\frac{4}{02}0$

$\frac{5}{3}00$

$\cdots)-2(^{\frac{2}{001}}$

$\frac{3}{02}0$

$\frac{4}{3}00$

$\cdots)+(001$

$001$ $001$

$\cdots)=0$

である。従って $T$ は 2-isomctry であるが 1-isomctry ではない。 この
他の性質として次が知られている。 ([1,2,3])

[命題 3]

(1) $T$ が $m$-isometry なら、近似点スペクトルは $\sigma_{a}(T)\subset\{z :|z|=1\}$

である。 よって $T$ が可逆でないなら $\sigma(T)=\{z:$ 同 $\leq 1\}$ で、 可逆な
ら $\sigma(T)\subset\{z:|z|=1\}$ となる。

(2) $T$ が $m$-isomery なら $B_{m-1}(T)\geq 0$ である。

さて命題 1の逆問題に戻る、反例 2の作用素は unilateral shift なの
で可逆ではない。可逆という条件を加えると次が成立する。 $([1, 2, 3|)$

[定理 4]
$T$ が可逆な m-isomcry で $m$ が偶数なら $T$ は $(m - l)$-isomery で

ある。

従って、可逆な 2-isometry は l-isomery になる。次に $m$が奇数ならこ
の結果が成立するかという問題を考える。とりあえず可逆な 3-isometry
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は 2-isometry になるかを調べる。 この問題に対し太田が次のような解
答を与えた。

[反例 5](太田 2011)
ヒルベルト空間 $\ell^{2}(\mathbb{Z})$ 上の weighted bilateral shift を

$Te_{n}=uj_{n}e_{n+1},$ $w_{n}=\sqrt{\frac{|n|+3}{|n|+1}}$ for $n=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$ $\cdots$

と定める。 このとき $T$ は可逆な 3-isometry であるが 2-isometry では
ない。

本論では一般の偶数 $m$ について、可逆な $(m+1)$-isometry である
が m-isometry ではない例を構成する。なお、詳しくは [5] を参照して
欲しい。

3. 主結果

[定理 6]
偶数 $m$ と定数 $a>0$ に対して関数

$\phi(x)=x(x+1)(x+2)\cdots(x+m-1)$

を考える。ここで $l^{2}(\mathbb{Z})$ 上の weighted bilateral shift $Te_{n}=\uparrow x_{n}e_{7l\cdot+1}(n=$

$0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$ $\cdots)$ を

$w_{r\iota}. =\sqrt{\frac{\phi(n+1)+a}{\phi(n)+a}}=\sqrt{\frac{(n+1)(n+2)(n+m)+a}{n(n+1)(n+m-1)+a}}$

とおくと $T$ は可逆な $(m+1)$-isometry であるが $m$-isometry でない。

[証明]
関数 $\phi(x)$ は偶関数なのですべての整数 $n$ に対して

$\phi(n)+a\geqq 0+a>0$

となることに注意する。 weight を計算すると

$u_{n}=\sqrt{\frac{(n+1)(n+2)(n+m)+a}{n(n+1)(n+m-1)+a}}arrow 1 (narrow\pm\infty)$

となるので $\sigma(T)=\{z:|z|=1\}$ である。 よって $T$ は可逆である。
定義から $T$ が $m$-isometry になる必要十分条件は $n=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$ $\cdots$

に対して

$0=I_{7n,n}^{:}=w_{n}^{2}w_{n+1}^{2}\cdots w_{n+m}^{2}-(\begin{array}{ll}m +1 1\end{array})w_{n}^{2}w_{7l+1}^{2}\cdots w_{n+m-1}^{2}$

$+(\begin{array}{ll}m +1 2\end{array})w_{n}^{2}w_{n+1}^{2}\cdots w_{n+m-2}^{2}+\cdots+(-1)^{m}(\begin{array}{ll}m +1 7n\end{array})w_{n}^{2}+(-1)^{m+1}$

となることがわかる。従って $1_{m+1,n}=0,$ $I_{m,n}\neq 0$ を示せばよい。
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まず $I_{m+1,n}=0$ を示す。そのために

$f(x)=x^{n+m-1}(x-1)^{m+1}$

を考える。ライプニッツの公式から

$f^{(m)}(x)=(x^{n+m-1})^{(m)}(x-1)^{m+1}+(\begin{array}{l}m1\end{array})(x^{n+m-1})^{(m-1)}((x-1)^{m+1})^{(1)}$

$+\cdots+x^{n+m-1}((x-1)^{m+1})^{(m)}$

となるが

$((x-1)^{m+1})^{(m)}=(m+1)m\cdots 2(x-1)$

なので $f^{(m)}(1)=0$ がわかる。一方 $\backslash$ 2項展開して

$f(x)=x^{n+2m}-(\begin{array}{ll}?n +1 1\end{array})x^{71+2m-1}+\cdots+(-1)^{m+1}x^{71+m-1}$

を $m$ 回微分することにより

$f^{(m)}(1)=(n+2m)(n+2m-1)\cdots(n+??t+1)$

$-(\begin{array}{l}m+11\end{array})(n+2m-1)(n+2m-2)\cdots(n+m)$

$+\cdots+(-1)^{m+1}(n+n\iota-1)(n+m-2)\cdots n$

となる。 分母をはらうと

$I_{m+1,n}(\phi(n)+a)=(n+2m)(n+2m-1)\cdots(n+m+1)+a$

$-(\begin{array}{ll}m +1 1\end{array})\{(n+2m-1)(n+2m-2)\cdots(n+m)+a\}$

$+\cdots+(-1)^{m+1}\{(n+m-1)(n+m-2)\cdots n+a\}$

$=f^{(m)}(1)+a(1-1)^{m+1}=0$

が得られる。よって $I_{m+1,n}=0$ である。
次に $I_{m,n}\neq 0$ を示す。そのために $g(x)=x^{n+m-1}(x-1)^{m}$ を考え

る。 ライプニッツの公式から

$g^{(m)}(x)=(x^{n+m-1})^{(m)}(x-1)^{m}+(\begin{array}{l}m1\end{array})(x^{7l+m-1})^{(m-1)}((x-1)^{m})^{(1)}$

$+\cdots+x^{n+m-1}((x-1)^{rn})^{(m)}$

となるが
$((x-1)^{m})^{(m)}=\uparrow??!$

なので $g^{(m)}(1)=m!$ がわかる。一方、 2項展開して

$g(x)=x^{n+2m-1}-(\begin{array}{l}m1\end{array})x^{n+2m-2}+\cdots+(-1)^{m}x^{n+m-1}$
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を $7n$ 回微分することにより

$g^{(m)}(1)=(n+2m-1)(n+2m-2)\cdots(n+m)$

$-(\begin{array}{l}m1\end{array})(n+2m-2)(n+2_{7}n-3)\cdots(n+m-1)$

$+\cdots+(-1)^{m}(n+m-1)(n+m-2)\cdots n$

となる。分母をはらうと

$I_{m,r(},(\phi(n)+a)=(n+2m-1)(n+2m-2)\cdots(n+m)+a$

$-(\begin{array}{l}m1\end{array})\{(n+2m-2)(n+2m-3)\cdots(n+m-1)+a\}$

$+\cdots+(-1)^{m}\{(n+m-1)(n+m-2)\cdots n+a\}$

$=g^{(m)}(1)+a(1-1)^{m}=\prime n!\neq\circ$

が得られる。 よって $I_{m,n}\neq 0$ である。

[注意]
$P^{2}(\mathbb{N})$ 上の unilateral shit としたら、 この例は可逆でない $(m+1)-$

isometry であるが $m$-isometry にならない例である。更に $a=0$ とお
くと

$w_{n}= \sqrt{}\frac{(n+1)(n+.2)\cdots(n+7\mathcal{T}b)+0}{n(n+1)\cdot\cdot(n+m-1)+0}=\sqrt{\frac{n+m}{n}}$

となる。 これは Athavalc による反例 2である。
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