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1 はじめに

本稿では，頂点作用素超代数の加群のテンソル積であるフユージョン積とよばれるもの
を，シンプレクティックフェルミオンから定まる頂点作用素超代数の直既約射影加群に
対して決定します．本稿では，もっとも簡単な 2次元のシンプレクティックベクトル空
間に付随する場合を扱います．$d>1$ の場合にも同様に計算ができます．
講演では実際にフユージョン積を計算するために対数的交絡作用素の空間を決定し，

それに基づいた計算を紹介しましたが，その後の研究 ([2, 3]) でもう少し簡単な semi-
intertwining operator を経由するほうがよいことがわかったので，本稿ではそちらを採
用します．
フユージョン積の一般論はWood-Tsuchiya, Miyamoto, Huang-Lepowsky-Zhang ら

により考察されていますが，今現在加群の圏がモノイダルになるかどうかなどの基本的
な問題が残されています．一方シンプレクティックフェルミオンに関連するの表現の圏
のテンソル積の構造は，[12] によって頂点作用素代数を用いることなく調べられていま
す．そこでは，表現の圏が braided monoidal になることが示されています．Runkel の
結果を頂点作用素代数の言葉で理解することは今後の課題です．

2 頂点作用素超代数

まずは頂点作用素超代数とその加群について述べます．頂点作用素 (超) 代数の詳しい性
質に関しては，[7,8,13] を参照してください．以下ではベクトル空間およびテンソル積
$\otimes$ はすべて複素数体 $\mathbb{C}$ 上で考えます．また，スーパーベクトル空間 $V=V^{0}\oplus V^{1},$ $W=$
$W^{0}\oplus W^{1}$ に対して，$Hom_{\mathbb{C}}^{i}(V, W)=\{f\in Hom_{\mathbb{C}}(V, W)|f(V^{j})\subset W^{i+j}(i=0,1)\}(i=$

$0,1)$ とします．このとき，$Hom_{\mathbb{C}}(V, W)=Hom_{\mathbb{C}}^{0}(V, W)\oplus Hom_{\mathbb{C}}^{1}(V,W)$ です．
頂点作用素超代数とは $\mathbb{Z}_{2}$-graded なベクトル空間 $V=V^{0}\oplus V^{1}$ と線形写像

$Y:V arrow End_{\mathbb{C}}(V)[[z, z^{-1}]], a\mapsto Y(a, z)=\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{n}z^{-n-1}$ (2.1)

および，それぞれ真空ベクトル，Virasoro 元とよばれるベクトル 1, $\omega\in V^{0}$ の組で以下
の条件をみたすものである:

(1) 任意の $a\in V^{k},$ $b\in V^{\ell}$ に対して $a_{n}b\in V^{k+\ell}$であり，十分大きな $n$ に対して $a_{n}b=0.$
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(2) 任意の $a\in V^{k},$ $b\in V^{\ell}$および整数 $p,q,$ $r$ に対して

$\sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}qi\end{array})(a_{p+i}b)_{q+r-i}=\sum_{i=0}^{\infty}(-1)^{i}(\begin{array}{l}pi\end{array})(a_{p+q-i}b_{r+i}-(-1)^{p+k\ell}b_{p+r-i}a_{q+i})$ (2.2)

が $End_{\mathbb{C}}(V)$ で成り立つ．

(3)

$1_{m}a=\delta_{m,-1}a,$ $a_{m}1=\{\begin{array}{l}a, m=-1,0, m\geq 0.\end{array}$ (2.3)

(4) $Y( \omega, z)=\sum_{n\in \mathbb{Z}}L_{n}z^{-n-2}$ とすると，$[L_{m}, L_{n}]=(m-n)L_{m+n}+ \frac{m^{3}-m}{12}\delta_{m+n,0^{\mathcal{C}}}$ が成
り立つ．ここで C は複素数で，中心電荷と呼ばれます．

(5) 任意の $a\in V$ と整数 $n$ に対して，$(L_{-1}a)_{n}=-na_{n-1}.$

(6) $V=\oplus_{n\in\frac{1}{2}\mathbb{Z}\geq 0}V_{n}$ . ここで瑞は $L_{0}$ の固有値 $n$ の有限次元の固有空間．

$a\in$ 琉のとき，$|a|=n$ とします．また，$a\in V^{i}$ のとき，$p(a)=i$ とします．このとき，
$1\in V_{0},$ $\omega\in V_{2}$ で，$a_{n}b\in V_{|a|+|b|-1-n}$ となっていて

$V^{i}= \bigoplus_{n\in\frac{1}{2}\mathbb{Z}_{\geq 0}}$

琉口 $V^{i}$ (2.4)

が成り立ちます．
頂点作用素超代数 $V$ 上で $\theta_{V}(a^{0}+a^{1})=a-a^{1}(a^{i}\in V^{i})$で定義される写像は自己同

型，つまり $\theta_{V}(a_{n}b)=\theta_{V}(a)_{n}\theta_{V}(b),$ $\theta_{V}(1)=1,$ $\theta_{V}(\omega)=\omega$ をみたします．一般に頂点作
用素超代数 $V$ の自己同型 $g$ とは上の条件に加えて，$[g, \theta_{V}]=0$ をみたすもののことを
言います．
次に，[5] によって導入された挨じれ加群について説明します．頂点作用素超代数 $V$

の位数 $T$ の自己同型を $g$ とします．このとき，$V$ は $g$ の固有値 $e^{-2\pi\sqrt{-1}r/T}$ の固有空間
$V^{(r;g)}$ の直和に分解します．$[g, \theta_{V}]=0$から，$V^{(r;g)}$ は $V$ の graded な部分空間です．この
とき，$g$-振じれ $V$-弱加群 $M$ とは，$\mathbb{Z}_{2}$-graded ベクトル空間 $M=M^{0}\oplus M^{1}$ と線形写像

$Y:V arrow End_{\mathbb{C}}(M)[[z^{1/T}, z^{-1/T}]], a\mapsto Y(a, z)=\sum_{n\in\frac{1}{T}\mathbb{Z}}a_{n}z^{-n-1}$
(2.5)

であって以下の条件をみたすものです．

(1) 任意の $a\in V$ と $u\in M$ に対して，$n$ が十分大きいとき $a_{n}u=0.$

(2) $a\in V^{(r;g)}(0\leq r\leq T-1)$ かつ $n \not\in\frac{r}{T}+\mathbb{Z}$ ならば $a_{n}=0.$

(3) $a\in V^{k},$ $u\in V^{\ell}$ に対して，$a_{n}u\in M^{k+\ell}.$
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(4) 任意の $a\in V^{(s;g)}\cap V^{k},$ $b\in V^{(t;g)}\cap V^{\ell}$ と整数 $P$ および $q \in\frac{s}{T}+\mathbb{Z},$ $r \in\frac{t}{T}+\mathbb{Z}$ に対
して (2.2) が成り立つ．

(5) 任意の $n \in\frac{1}{T}\mathbb{Z}$ に対して $1_{n}=\delta_{n,-1}id_{M}$ が成り立つ．

$\omega\in V^{(0;g)}\cap V^{0}$ より，$Y( \omega, z)=\sum_{n\in \mathbb{Z}}L_{n}z^{-n-2}$ とでき，これが $M$上の中心電荷 $c(V$

と同じ) の Virasoro 代数の表現を与えること，および $Y(L_{-1}a, z)= \frac{d}{dz}Y(a, z)$ が成り立
つことが知られています ([5]).
弱加群においては，頂点作用素超代数のように，$V$ の $L_{0}$ による固有空間分解を仮定

しませんが，$V$ が $C_{2}$ 有限性と呼ばれる性質を持つ場合には，任意の有限生成弱加群は
$L_{0}$ の広義固有空間に分解されることが知られています ([10]). このような加群を対数的
加群とよびます．$\mathcal{L}M_{g}(V)$ で $g$ に付随する対数的振じれ $V$-加群の圏で，射は $\mathbb{Z}_{2}$-grading
を保つ準同型 $Hom_{V}^{0}(M, N)$ であるものとします．

3 交絡作用素

この節では頂点作用素超代数の振じれ加群の間の交絡作用素 (intertwining operator) と
フユージョン積と呼ばれる加群の間のテンソル積について述べます．交絡作用素は加
群の間の頂点作用素のようなもので，$z$ に関するべき級数として表示されます．交絡作
用素に関する詳しい解説は，[6] および [13] を参照してください．
このような作用素の空間は，$\mathbb{P}^{1}$ 上の三点共形ブロックの空間と呼ばれる共形場理論

に現れる重要な空間と同型となることが知られています ([4,14]). 対数的加群も含め
たフユージョン積の理論では，これに対数項を追加した対数的交絡作用素というもの
を基礎にして考える ([9,11]) ことが多いのですが，ここでは，[2,3] において導入した，
semi-intertwining operator とよばれる作用素と微分に関するべき零性を用いて定式化
します．

$V$ を頂点作用素超代数，$g_{1},$ $g_{2},$ $g_{3}$ を互いに可換な $V$ の自己同型で，$g_{i}^{T}=1$ をみたす
ものとします．このとき，$V$ の $g_{1},$ $g_{2},$ $g_{3}$ に関する同時固有空間分解を

$V= \bigoplus_{0\leq i_{1},i_{2},i_{3}\leq T-1}V_{(i_{1},i_{2},i_{3})}=\bigoplus_{0\leq i_{1},i_{2},i_{3}\leq T-1}V_{(i_{1},i_{2})}$
(3.1)

ここで，$V_{(i_{1},i_{2},i_{3})}=V^{(i_{1_{\rangle}}\cdot g_{1})}\cap V^{(i_{2};g2)}\capV^{(i_{3};g_{3})},$ $V_{(i_{1},i_{2})}=V^{(i_{1};g_{1})}\cap V^{(i_{2};g_{2})}$ です．
これらの自己同型に関する挨じれ加群を $(M^{i}, Y^{g_{i}})$ とし，$-\in V_{i_{1},i_{2},i_{3})}$ について

$Y^{9k}(a, z)=p \in^{i}\sim k+\mathbb{Z}\sum_{T}a_{p}^{g_{k}}z^{-p-1}$

(3.2)

としておきます．このとき，$(\begin{array}{l}M^{3}M^{2}M^{1}\end{array})$ 型の semi-intertwining operator とは，

$\mathcal{Y}$ : $M^{1}arrow Hom_{\mathbb{C}}(M^{2}, M^{3})\{z\},$
$u^{1} \mapsto \mathcal{Y}(u^{1}, z)=\sum_{r\in \mathbb{C}}u_{r}^{1}z^{-r-1}$

(3.3)

であって，以下の条件をみたすものです．
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(1) 任意の $u\in M^{1}$ と $v\in M^{2}$ に対して，$r$ の実数部分が十分大きいとき，$u_{r}v=0.$

(2) $u\in(M^{1})^{i},$ $v\in(M^{2})^{j}$ のとき，$u_{r}v\in(M^{3})^{i+j}.$

(3) $a\in V^{i},$ $u\in(M^{1})^{j},$ $p,$ $q \in\frac{1}{T}\mathbb{Z},$ $r\in \mathbb{C}$ に対して，

$\sum_{k=0}^{\infty}(\begin{array}{l}qk\end{array})(a_{p+k}^{g_{1}}u)_{r+q-k}v$

$= \sum_{k=0}^{\infty}(\begin{array}{l}pk\end{array})(-1)^{k}(a_{p+q-k}^{93}u_{r+k}-(-1)^{ij}e^{p\pi\sqrt{-1}}u_{p+r-k}a_{q+k}^{g_{2}}v)$ (3.4)

このような作用素の集合はベクトル空間となっていて，これを $I_{V}(\begin{array}{l}M^{3}M^{2}M^{1}\end{array})$ と書きます．

ベクトル空間 $I_{V}(\begin{array}{l}M^{3}M^{l}M^{2}\end{array})$ には，$A_{i}=End_{V}^{0}(M^{i})$ , つまり，次数を保つ $V$ 準同型の環

が作用します．実際，$\mathcal{Y}\in I_{V}(\begin{array}{l}M^{3}M^{2}M^{1}\end{array})$ とすると，

$\mathcal{Y}_{\alpha 1,\alpha 2}^{\alpha_{3}}(u, z)v=\alpha_{3}(\mathcal{Y}(\alpha_{1}(u), z)\alpha_{2}(v))$ (3.5)

により，$I_{V}(\begin{array}{l}M^{3}M^{2}M^{1}\end{array})$ は $A_{1}^{op}\otimes A_{2}^{op}\otimes A_{3}$-加群となります．ここで $A^{op}$ は $A$ の反転環です．
$\mathcal{Y}\in I_{V}(\begin{array}{l}M^{3}M^{1}M^{2}\end{array})$ に対して，

$(t \mathcal{Y})(u, z)=z\mathcal{Y}(u, z) , (D\mathcal{Y})(u, z)=\frac{d}{dz}\mathcal{Y}(u, z)-\mathcal{Y}(L_{-1}u, z)$ (3.6)

と定めると，$t\mathcal{Y}$ および $D\mathcal{Y}$ はともに $(\begin{array}{l}M^{3}M^{2}M^{1}\end{array})$ 型の semi-intertwining operator となり
ます．

Definition 3.1. $\mathcal{Y}\in I_{V}(\begin{array}{l}M^{3}M^{1}M^{2}\end{array})$ が t$D$-べき零であるとは，ある自然数 $K$ が存在して，
$((tD)^{k}\mathcal{Y})=0$ となることをいう．

$I_{V}(\begin{array}{l}M^{3}M^{2}M^{1}\end{array})$ の t$D$-べき零 semi-intertwining operator全体の部分空間を $I_{v}^{nil}(\begin{array}{l}M^{3}M^{2}M^{1}\end{array})$ と
書きます．

$V^{1},$ $V^{2}$ を頂点作用素超代数とします．このとき，$V^{1}\otimes V^{2}$ は自然に頂点作用素超代数
の構造を持ちます．$g_{i}(i=1,2,3)$ を $V^{1}$ の自己同型，$h_{i}(i=1,2,3)$ を $V^{2}$ の自己同型し，
$M^{i}(i=1,2,3)$ を $g_{i}$-twisted 対数的 $V^{1}$-加群，$N^{i}(i=1,2,3)$ を $h_{i}$-twisted 対数的 $V^{2}$-加
群とすると，線形写像

3: $I_{V}^{nil}(\begin{array}{l}M^{3}M^{1}M^{2}\end{array})\otimes I_{V}^{nil}(\begin{array}{l}N^{3}N^{1}N^{2}\end{array})arrow I_{V^{1}\otimes V^{2}}^{nil}(\begin{array}{l}M^{3}\otimes N^{3}M^{1}\otimes N^{1}M^{2}\otimes N^{2}\end{array})$ (3.7)

が

$3(\mathcal{Y}^{1}\otimes \mathcal{Y}^{2})(u^{1}\otimes u^{2}, z)(v^{1}\otimes v^{2})=(-1)^{p(v^{1})p(v^{2})}\mathcal{Y}^{1}(u^{1}, z)v^{1}\otimes \mathcal{Y}^{1}(u^{2}, z)v^{2}$ (3.8)

により定まります．このとき次が成り立ちます．
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Lemma 3.2. $I_{V}^{nil}(\begin{array}{l}M^{3}M^{1}M^{2}\end{array})$ または $I_{V}^{nil}(\begin{array}{l}N^{3}N^{1}N^{2}\end{array})$ が有限次元であれば，7 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま同型．

これらの t$D$-べき零な semi-intertwining operator を用いて，加群の間のフユージョ
ン積を定義します．

Definition 3.3. $V$ を頂点作用素超代数，$g_{1},$ $g_{2},$ $g_{3}$ を互いに可換な $V$ の自己同型とし，
$M^{i}\in \mathcal{L}M_{g_{i}}(V),$ $(i=1,2)$ とする．このとき，$M^{1}$ と $M^{2}$ のフユージョン積 $(M^{1}\otimes M^{2}$

であらわす) とは $X\in \mathcal{L}M_{93}(V)$ および，$(\begin{array}{l}XM^{1}M^{2}\end{array})$ 型の t$D$-べき零な semi-intertwining
operator の組 $(X, \mathcal{Y}_{X})$ であって，次の条件をみたすものである．$W\in \mathcal{L}M_{g_{3}}$ および，

$(\begin{array}{l}WM^{1}M^{2}\end{array})$ 型の t$D$-べき零な semi-intertwining operator $\mathcal{Y}w$ に対して，$\phi\in Hom_{V}^{0}(X, W)$

で $\mathcal{Y}_{W}=\phi\circ \mathcal{Y}_{X}$ をみたすものがただ一つ存在する．

フユージョン積は加群のテンソル積がみたすべき条件を満足していると予想されま
すが，証明はまだ得られていません．
フユージョン積に関しては，以下の性質が重要です．

Proposition 3.4. 記号は上の Definition と同様とする．このとき，$M^{1}\otimes M^{2}$ が存在す
れば，

$Hom_{V}^{0}(M^{1}\otimes M^{2}, W)\cong I_{V}^{nil}(\begin{array}{l}WM^{1}M^{2}\end{array})$ (3.9)

が成り立つ，

また，次が成り立ちます．

Theorem 3.5. $V^{1},$ $V^{2}$ を頂点作用素超代数，$g_{1},$ $g_{2},$ $g_{3}$ を $V^{1}$ の互いに可換な位数有限
の自己同型，$h_{1},$ $h_{2},$ $h_{3}$ を $V^{2}$ の互いに可換な位数有限な自己同型とする．また，$M^{i}\in$

$\mathcal{L}M_{g_{i}}(V^{1})(i=1,2),$ $N^{i}\in \mathcal{L}M_{h_{i}}(V^{2})(i=1,2)$ とし，$M^{1}$ 図 $M^{2}$ および $N^{1}\otimes N^{2}$ が存在
すると仮定する．このとき，

$(M^{1}\otimes N^{1})$ 図 $(M^{2}\otimes N^{2})\cong(M^{1}$ 図 $N^{1})\otimes(M^{2}$ 図 $N^{2})$ (3.10)

である．

4 シンプレクティックフェルミオン
この節では [1] において構成されたシンプレクティックフェルミオン頂点作用素超代数
と，その加群および挨じれ加群について述べます．

$\mathfrak{h}$ を $2d$次元のベクトル空間とし，$\langle,$ $\rangle$ を $\mathfrak{h}$ 上の非退化な歪対称双線形形式とします．
このとき，$\mathfrak{h}$ の基底 $\{e^{i}, f^{i}|1\leq i\leq d\}$ であって，

$\langle e^{i},\dot{d}\rangle=\langle f^{i}, f^{j}\rangle=0, \langle f^{i},\dot{d}\rangle=\delta_{i,j}$ (4.1)

をみたすものがとれます．この $\mathfrak{h}$ を奇部分とするスーパー可換リー超代数のアフィン
化を $\hat{\mathfrak{h}}=\mathfrak{h}\otimes \mathbb{C}[t, t^{-1}]\oplus \mathbb{C}K$ とします．ここで，$\mathfrak{h}\otimes \mathbb{C}[t, t^{-1}]$ は奇部分，$\mathbb{C}K$ は中心で偶
部分です．スーパー交換関係を書き下しておくと，

$[h^{1}\otimes t^{m}, h^{2}\otimes t^{n}]=m\langle h^{1}, h^{2}\rangle\delta_{m+n,0}K, [K, 6]=0$ (4.2)
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となります．
$\mathbb{C}_{+}$ を部分代数 $\mathfrak{h}\otimes \mathbb{C}[t]\oplus \mathbb{C}K$ の 1次元表現で，$K$ が 1で作用するものとします．ま

た，$\mathbb{C}_{+}$ は偶部分のみであるとしておきます．$\mathbb{C}_{+}$ の $\hat{\mathfrak{h}}$ への誘導加群を 3とすれば $\mathcal{F}$ は

ベクトル空間として，$\wedge(\mathfrak{h}\otimes t^{-1}\mathbb{C}[t^{-1}])$ と同型であって，自然に $\mathbb{Z}_{2}$-grading をもちます．
いま，$h\otimes t^{n}$ の作用を妬，$1=1\otimes 1$ とかき，$h(z)= \sum_{n\in \mathbb{Z}}h_{n}z^{-n-1}$ とします．このとき，
3は真空ベクトルを 1, Virasoro元を $\omega=\sum_{i=1}^{d}e_{-1}^{i}f_{-1}^{i}1$ により $C_{2}$ 有限な頂点作用素超
代数となることが知られています ([1]).
次に，$y$の対数的加群について解説します．$M$ を $\wedge(\mathfrak{h})$ の $\mathbb{Z}_{2}$-graded な加群とすると，

$h_{n}u=\delta_{n,0}hu, Ku=u$ (4.3)

とすると，$M$ はり $\otimes \mathbb{C}[t]\oplus \mathbb{C}K$ 加群となり，$\mathcal{V}(M)$ を 6への誘導加群とします．このと
き，$\mathcal{V}(M)$ は $\mathbb{Z}_{2}$-graded なベクトル空間で，$y$-加群となります．さらに，$\mathcal{V}(M)$ はベクト
ル空間として，$\mathcal{F}\otimes M$ と同型です．$M=\wedge(\mathfrak{h})$ のとき，$\hat{\mathcal{F}}=\mathcal{V}(M)$ とします．このとき，
$L_{0}1 \otimes\wedge 1=\sum_{i=1}^{d}1\otimes e^{i}\wedge f^{i}$ となるので，$L_{0}^{d+1}(1\otimes 1)=0$ となり，3は対数的加群である
ことがわかります．

$\mathcal{A}$ を $\mathbb{Z}_{2}$-graded な $\wedge(\mathfrak{h})$-加群の圏とすると，次が成り立ちます．

Theorem 4.1. $\mathcal{V}$ : $\mathcal{A}arrow \mathcal{L}M_{1}(\mathcal{F})$ は圏同値を与える．

これより $\mathcal{F}$の既約加群は 3と，$\mathcal{F}$ の grading を入れ替えた側であり，それぞれの射
影被覆は $\hat{\mathcal{F}}$および側となります．
次に，$\theta:=\theta_{\mathcal{F}}$に付随する挨じれ加群について解説します．$\hat{\mathfrak{h}}_{\theta}=\mathfrak{h}\otimes t^{1/2}\mathbb{C}[t, t^{-1}]\oplus \mathbb{C}K$

とすれば，$\hat{\mathfrak{h}}$ と同様に，$\hat{\mathfrak{h}}_{\theta}$ はスーパーリー代数となります．このとき，$\mathbb{C}1_{t}$ を $\mathfrak{h}_{\theta}\otimes \mathbb{C}[t, t^{-1}]\oplus$

$\mathbb{C}K$ の even な 1次元表現で，$K1_{t}=1$ なるものとすると，」の場合と同様に，誘導表現
硯が定義されます．このベクトル空間には，$\theta$ に付随する振じれ加群の構造が入り，$L_{0}$

による固有空間分解は

亀 $= \bigoplus_{n=0}^{\infty}(\mathcal{F}_{t})_{-\frac{d}{8}+\frac{n}{2}}$ (4.4)

で与えられます．また，以下の圏同値が成り立ちます．

Theorem 4.2. $\mathcal{L}M_{\theta}(\mathcal{F})$ は有限次元スーパーベクトル空間の圏と同値である．

したがって，硯および碑〉が既約振じれ加群の完全代表系となります．

5 交絡作用素の構成

この節では (振じれ)射影加群の間の semi-intertwining operator の空間を決定し，フユー
ジョン積の計算を行います．とくに $d=1$ の場合に次元の決定を行います．ここでは
$d=1$ の場合には，$\mathcal{F}$ を丁と書くことにより区別します．$d>1$ の場合は，$\mathcal{F}=\mathcal{T}^{\otimes d}$ (対
数的加群 $\hat{\mathcal{F}}$や振じれ加群亀についても同様) となっていることから，Lemma 3.2を用
いることで交絡作用素の空間の次元が決定されます．
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5.1 $(\begin{array}{l}\mathcal{F}_{t}\hat{\mathcal{F}}\mathcal{F}_{t}\end{array})$ 型の semi-intertwining operators

まず，次で定義される作用素のベクトル空間概を考えます．

$\phi:\wedge(\mathfrak{h})arrow End_{\mathbb{C}}(\mathcal{T}_{t})\{z\}, u\mapsto\phi(u, z)=\sum_{r\in \mathbb{C}}u_{r}z^{-r-1}$
, (5.1)

であって，$r$ の実部が十分大きいとき，$u_{r}v=0$ かっ

$h_{q}\phi(u, z)=(-1)^{j}\phi(u, z)h_{q}=z^{q}\phi(h\wedge u, z)$ (5.2)

が任意の $u\in\wedge(\mathfrak{h})^{j}$および $h\in \mathfrak{h}$ に対して成り立っ．
窺の even (odd) な作用素の作る部分空間を $\mathcal{L}_{t}^{0}(\mathcal{L}_{t}^{1})$ とします．
$\mathcal{Y}$ を $(\begin{array}{l}\mathcal{T}_{t}\oplus \mathcal{T}_{t}^{\vee}\hat{\mathcal{T}}\mathcal{T}_{t}\end{array})$ とすると，$\Phi(\mathcal{Y})$ を $\mathcal{T}$ の $\wedge(\mathfrak{h})$ と同型な部分空間への制限とします．こ

のとき，次が成り立ちます．

Theorem 5.1. $\Phi$ は同型乃 $(\begin{array}{l}\mathcal{T}_{t}\oplus T_{t}^{\vee}\hat{\mathcal{T}}\mathcal{T}_{t}\end{array})arrow \mathcal{L}_{t}^{0}\oplus \mathcal{L}_{t}^{1}$ を与える．特に，$I_{\mathcal{T}}(\begin{array}{l}\mathcal{T}_{t}\hat{\mathcal{T}}\mathcal{T}_{t}\end{array})\cong \mathcal{L}_{t}^{0}$および

$I_{\mathcal{T}}(_{\hat{\mathcal{T}}\mathcal{T}_{t}}^{\mathcal{T}_{t}^{\vee}})\cong \mathcal{L}_{t}^{1}.$

この同型写像の逆写像 $\Psi$ は明示的に書くことができます ([3]). そこで，まず概の元
であって，この逆写像で送ると t$D$-べき零性をもつ semi-intertwining operator になるよ
うなものを構成します．

まず，$h(z)= \sum_{p\in\frac{1}{2}+\mathbb{Z}}h_{p}z^{-p-1}$ の積分を，

$\int h(z)dz=\sum_{p\in\frac{1}{2}+\mathbb{Z}}\frac{1}{-p}h_{p}z^{-p}$ (5.3)

とし，$\Theta(z)\in$ Endc $(\mathcal{T}_{t})\{z\}$ を

$\Theta(z)=-\circ\circ\int e(z)dz\circ f(z)_{0}^{o}+_{\circ}0\int f(z)dzoe(z)_{0}^{o}$ (5.4)

と定めます．ここで，記号 $0\circ oo$ は

$h_{n1}^{1}h_{n\circ}^{2_{2}\circ}=\{\begin{array}{ll}h_{n1}h_{n_{2}}^{2}, n_{1}<0,-h_{n2}h_{n_{1}}^{2}, n_{1}\geq 0.\end{array}$ (5.5)

により定めます．$\Theta(z)$ は整数べきの級数になるので，$\Theta(z)=\sum_{k\in \mathbb{Z}}\Theta(k)z^{-k-1}$ とすれ
ばその積分は，

$\int\Theta(z)dz=\Theta(0)\log z+\sum_{k\in \mathbb{Z}-\{0\}}\frac{1}{-k}\Theta(k)z^{-k}$ (5.6)
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となります．このとき，$\Theta(k)\in End_{\mathbb{C}}(\mathcal{T}_{t})$ は

$[h_{q}, \Theta(k)]=\frac{-k}{k+q}h_{k+q}$ (5.7)

をみたします．(5.6) には $\log z$ の項があるように見えるのですが，$\Theta(0)$ は $End_{T}(\mathcal{T}_{t})$ の

元でかつ，$\Theta(0)1_{t}=0$ となるので，実際には $\log z$ の項はありません．

次に，$\Gamma\in$ Endc $(\mathcal{T}_{t})$ を $v=h_{-n1}^{1}\cdots h_{-n}^{s},1_{t}$ に対して，

$\Gamma(v)=\sum_{i=1}^{s}\frac{1}{n_{i}}v$ (5.8)

として定めます．これら (5.3), (5.4), (5.8) を用いて，$\phi_{1}^{t}:\wedge(\mathfrak{h})arrow End_{\mathbb{C}}(\mathcal{T}_{t})\{z\}$ を

$\phi_{1}^{t}(1, z)=\Gamma+\int\Theta(z)dz$ , (5.9)

$\phi_{1}^{t}(h, z)=-\int h(z)dz$ , (5.10)

$\phi_{1}^{t}(e\wedge f, z)=id$銑 (5.11)

により定めます．

Theorem 5.2. $\phi_{1}^{t}\in \mathcal{L}_{t}^{0}$ であり，$\Psi(\phi_{1}^{t})\in I_{\mathcal{T}}(\begin{array}{l}y_{t}\hat{T}\mathcal{T}_{t}\end{array})$ は t$D$ -べき零である．

(3.5) に対応するような，概への $\wedge(\mathfrak{h})$ の作用を以下で定義します．

$(u\cdot\phi)(v, z)=\theta^{i}\phi(v\wedge u, z) , u\in\wedge(\mathfrak{h})^{i},v\in\wedge(\mathfrak{h}), \phi\in \mathcal{L}_{t}$ . (5.12)

さらに，$N_{t}=\{\phi\in \mathcal{L}_{t}|\Psi(\phi)$ は t$D$-べき零 $\}$ とすれば，瓦は概の $\wedge(\mathfrak{h})$-部分加群とな
ります．

Theorem 5.3. $\wedge(\mathfrak{h})$ -加群瓦は $\phi_{1}^{t}$ で生成される．特に，$u\cdot\phi_{t}^{1}=\phi_{u}^{t}$ と書くことにする

と，$I_{\mathcal{T}}^{ni\iota}(\begin{array}{l}\mathcal{T}_{t}\hat{\mathcal{T}}\mathcal{T}_{t}\end{array})$ の基底は $\{\Psi(\phi_{1}^{t}), \Psi(\phi_{e\wedge f}^{t})\}$ であり，$I_{\mathcal{T}}^{nil}(_{\hat{\mathcal{T}}y_{t}}^{\mathcal{T}_{t}^{\vee}})$ の基底は $\{\Psi(\phi_{e}^{t}), \Psi(\phi_{f}^{t})\}$ と

なる．

5.2 $(_{\hat{\mathcal{F}}\hat{\mathcal{F}}}\hat{\mathcal{F}})$ 型の semi-intertwining operators
$\mathcal{L}$ を作用素 $\phi:\wedge(\mathfrak{h})arrow$ Endc(丁){z} で，概と同様の条件をみたすものの空間とします．
また，部分空間 $\mathcal{L}^{0}$ および $\mathcal{L}^{1}$ も同様に定義します．このとき，Theorem 5.1と同様の結果
が成り立ちます．そこで，この場合も，$\mathcal{L}$ の元を構成することが第一の目標となります．
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$\phi_{1}:\wedge(\mathfrak{h})arrow End_{\mathbb{C}}(\hat{\mathcal{T}})\{z\}$ を，

$\phi_{1}(e\wedge f, z)=id_{\hat{\mathcal{T}}}$ , (5.13)

$\phi_{1}(h, z)=\hat{c}(h)-\int’h(z)dz$ (5.14)

$\phi_{1}(1, z)=\hat{\tau}+\int’e(z)dzo\hat{c}(v)-\int’f(z)dzo\hat{c}(e)_{0}-0\int’e(z)dz\circ\int’f(z)dz_{o}^{o}$

(5.15)

で定めます．ここで，$h(z)= \sum_{q\in \mathbb{Z}}h_{q}z^{-q-1},$ $\int’h(z)dz=\sum_{q\in \mathbb{Z}-\{0\}}\frac{1}{-q}h_{q}z^{-q}$ で，$c(h)$ およ
び $\tau$ は $\wedge(\mathfrak{h})$ 上の線形変換で，それぞれ $c(h)(1)=0,$ $c(h)(h’)=\langle h,$ $h’\rangle 1,$ $c(h)(e\wedge f)=h$

と，$\tau(1)=1,$ $\tau(h)=h$ および $\tau(e\wedge f)=e\wedge f+1$ で定義されるものです．さらに，
$\hat{c}(h)=\theta\otimes c(h)\in End_{\mathbb{C}}(\hat{\mathcal{T}})$ かつ，$\hat{\tau}=id_{\mathcal{T}}\otimes\tau$ です．

このとき，$\phi_{1}$ の乃 $(_{\hat{\mathcal{T}}\hat{\mathcal{T}}}^{\hat{\mathcal{T}}\oplus\hat{\mathcal{T}}^{\vee}})$ での像は t$D$-べき零牲をもちます．
ここで，$R=\wedge(\mathfrak{h})^{o}\otimes\wedge(\mathfrak{h})^{o}\otimes\wedge(\mathfrak{h})$ とすると，$\mathcal{L}$ は以下の作用により，$R$-加群とな

ります．
$(a\otimes b\otimes c)\phi)(u, z)=(id\otimes c^{R})\circ\theta^{i}\circ\phi(u\wedge a, z)\circ(id\otimes b^{R})$ . (5.16)

ここで，$a^{R}$ は右から $a$ をかける作用です．
このとき，$N$ を t$D$-べき零な semi-intertwining operator に対応する $\mathcal{L}$ の元の空間と

すると以下が成り立ちます．

Theorem 5.4. $N$ は $R$ -加群として $\phi_{1}$ で生成される．また，

$\overline{I}_{\mathcal{T}}^{(nil)}(\begin{array}{l}\hat{\mathcal{T}}\hat{\mathcal{T}}\hat{\mathcal{T}}\end{array})\cong\wedge(\mathfrak{h})^{0}\otimes\wedge(\mathfrak{h})^{0}\oplus\wedge(\mathfrak{h})^{1}\otimes\wedge(\mathfrak{h})^{1}$ , (5.17)

$\overline{I}_{\mathcal{T}}^{(nil)}(\begin{array}{l}\hat{\mathcal{T}}^{\vee}\hat{\mathcal{T}}\hat{\mathcal{T}}\end{array})\cong\wedge(\mathfrak{h})^{0}\otimes\wedge(\mathfrak{h})^{1}\oplus\wedge(\mathfrak{h})^{1}\otimes\wedge(\mathfrak{h})^{0}$. (5.18)

6 射影加群のフユージョン積

前節の結果を用いて直既約射影加群の間のフユージョン積を計算します．対数的 $\mathcal{T}$-加
群の圏は $\wedge(\mathfrak{h})$ の $Z_{2}$-graded な加群の圏と同値だったので，次のことが成り立ちます．

Lemma 6.1. $M\in \mathcal{L}M_{1}(\mathcal{T})$ が射影的であることの必要十分条件は $\dim Hom_{\mathcal{T}}(M,\hat{\mathcal{T}})=$

$4\dim Hom_{7}(M, \mathcal{T})$ である．

$\hat{\mathcal{T}}$の構造から，dim Hom $\mathcal{T}(\hat{\mathcal{T}}, \mathcal{T})=1$ と dim Hom $\mathcal{T}(\hat{\mathcal{T}}, \mathcal{T}^{\vee})=0$ が成り立ちます．した
がって，次のことも成り立ちます．

Proposition 6.2. $M\in \mathcal{L}M_{1}(\mathcal{T})$ が射影的であるとき，$m=\dim Hom_{\mathcal{T}}^{0}(M, \mathcal{T}),$ $n=$
$\dim Hom_{\mathcal{T}}^{0}(M, \mathcal{T}^{\vee})$ とおくと，$M\cong\hat{\mathcal{T}}^{\oplus m}\oplus(\hat{\mathcal{T}}^{\vee})^{\oplus n}$ である．
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これらと，Proposition 3.4, Theorem 5.3および Theorem 5.4を用いることで，以下
の結果を得ます．

Theorem 6.3. (1) $\mathcal{T}_{t}\otimes \mathcal{T}_{t}\cong\hat{\mathcal{T}}.$

(2) 丁 $\otimes$ 丁 $\cong\hat{\mathcal{T}}^{\oplus 2}\oplus(\hat{\mathcal{T}}^{\vee})^{\oplus 2}.$

(3) $\hat{\mathcal{T}}\otimes \mathcal{T}_{t}\cong \mathcal{T}_{t}^{\oplus 2}\oplus(\mathcal{T}_{t}^{\vee})^{\oplus 2}.$

このとき，$\mathcal{L}M_{1}(\mathcal{T})\oplus \mathcal{L}M_{\theta}(\mathcal{T})$ は制限型の量子群一 Uq(sl2) の $q=e^{\pi\sqrt{-1}/2}$ の有限次元
表現の圏とモノイダル圏として同値になっていることが予想されます．$d>1$ の場合に
どのような Hopf代数が現れるかは興味深い問題だと思われます．
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