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概要

数理計画問題においては多くの双対定理が提案されてきた．近年では双対
定理に対する必要十分な制約想定が盛んに研究されるなど新たな発展を遂げ
ている．本論文では [9, 11] において示した Lagrange型双対定理，surrogate双
対定理に対する必要十分な制約想定を紹介し，その有用性について考察する．

1 導入

本論文では，次のような数理計画問題について考える．

Minimize $f(x)$

subject to $g_{i}(x)\leq 0,$ $\forall i\in I.$

ただし，$X$ : 局所凸ハウスドルフ線形位相空間，$I$ : 添字集合，$f,$ $g_{i}:Xarrow[-\infty, \infty]$

である．この問題において，各関数が凸関数であるとき凸計画問題と呼ばれ，多く
の研究者によって研究がなされてきた．さらに，凸計画問題の拡張である準凸計画
問題においては，凸関数に対する劣微分や Fenchel共役関数などがあまり有用な働
きをなさないため，さまざまな新しい共役関数やそれに伴う新しい劣微分等の概念
を用いて双対定理や最適性条件の研究がなされてきた．
近年，双対定理に対する必要十分な制約想定が盛んに研究されている．その中で
も代表的なものが凸計画問題における Lagrange双対定理に対する必要十分な制約
想定である．ベクトル値制約を持つ問題に対しては，Jeyakumar, Dinh, Lee による
closed cone constraint qualification (CCCQ) ([5]), 実数値制約を持つ問題に対して
は，Goberna, Jeyakumar, L\’opez による Farkas Minkowski ($FM$) ([4]) がそれぞれ
示されている．CCCQ と $FM$ は非常に関係の深い概念であり，また様々な研究者に
よって拡張され研究されている．([1,2,3,6,10])
我々は CCCQ, $FM$ に関する研究を参考に，[9] において準凸計画問題に対する La-

grange型双対定理を提案し，その必要十分な制約想定である closed cone constraint
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qualification for quasiconvex programming ( $Q$-CCCQ) について考察した．[9] に
おいては Lagrange型双対定理が凸計画問題に対しても非常に有用な定理であるこ
とも示している．また，[11] において，ベクトル値凸制約をもつ準凸計画問題にお
ける surrogate双対定理に対する必要十分な制約想定である closed cone constraint
qualification for surrogate duality ( $S$-CCCQ) について提案した．[11] においては
surrogate双対定理と Lagrange双対定理の関係，また CCCQ と $S$-CCCQ との関連
についても述べている．それぞれの双対定理がこれまでは双対定理を用いて解く
ことが出来なかった問題にも対応できるようなものとなっており，数理計画問題の
新たな解法を提案するようなものになっている．
本論文では [9, 11] において示した Lagrange型双対定理，surrogate双対定理に対
する必要十分な制約想定を紹介し，その有用性について考察する．

2 準備

本論文を通じて，$X$ は局所凸ハウスドルフ線形位相空間，$x*$ をその双対空間，
$f$ は $X$ から $\overline{\mathbb{R}}=[-\infty$ , oo$]$ への関数とする．$f$ が準凸関数であるとは，任意の $x_{1},$

$x_{2}\in X,$ $\alpha\in(0,1)$ に対して，

$f((1- \alpha)x_{1}+\alpha x_{2})\leq\max\{f(x_{1}), f(x_{2})\}$

が成り立つときをいう．次に，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ と $\overline{\mathbb{R}}$上の二項関係◇に対して関数 $f$ の

レベル集合を次のように定義する:

$L(f, \Diamond, \alpha)=\{x\in X|f(x)\Diamond\alpha\}.$

このとき，$f$ が準凸関数であることと，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ に対して $L(f, \leq, \alpha)$ が凸集合
であることは同値である．また，$f$ が準凹関数であるとは，$-f$ が準凸関数であると
きをいい，関数 $f$ が準アフィン関数であるとは，$f$ が準凸かつ準凹であるときをい
う．重要な事実として，$f$ が下半連続準アフィン関数であることと，$f=k\circ w$ とな
るような $k\in Q$ および $w\in X^{*}$ が存在することが同値であることが知られている．
ここで，$Q=$ { $h$ : $\mathbb{R}arrow\overline{\mathbb{R}}$ ; 下半連続非減少} である．この事実は，準アフィン関数
とはある種の単調性を持った関数である，ということを示している．次に，準凸関
数に関する次の定理を紹介する．

定理 1. [7] $f$ が下半連続準凸関数であることと，$f= \sup_{i\in I}k_{i}\circ w_{i}$ となるような添
字集合 $I,$ $\{k_{i}\}_{i\in I}\subset Q$ および $\{w_{i}\}_{i\in I}\subset X^{*}$ が存在することは同値である．

定理 1は，下半連続準凸関数はある下半連続準アフィン関数の族の上限に等しい
ということを示している．このことは，下半連続凸関数が，アフィン関数の上限に
等しいということと非常に良く対応している．[9] において我々は，この定理を用い
て準凸関数の生成集合を次のように定義した．
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定義 1. [9] $\{(k_{i}, w_{i}) i\in I\}\subset Q\cross x*$ が準凸関数 $f$ の生成集合であるとは
$f= \sup_{i\in I}k_{i}\circ w_{i}$ が成り立つときをいう．

定理 1より，任意の下半連続準凸関数は少なくとも一つの生成集合を持つ．中
でも代表的な例として，$f$ が下半連続真凸関数であるとき，$B_{f}=\{(k_{v}, v)|v\in$

dom$f^{*},$ $k_{v}(t)=t-f^{*}(v),\forall t\in \mathbb{R}\}\subset Q\cross X^{*}$ は $f$ の生成集合である．実際，任意の
$x\in X$ に対して，

$f(x)=f^{**}(x)= \sup\{\langle v, x\rangle-f^{*}(v)|v\in domf^{*}\}=\sup_{v\in domf^{*}}k_{v}(\langle v, x\rangle)$ ,

が成り立つことよりわかる．
次の定理において，Farkas Minkowski が Lagrange双対定理に対する必要十分な
制約想定であることが示されている．

定理 2. [4] $I$ : 添字集合，$\forall i\in I,$ $g_{i}$ : $Xarrow \mathbb{R}$ , 下半連続凸関数，$S=\{x|\forall i\in$

$I,$ $g_{i}(x)\leq 0\}\neq\emptyset$ . このとき，次の二つの条件は同値である:

(i) epi$\delta_{S}^{*}=$ coneco
$\bigcup_{i\in I}$

epi$g_{i}^{*}+\{0\}\cross[0, \infty)$ (Farkas Minkowski),

(ii) $\forall f:Xarrow \mathbb{R}$ , 凸関数，

$\inf_{x\in S}f(x)=\max_{\in}\inf_{\lambda \mathbb{R}_{+}^{(I)x\in X}}\{f(x)+\sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\},$

ただし，$\mathbb{R}_{+}^{(I)}=\{\lambda\in \mathbb{R}^{I}|\forall i\in I,$ $\lambda_{i}\geq 0,$ $\{i\in I|\lambda_{i}\neq 0\}$ : 有限集合 $\}$

3 準凸計画問題に対する双対定理とその必要十分な制
約想定

この章では以下の準凸計画問題について考察する:

Minimize $f(x)$

subject to $g_{i}(x)\leq 0,\forall i\in I.$

ただし，$X$ : 局所凸ハウスドルフ線形位相空間，$I$ : 添字集合，$f,$ $g_{i}:Xarrow[-\infty, \infty],$

準凸関数，$S=\{x|\forall i\in I, g_{i}(x)\leq 0\}\neq\emptyset$ である．

まず Lagrange型双対定理とその必要十分な制約想定について述べる．準凸計画
問題において，Lagramge型双対性が成立するとは次の等式が成立するときをいう:

$\inf_{x\in S}f(x)=\max_{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}}\inf_{x\in X}\{f(x)+\sum_{t\in T}\lambda_{t}(w_{t}(x)-k_{t}^{-1}(0))\},$
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ただし，$G_{i}=\{(k_{j}^{i}, w_{j}^{i})|i\in J_{i}\}\subset Q\cross x*$ : $g_{i}$ の生成集合，$T=\{t=(i,j)|$
$i\in I,j\in J_{i}\}$ である．すなわち Lagrange 型双対定理とは，準凸制約 $g_{i}$ をアフィ
ン制約 $w_{t}-k_{t}^{-1}(0)$ に変換し，その変換したアフィン制約に対する Lagrange双対
定理を考えることと同値である．[9] において我々は，Lagrange型双対定理に対す
る必要十分な制約想定である closed cone constraint qualification for quasiconvex
programming (Q-CCCQ) について考察した．

定理 3. [9] $I$ : 添字集合，$\forall i\in I,$ $g_{i}:Xarrow\overline{\mathbb{R}}$ , 下半連続準凸関数，$G_{i}=\{(k_{j}^{i}, w_{j}^{i})|$

$i\in J_{i}\}\subset Q\cross X^{*}$ : $g_{i}$ の生成集合，$T=\{t=(i,j)|i\in I,j\in J_{i}\},$ $S=\{x|\forall i\in$

$I,$ $g_{i}(x)\leq 0\}\neq\emptyset$ . このとき，次の二つの条件は同値:

(i) $epi\delta_{S}^{*}=$ cone
$co\bigcup_{t\in T}\{(w_{t}, \delta)\in X^{*}\cross \mathbb{R}|k_{t}^{-1}(0)\leq\delta\}$ ( $Q$-CCCQ w.r.t.

$\bigcup_{i\in I}G_{i}$
),

(ii) $\forall f:Xarrow \mathbb{R}$ , 連続凸関数，

$\inf_{x\in S}f(x)=\max_{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}}\inf_{x\in X}\{f(x)+\sum_{t\in T}\lambda_{t}(w_{t}(x)-k_{t}^{-1}(0))\}.$

Q-CCCQ においては生成集合 $G_{i}$ の取り方が非常に重要である．関数 9や集合
$S$ が変化しなくても，$G_{i}$ の取り方により，$Q$-CCCQ が成り立つ場合や成り立たな
い場合が出てくる．特に各 $g_{i}$ が凸関数である場合，$B_{g_{i}}$ を生成集合として取ると
Q-CCCQ と $FM$ は同値になるが，$FM$ が成り立たない場合においても適切な生成
集合をとることにより $Q$-CCCQ が成り立つ場合がある．具体例は後述する．
次に surrogate 双対定理とその必要十分な制約想定について述べる．数理計画

問題において，surrogate双対性が成立するとは次のような等式が成立するときを
いう:

$\inf_{x\in S}f(x)=\lambda\max_{\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}}\inf\{f(x) \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\leq 0\}.$

Surrogate双対定理は準凸計画問題をはじめ，整数計画問題など様々な場面で用い
られる双対定理である．特に Lagrange双対定理との関連が深く，次のような不等
式が一般に成立する: 任意の $\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}$ に対して，

$\inf_{x\in S}f(x)\geq\inf\{f(x) \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\leq 0\}\geq\inf_{x\in X}\{f(x)+\sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\}.$

上記不等式より，Lagrange双対定理が成り立つとき surrogate双対定理も成り立つ
こと，また Lagrange双対定理に対する制約想定は surrogate双対定理の制約想定
となることが分かる．しかし，一般にそれらの逆は成り立たないことが知られてい
る．Lagrange双対定理に対する必要十分な制約想定に関する研究を参考に，我々は
[11] においてベクトル値制約を持つ surrogate双対定理に対する必要十分な制約想
定，closed cone constraint qualification for surrogate duality ( $S$-CCCQ) を示した．
本論文では $S$-CCCQ を実数値制約に置き換えた次の定理の形で紹介する．
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定理 4. [11] $I$ : 添字集合，$\forall i\in I,$ $g_{i}$ : $Xarrow \mathbb{R}$ , 連続凸関数，$S=\{x|\forall i\in I,$ $g_{i}(x)\leq$

$0\}\neq\emptyset$ , このとき，次の二つの条件は同値:

(i)
$epi\delta_{s}^{*}=\bigcup_{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}}$

cl cone epi $( \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i})^{*}$ ( $S$-CCCQ),

(ii) $\forall f:Xarrow\overline{\mathbb{R}}$ , 上半連続準凸関数

$\inf_{x\in S}f(x)=\max_{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(I)}}\inf\{f(x) \sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\leq 0\}.$

上記のとおり Lagrange双対定理に対する制約想定は surrogate双対定理の制約
想定にもなるが，一般に逆は成り立たない．このことは，Lagrange双対定理が適用
できないような問題に対しても surrogate双対定理を適用して問題を解くことが出
来る場合があることを示している．
最後に，$Q$-CCCQ, $S$-CCCQ の有用性を例を用いて示す．

Example 1. $X=\mathbb{R},$ $I=\{1\}$ とし，$g:\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ を次で与える関数とする:

$g(x)=\{\begin{array}{ll}x^{2}-2x+1 if x\geq 1,0 if -1<x<1,x^{2}+2x+1 if x\leq-1.\end{array}$

$g^{*}$ を計算すると次のような関数となる:

$g^{*}(v)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{4}V^{2}+V if V\geq 0,\overline{4}^{V} -- V \end{array}$

12if $V\leq 0.$

このとき，$FM$ は成り立たない．実際，

cone epig* $=\{(v, \alpha)|\alpha>|v|\}\cup\{0\}$

となるからである．よってこのとき，定理 2より，この制約関数 $g$ に対しては La-
grange双対定理が常に使えるとは限らない．すなわち，既存の凸計画問題に関す
る結果を用いるだけでは解くことが難しい問題がありうるということを示唆して
いる．

しかし，その様なときでも準凸計画問題における結果をうまく用いることで双
対定理を用いて問題を解くことが出来る場合がある．実際この例においても適切
な生成集合を用いることにより $Q$-CCCQ が成り立つ．以下，それを示す．$G=$

$\{(k, 1), (k, -1)\}\subset Q\cross \mathbb{R}$ とする．ただし $k$ は以下で定める $\mathbb{R}$ から $\mathbb{R}$への下半連続
単調非減少関数である:

$k(t)=\{\begin{array}{ll}(t-1)^{2} if t\geq 1,0 if t<1.\end{array}$
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このとき明らかに $G$ は $g$ の生成集合であり，$k^{-1}(0)=1$ が成り立つ．よって

coneco$\{(1, \delta)|k^{-1}(0)\leq\delta\}\cup\{(-1, \delta)|k^{-1}(0)\leq\delta\}=\{(v, \alpha)|\alpha\geq|v|\},$

すなわち，$Q$-CCCQ w.r. $t.$ $G$ が成立する．
また，$S$-CCCQ も成立する．実際，

cl cone epig* $=\{(v, \alpha)|\alpha\geq|v|\}.$

が成り立つからである．よって制約 $g$ 上での準凸関数の最小化を考える際には，
Lagrange型双対定理並びに surrogate双対定理を用いて問題を解くことが出来る．
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