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Abstract
孤立特異点を持つ超曲面を定める擬斉次多項式に対し，その擬斉次多項式を主要部とするような半擬斉

次多項式族による $\mu$-constant deformation が与えられたとする。 このとき，Tjurina 数の値およびイデア
ル商の構造に応じて変形パラメータ空間を分割，strat晦 する効率的なアルゴリズムを紹介する。

1 はじめに

擬斉次多項式を主要部とする半擬斉次多項式 $f\in \mathbb{C}[x_{1}, \ldots, x_{n}]$ で定義された超曲面の族で $\mu$-constant な
変形が与えられたとする。 このとき，対応する特異点の請性質はその変形パラメータの値により変化する。
本稿では，Tjurina 数に注目し Tjurina 数の値に応じた変形パラメータ空間の効率的な分割アルゴリズム
を紹介する (Tjurina stratification)。また，特異点の位相的解析的性質を知る際に重要となるイデアル商
のパラメータ付きスタンダード基底計算アルゴリズムも共に紹介する。
これらのアルゴリズムにおいて重要となる鍵は代数的局所コホモロジーである。超曲面を定義する半

擬斉次多項式 $f$ のヤコビイデァル $J=\langle\partial f/\partial x_{1},$ $\ldots,\partial f/\partial x_{n}\rangle$ により annihilate される代数的局所コホ
モロジー類のなす集合 $H_{J}$ はベクトル空間となり，その次元は Milnor 数と等しい。 また，イデアル $T=$

$\langle f,\partial f/\partial x_{1},$
$\ldots,$

$\partial f/\partial x_{\mathfrak{n}}\rangle$ により $a$–hilate される代数的局所コホモロジー類のなす集合 $H_{T}$ もベクトル空

間となり，その次元は Tjurina数と等しい。
代数的局所コホモロジー類のなすベクトル空間 $H$」と $H_{T}$ の関係を用いることで，Tjurina 数およびイデ
アル商のスタンダード基底を求める計算法を導出することができる。本稿では，これらの計算法について説
明する。 これらの計算アルゴリズムでは，$H_{J}$ のパラメータ付き代数的局所コホモロジー類の計算を行うこ

とが必要となるが，その方法については既に論文 [6,7,8] において発表してあり，プログラムも計算機代数
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システム Risa/Asir([13]) に実装されている。本稿で与える計算アルゴリズムでは，これら先行研究の成果を
活用している。

本稿で紹介されるアルゴリズムは論文 [3] とはまったく異なる観点から導出されたアルゴリズムであり，
計算効率も既存の方法に比べより効率的であることも明記しておきたい。

2 準備

この章では，準備として Milnor 数と Tjmlna 数，半擬斉次多項式の概念，代数的局所コホモロジーに関す
る基本的事項について簡単に復習する。

2.1 Milnor 数と Tjurina数

$X$ を $\mathbb{C}^{n}$ の原点 $O$ の近傍，$\mathcal{O}_{X}$ を $X$ の正則関数の成す層 (sheaf), $\mathcal{O}_{X_{-},O}$ を $\mathcal{O}_{X}$ の原点における茎 (stalk)
とする。今，$f$ }は $X$ 上の正則関数であり，超曲面 $f(x)=0$ は原点 $O$ を孤立特異点として持つとする。 この

とき

$\mu=$ dimc $(0_{X,O}/ \langle\frac{\partial f}{\partial x_{1}}, \frac{\partial f}{\partial x_{2}}, \ldots, \frac{\partial f}{\partial x_{n}}\rangle)$

を Milnor数といい

$\tau=$ dimc $(0_{X,O}/ \langle f, \frac{\partial f}{\partial x_{1}}, \frac{\partial f}{\partial x_{2}}, \ldots, \frac{\partial f}{\partial x_{n}}\rangle)$

を $T$町 urina数という。 ここで，$\langle h_{1},$

$\ldots,$
$h_{m}\rangle$ は $h_{1},$

$\ldots,$
$h_{m}$ が生成する $\mathcal{O}_{X,O}$ におけるイデアルを表す。

Mflnor数は位相的不変量であり Tjurina数は解析的不変量であることが知られており，一般には，Tjurina
数 $\tau$ は Milnor 数 $\mu$ 以下である $(\mu\geq\tau)$。もし，$f$ が擬斉次多項式であれば Milnor 数と Tjurina 数は等し
い。逆に，正則 (複素解析的) 関数 $f$ が孤立特異点を定めるとしその Milnor 数と Tjurina 数が一致したと
すると，特異点の近傍で定義される正則 (複素解析的) な座標変換であり，新たな座標では，$f$ が擬斉次多項
式で表現されるようなそのような正則座標変換が存在することが知られている ([14])。 このことから，$\mu-\tau$
は与えられた特異点がどの程度擬斉次でないかを測る解析的な不変量と見徹すことが出来る。

次に擬斉次多項式と半擬斉次多項式の定義を述べる。$w=(w_{1}, w_{2}, \ldots,w_{n})\in \mathbb{N}^{n}$ を $n$変数 $x=(x_{1},x_{2},$
$\ldots,$

$x_{n})$ の重みベクトルとし，多重指数 $\alpha=(\alpha_{1}, \alpha_{2}, , ..,\alpha_{n})$ に対して $x^{\alpha}$ は $x_{1}^{\alpha_{1}}x_{2}^{\alpha_{2}}\cdots x_{n}^{\alpha_{n}}$ を意味することと
する。

定義 1 1. 項 $x^{\alpha}\in \mathbb{C}[x]$ に対し，重みベクトル $w$ に関する重み付き次数 $d$ を $d=d_{w}(x^{\alpha}):= \sum_{=1}^{n}w_{i}\alpha_{i}$

により定める。

2. ゼロでない多項式 $f\in \mathbb{C}[x]$ が $(d;w)$ 型の擬斉次多項式であるとは，$f$ のすべての項の重みベクトル
$w$ に関する重み付き次数が $d$ に等しいこととする。

3. $f$ を $\mathbb{C}[x]$ の多項式とする。まず，$\iota xr$偽 $(f)= \min${$d_{w}(x^{\alpha}):x^{\alpha}$は $f$ を構成する項} $(ord_{w}(0):=-1)$

とする。多項式 $f$ が $(d;w)$ 型半擬斉次多項式であるとは，多項式 $f$ が $f=f_{0}+g$ なる形に表せるこ
とをいう。 ただしここで，んは $(d;w)$ 型の擬斉次多項式であり，$g$ は $\sigma rd_{w}(g)>d$ または $g=0$ を
満たすとする。 (本稿では，半擬斉次多項式は擬斉次多項式を含むとした。)

多項式ゐを $f$ の擬斉次部と呼び，$g$ を構成する項を upper monomial と呼ぶ。
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例えば，$f_{0}=x_{1}^{3}+x_{2}^{7}\in \mathbb{C}[x_{1},x_{2}]$ において，重み $w=(7,3)\in N^{2}$ を考えれば，$f_{0}$ は (21; (7, 3)) 型の擬斉次
多項式である。 このときの各項の重み付き次数は 21である。また，$f=x_{1}^{3}+x_{2}^{7}+2x_{1}x_{2}^{6}\in \mathbb{C}[x_{1},x_{2}]$ と重み
$w=(7,3)\in N^{2}$ を考えれば，$f$ はゐ $=x_{1}^{3}+x_{2}^{7}$ を擬斉次部とする (21; (7, 3)) 型の半擬斉次多項式である。

2.2 代数的局所コホモロジー

代数的局所コホモロジーについては論文 [1,5,16,17,19,20] などによって詳しく述べられている。ここ
では，代数的局所コホモロジーに関する基本的事項を簡単に復習するに留める。

$\mathbb{C}^{n}$ の原点 $O$ に台を持つ代数的局所コホモロジー $\mathcal{H}_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ を

$\mathcal{H}_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X}):=_{k}1mE$励$n\mathcal{O}x(\mathcal{O}_{X}/\langle x_{1},x_{2}, \ldots,x_{n}\rangle^{k}, \mathcal{O}_{X})$

で定める。 $\mathcal{H}_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})$ の元は開集合対 $(X, X-\{O\})$ に対する標準的な相対被口が定める相対 $6ech$ コホモ

ロジーの要素として表現できることが知られているので，記号 $\sum c_{\lambda}[\Pi_{x}1\mp\tau]$ を用いて $\mathcal{H}_{[O]}^{n}(O_{X})$ に属す代数
的局所コホモロジー類を表す。このとき，$x^{\kappa}$ と $[_{\overline{x}\mp T}1]$ の積は相対 $6ech$ コホモロジー群の定義より，次で与
えられる

$x^{\kappa}[ \frac{i}{x^{\lambda+1}}]=\{\begin{array}{ll}[\frac{1}{x^{\lambda+1-\kappa}}] \lambda_{1}\geq\kappa_{i},i=1, \ldots,n0 otherwise\end{array}$

ただし，$\kappa=(\kappa_{1}, \ldots, \kappa_{n})\in N^{n},$ $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})\in N^{n},$ $\lambda+1-\kappa=(\lambda_{1}+1-\kappa_{1}, \ldots, \lambda_{n}+1-\kappa_{n})$である。
原点 $0$ に孤立特異点を持つ多項式 $f\in \mathbb{C}[x]$ に対し，そのヤコビイデアル $J=\langle\partial f/\partial x_{1},$ $\ldots,\partial f/\partial x_{n}\rangle$ によっ

て annihilate される代数的局所コホモロジー類のなす集合 $H_{J}$ を

$H_{J}:= \{\psi\in \mathcal{H}_{[0]}^{n}(\mathcal{O}_{X})|\frac{\partial f}{\partial x_{1}}(x)\psi=\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x)\psi=\cdots=\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x)\psi=0\}$

で定める。 また，イデアル $T=\langle f,\partial f/\partial x_{1},$
$\ldots,$

$\partial f/\partial x_{n}\rangle$ によって annihilate される代数的局所コホモロ
ジー類のなす集合 $H_{T}$ を

$H_{T}:= \{\psi\in \mathcal{H}_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})|f(x)\psi=\frac{\partial f}{\partial x_{1}}(x)\psi=\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x)\psi=\cdots=\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x)\psi=0\}$

で定める。 これらは，有限次元ベクトル空間となることが知られており t $\dim_{C}(H_{J})$ はMilnor数，$\dim_{C}(H_{T})$
は Tjurina数と一致する。
論文 [1,5, 16, 17,20] において，」HJ, $H_{T}$ の基底を計算するアルゴリズムが紹介されている。 また，$f$ がパ

ラメータを持つ場合，$H_{J},$ $H_{T}$ の基底を計算するアルゴリズムもすでに論文 [6, 7, 8] において述べられてお

り，著者たちによって計算機代数システム Risa$/Asir$ ([13]) に実装されている。 $f$ が半擬斉次な場合には，半擬
斉次性を利用することで $H_{J}$ を効率的に計算することが可能となる。 この効率的な方法が諭文 [8, 9] に与え
られている。 また，半擬斉次孤立特異点の研究に代数的局所コホモロジーを応用した論文として [10, 11, 12]
等がある。

3 基礎理論

本章では代数的局所コホモロジーを用いて Milnor 数と Tju血 a数の関係を考える。原点に孤立特異点を
持つ多項式を $f\in \mathbb{C}[x]$ とする。今，ベクトル空間 $H$」の各要素を $f$ 倍する次の線型写像を考える。

$f:H_{J}arrow H_{J}$
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このとき，

$Ker(f)=\{\psi\in H_{J}|f\psi=0\}=\{\psi\in \mathcal{H}_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X})|\frac{\partial f}{\partial x_{1}}(x)\psi=\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x)\psi=\cdots=\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x)\psi=0\}$

となる。 したがって，$Ker(f)$ の次元は Tjurina数に他ならないことが直ちにわかる。
写像 $f$ : $H_{j}arrow H_{J}$ の像集合，すなわちペクトル空間 $H$」の各要素を $f$ 倍して得られる代数的局所コホ

モロジー類からなる集合を
$f(H_{J}):=\{f\psi|\psi\in H_{J}\}$

で表すこととする。

以上のことをまとめると次の命題と系を得ることができる。

命題 2([18]). 次は完全列である。

$0arrow H_{T}arrow H_{J}arrow f(H_{J})arrow 0$

系 3. 命題 2より

dimc $(f(H_{J}))=dim_{\mathbb{C}}(H_{J})-\dim_{\mathbb{C}}(H_{T})=\mu-\tau$

となる。 したがって，$\tau=\mu-d_{\dot{A}}(f(H_{J}))$ となる。

命題 4([18]). $Ann_{\mathcal{O}_{X}}$

,。$(f_{t}(H_{J}))=\{h\in 0_{x,0}|hf\in J\}$ , ただし $J=\langle\partial f/\partial x_{1},$
$\ldots,$

$\partial f/\partial x_{n}\rangle\subset 0_{x,0}$ で

ある。

このことより，定義多項式 $f$ にパラメータが含まれている場合，対応するパラメータ付き代数的局所コホモ
ロジーの基底を計算し，さらに $f(H_{J})$ の構造がパラメータにどの様に依存するかを計算することで，Tjurina
数やイデアル商のパラメータ依存の仕方が求められることがわかる。

4 計算アルゴリズム

本章では，孤立特異点を持つ半擬斉次な多項式がパラメータを含み，かつ $\mu-\infty$nstant なものが与えられた
とき，Tjurina数の値に応じてパラメータ空間を分割し strati且 cation を求める効率的なアルゴリズムを紹介
する。 また，定義多項式の擬斉次部にパラメータを 「含まない場合」 と「含む場合」 とでは計算処理が異な
るため，それぞれ分けて計算アルゴリズムを紹介する。
ここでは各パラメータは $\mathbb{C}$ 上を動くものとする。孤立特異点を定義する多項式がパラメータを持つため，

一般にパラメータの値を連続的に変化させても特異点の諸性質が不連続に変化するような現象 (bifurcation$\rangle$

が生じうる。 Tjurina 数やイデアル商の構造が不連続に変化する仕方を求め記述する為に，パラメータの
条件を記述する方法と，パラメータの条件に対する演算が必要となる。本稿では，パラメータの条件を記述
する方法として代数多様体とそれらの差集合を用いる。多項式 $h_{1},$

$\ldots,$
$h_{m}\in \mathbb{C}[t]=\mathbb{C}[t_{1}, \ldots,t_{l}]$ に対し，

これらの共通零点集合を $\mathbb{V}(h_{1}, \ldots, h_{m})=\{t\in \mathbb{C}^{l}|h_{1}(t)=\cdots=h_{m}(t)=0\}$ で表わす。イデアルの組
$I_{1},$ $J_{1}\subset \mathbb{C}[t_{1},t_{2}, \ldots, t_{l}]$ が定める差集合 $V(I_{1})\backslash \mathbb{V}(J_{1})$ 等を用いてパラメータの条件を表すことにする。 この

ような差集合を stratum と呼ぶことにする。パラメータ付き系を扱う計算を実行する為に，イデアルの組
$I_{1},$ $J_{1}$ が定める strutum とイデアルの組 $I_{2}$ , $J_{2}$ が定める stmtum- の引き算 $(\mathbb{V}(I_{1})\backslash \mathbb{V}(J_{1}))\backslash (V(I_{2})\backslash V(J_{2}))$,
和集合 $(\mathbb{V}(I_{1})\backslash \mathbb{V}(J_{1}))\cup(\mathbb{V}\langle I_{2})\backslash V(J_{2}))$ , 積集合 $(\mathbb{V}(I_{1})\backslash \mathbb{V}(J_{1}))\cap(\mathbb{V}(I_{2})\backslash\mathbb{V}(J_{2}))$等の stratum と stratum
同士の演算が必要となる。また，stratum が空集合かどうか $(\mathbb{V}(I_{1})\backslash \mathbb{V}(J_{1})=\emptyset or\neq\emptyset)$ を判定する必要が
ある。 これらの計算アルゴリズムについては論文 [2, 15] で詳しく紹介されているのでここでは説明を省略
する。
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4.1 擬斉次部にパラメータ無し

$\mu$-constant な半擬斉次多項式を $f_{t}:=f_{0}+g_{t}$ と表す。ただし，$f_{0}$ は擬斉次部を表し $g_{t}$ は upper monomial
からなる多項式であり $g_{t}$ の係数はパラメータ $t=(t_{1}, \ldots,t_{l})$ を含むとする。 このとき，$f_{\ell}$ の取り得る各
Tjurina 数に対応する部分パラメータ空間 (Tjurina stratification) を求めるアルゴリズムを紹介すると共

に，数学的に重要な $Am_{\mathcal{O}x.0}(f_{t}(H_{J}))$ のスタンダード基底を効率的に計算するアルゴリズムも紹介する。
次のアルゴリズムでは，ステップ 1, 2, 3, 4が Tjurina strati五 cation のアルゴリズムを表し，ステップ 1,

2, 3, 5が $Ann_{Ox,0}(f_{t}(H_{J}))$ のスタンダード基底計算アルゴリズムを表す。 ここではステップ 1, 2, 3が同
じ操作のため 1つのアルゴリズムで書くようにした。

アルゴリズム 1

入力:ft:半擬斉次多項式

出力:Tj�石 a stratffioetion, Tjurina 数，$Amo_{x}$
.。

$(f_{t}(H_{J}))$ のスタンダード基底

1. 重みベグトルと両立する項順序を用いてベクトル空間 $H_{J}$ のパラメータ付き代数的局所コホモロ
ジー類の基底を計算する $(J=\langle\partial f_{t}/\partial x_{1}, \ldots, \partial f_{t}/\partial x_{n}\rangle)$

。 (計算法は論文 [8] 参照。 )

2. ステップ 1で求めた代数的局所コホモロジー類の基底の元たちをそれぞれ五倍し $f_{t}(H_{J})$ を作る。

3. パラメータ空間の分割を行いながら掃出し法を適用し，ベクトル空間 $f_{t}(H_{J})$ の一次独立な基底の
構成を行う。

4. ステップ 3で得られたベクトル空間 $f_{t}(H_{J})$ の基底に対して各 stratum ごとに

$\mu$ –(基底を構成する要素の数)

を計算する。 ここで，$\mu$ は Milnor 数を表す。

6. ステップ 3で得られたベクトル空間 $f_{t}(H_{J})$ の基底に対して各 stratum ごとに諭文 [20] のスタン
ダード基底計算法を適用する。 (重みベクトルと両立する項順序を使う)

例 5. 多項式 $f=x^{3}+y^{10}+t_{1}xy^{7}+t_{2}xy^{8}$ を考える。 ここでは $x,$ $y$ が変数で $t=(t_{1},t_{2})$ が $\mathbb{C}^{2}$ を動く変形

パラメータとする。 $f$ は半擬斉次多項式であり擬斉次部は $x^{3}+y^{10}$ であり upper monomial は $xy^{7}$ と $xy^{8}$

である。 この Milnor 数は 18であり，upper monomial の係数 $t_{1},t_{2}$ が Tju曲 a 数にどのように影響を与え
るか知るために，アルゴリズム 1を実行する。 また，$Am_{\mathcal{O}_{X,O}}(fi(H_{J}))$ のスタンダード基底も求める。

1. まず，$f$ に付随し�パラメータ付き代数的局所コホモロジーの基底を求める。論文 [8] に与えた計算方
法でベクトル空間 $H_{J}$ の基底を求め，次を得る。

$\{[\frac{1}{xy}],$ $[ \frac{1}{xy^{2}}]$ $[ \frac{1}{xy^{3}}],$ $[ \frac{1}{xy^{4}}],$ $[ \frac{1}{x^{2}y}],$ $[ \frac{1}{x\psi}].$
$,$

$[ \frac{1}{x^{2}y^{2}}],$ $[ \frac{1}{xy^{\epsilon}}],$ $[ \frac{1}{x^{2}y^{3}}],$ $[ \frac{1}{xy^{7}}],$ $[ \frac{1}{x^{2}y^{4}}],$

$[ \frac{1}{x^{2}y^{5}}],$ $[ \frac{1}{x^{2}y^{0}}],$ $[ \frac{1}{xy^{8}}]-\frac{1}{3}t_{1}[\frac{1}{x^{3}y}],$ $[ \frac{1}{xy^{9}}]-\frac{1}{3}t_{1}[\frac{1}{x^{3}y^{2}}]-\frac{1}{3}t_{2}[\frac{1}{x^{3}y}],$ $[ \frac{1}{x^{2}y^{7}}]-\frac{7}{10}t_{1}[\frac{1}{xy^{10}}]+$

$\frac{7}{30}t_{1}^{2}[\frac{1}{x^{3}y^{3}}]+\frac{7}{30}t_{1}t_{2}[\frac{1}{x^{3}y^{2}}]$ $[ \frac{1}{x^{2}y^{8}}]-\frac{1}{3}t_{1}[\frac{1}{x^{4}y}]-\frac{7}{10}t_{1}[\frac{1}{xy^{11}}]+\frac{7}{30}t_{1}^{2}[\frac{1}{x^{3}y^{4}}]-\frac{4}{5}t_{2}[\frac{1}{xy^{10}}]+$

$\frac{1}{2}t_{1}t_{2}[\frac{1}{x^{3}y^{3}}]+\frac{4}{15}t_{2}^{2}[\frac{1}{x^{3}y^{2}}]$ $[ \frac{1}{x^{2}y^{9}}]-\frac{1}{3}t_{1}[\frac{1}{x^{4}y^{2}}]-\frac{7}{10}t_{1}[\frac{1}{xy^{12}}]+\frac{7}{30}t_{1}^{2}[\frac{1}{x^{3}y^{6}}]-\frac{1}{3}t_{2}[\frac{1}{x^{4}y}]-$

$\frac{4}{5}t_{2}[\frac{1}{xy^{11}}]+\frac{1}{2}t_{1}t_{2}[\frac{\prime 1}{x^{3}y^{4}}]+\frac{4}{15}t^{2}[\frac{1}{x^{3}y^{3}}]\}.$
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2. 次に，ステップ 1で得られた基底を $f$ 倍すると，パラメータ空間 $\mathbb{C}^{2}$ 上では

$\{\frac{1}{30}t_{1}[\frac{1}{xy}], -\frac{1}{30}t_{1}[\frac{1}{xy^{2}}]-\frac{2}{15}t_{2}[\frac{1}{xy}]\}$

となる。

3. ステップ 2で得られた元から，パラメータ空間の分割を行いながら掃出し法を適用しベクトル空間
$f(H_{J})$ の一次独立な基底の構成を行うと次のようになる。

$\mathbb{C}^{2}\backslash V(t_{1})$のとき，$f(H_{J})=$ Span $\{[\frac{1}{xy^{2}}],$ $[ \frac{1}{xy}]\},$

$V(t_{1})\backslash V(t_{2})$のとき，$f(H_{J})=$ Span $\{[\frac{1}{xy}]\},$

$\mathbb{V}(t_{1},t_{2})$のとき，$f(H_{J})=$ SPan $\{0\},$

となる。

4. Milnor 数は $\mu=18$ であることと，ステップ 3の結果より，Tjmlna 数 $\tau$ はパラメータ $t=(t_{1}, t_{2})$ に

より次のように値が変わることが分かる。
$\mathbb{C}^{2}\backslash \mathbb{V}(t_{1})$ のとき，Tjurina 数は $\tau=18-2=16,$
$\mathbb{V}(t_{1})\backslash \mathbb{V}(t_{2})$ のとき，Tjurina 数は $\tau=18-1=17,$
$\mathbb{V}(t_{1},t_{2})$ のとき，Tjmlna 数は $\tau=18-0=18,$

となる。

5. ステップ 3で得られたベクトル空間 $f(H_{J})$ の一次独立な基底に対して，論文 [20] のスタンダード基底
を求める方法を適用すると変数 $(x,y)$ の重みベクトル $w=(10,3)$ にょってなる局所重み付き辞書式項
順序 $(1>x>y)$ に関する $Am_{\mathcal{O}x,0}(f(H_{J}))$ のパラメータ付きスタンダード基底が即座に得られる。

$\mathbb{C}^{2}\backslash \mathbb{V}(t_{1})$のとき，$\{x, y^{2}\},$

$\mathbb{V}$(tl) $\backslash V$(t2)とのとき，$\emptyset\{x, y\},$

$\mathbb{V}(t_{1},t_{2})$ のとき，
となる。

次の例はパラメータが複雑に絡み合った例である。

例 6 多項式 $f=x^{5}+y^{11}+t_{1}xy^{9}+t_{2}x^{2}y^{7}$ を考える。 ここでは $x,$ $y$ が変数で $t=(t_{1}, t_{2})$ が $\mathbb{C}^{2}$ を動く
変形パラメータとする。 $f$ は半擬斉次多項式であり擬斉次部は $x^{6}+y^{11}$ であり upper monomial は $xy^{9}$ と
$x^{2}y^{7}$ である。 この Mflnor 数は 40であり，アルゴリズム 1のステップ 1, 2, 3, 4から upper monomial の
係数 $t=(t_{1}, t_{2})$ により Tjurina $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{T}$ は次のように値が変わることが分かる。

$\mathbb{C}^{2}\backslash \mathbb{V}(t_{1}t_{2}(t_{1}^{2}-4t_{2})(9t_{1}^{2}-22t_{2}))$ のとき，Tjurina数は $\tau=40-6=34,$
$V(t_{1}^{2}-4t_{2})\backslash \mathbb{V}(t_{1},t_{2})$のとき，Tjurina数は $\tau=40-5=35,$
$\mathbb{V}(t_{1})\backslash \mathbb{V}(t_{1},t_{2})$のとき，Tjurina数は $\tau=40-5=35,$
$\mathbb{V}(9t_{1}^{2}-22t_{2})\backslash V(t_{1},t_{2})$ のとき，Tjurma数は $\tau=40-6=34,$
$\mathbb{V}(t_{1})\backslash \mathbb{V}(t_{1},t_{2})$のとき，Tjurina数は $\tau=40-6=34,$
$V(t_{1},t_{2})$のとき，Tjurina 数は $\tau=40-0=40,$

となる。
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4.2 -擬斉次部にパラメータ有り

半擬斉次多項式を $f_{\{\cdot,t\}};=f_{\{\iota,0\}}+g_{t}$ と表す。 ただし，$f_{\{\cdot,0\}}$ は擬斉次部であり係数にパラメータ $s=$

$(8_{1}, \ldots, S_{k})$ を含み，$g_{t}$ は upper monomial からなる多項式であり，係数にパラメータ $t=(t_{1}, \ldots,t_{l})$ を含む
とする。サプセクション 4.1と異なる点は擬斉次部にもパラメータがあることである。 このとき，$f_{\{\cdot,t\}}$ の取
り得る各 Tjurina数に対応する stratum (部分パラメータ空間) を求めるアルゴリズムを紹介する (Tjurina
stratification) と共に，数学的に重要な $Am_{Ox,0}(f_{t}(H_{J}))$ のスタンダード基底を効率的に計算するアルゴリ
ズムも紹介する。 $(ここで，J=\langle\partial f\{\iota,t\}/\partial x_{1}, \ldots,\partial f\{\epsilon,t\}/\partial x_{n}\rangle である。 )$

ここで紹介するアルゴリズムは基本的にはアルゴリズム 1と同じである。 しかしながら，擬斉次部にもパ
ラメータが存在するとパラメータの値によって擬斉次部が原点に孤立特異点を持たない場合が発生する可
能性がある。 このような場合は考察の対象外として計算から除外しなければならない。
さてどのようにして孤立特異点を持たない場合の stratum を検出し除外するか？

特異点集合の次元の判定のために，本稿では，まず，擬斉次部のヤコビイデアルの包括的グレブナー基底
系 ($\infty$mprehensive $Gr6bner$ system)[2, 4, 21] を計算し，次に包括的グレブナー基底系の各断片 (segment)
の次元がゼロ次元かをチェックをするという計算法を用いる。 この処理の後にアルゴリズム 1と同じ操作を
することによって Tjurina stratification と $Am_{\mathcal{O}x.0}(f_{t}(H_{J}))$ のスタンダード基底を得ることができる。

アルゴリズム 2

入力:f{s,t}: $=$ f{8,o} $+$ gt:半擬斉次多項式

出力:Tjurina stratffication, Tju血 la 数，$Am_{\mathcal{O}x.0}(f_{\{\epsilon,t\}}(H_{J}))$のスタンダード基底

0. 擬斉次部のヤコビイデアル $J=\langle\partial f_{\{\iota,0\}}/\partial x_{1},$ $\ldots,\partial f_{\{\epsilon,0\}}/\partial x_{n}\rangle$の包括的グレブナー基底系を計算
しヤコビイデアルの次元が 0次元かどうかチェックする。ゼロ次元でなければ孤立特異点が存在

しないので，その場合の stratum(パラメータの条件) を除外する。

1. 重みベクトルと両立する項順序を用いてベクトル空間 $H_{J}$ のパラメータ付き代数的局所コホモロ
ジー類の基底を計算する。 (計算法は論文 [8] 参照。)

2. ステップ 1で求めた代数的局所コホモロジー類の基底の元たちをそれぞれ $f_{\{\cdot,t\}}$ 倍し $f_{\{\epsilon,t\}}(H_{J})$

を作る。

3. パラメータ空間の分割を行いながら掃出し法を適用し，ベクトル空間 $f_{\{\epsilon,t\}}(H_{J})$ の一次独立な基

底の構成を行う。

4. ステップ 3で得られたベクトル空間 $f_{\{\epsilon,t\}}(H_{J})$ の基底たちに対して各 stratum ごとに

$\mu$ –(基底を構成する要素の数)

を計算する。 ここで，$\mu$ は Milnor 数を表す。

5. ステップ 3で得られたベクトル空間 $f_{\{\epsilon,t\}}(H_{J})$ の基底たちに対して各 stratum ごとに論文 [20] の
スタンダード基底計算法を適用する。 (重みベクトルと両立する項順序を使う)

例 7. 多項式 $f=x^{3}+sx^{2}y^{4}+y^{12}+t_{1y^{13}}+t_{2y^{14}}$ を考える。 ここでは $x,y$ が変数で $(s,t_{1},t_{2})$ は $\mathbb{C}^{3}$ を動

く変形パラメータとする。 $f$ は半擬斉次多項式であり擬斉次部は $x^{3}+sx^{2}y^{4}+y^{12}$, upper monomial は $y^{13}$

と $y^{14}$ である。 この MUnor数は 22である，パラメータ $s,t_{1},t_{2}$ が Tjmlna数にどのように影響を与えるか

知るために，アルゴリズム 2を実行する。 また，$Am_{\mathcal{O}x,0}(f_{t}(H_{J}))$ のスタンダード基底も求める。
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0. $f$の擬斉次部を $f_{\{\epsilon,0\}}=x^{3}+sx^{2}y^{4}+y^{12}$ と置く。まず，$f\{\epsilon,0\}$ のヤコビイデアル $\langle\partial f\{\epsilon,0\}/\partial x,$ $\partial f\{\epsilon,0\}/\partial y\rangle$

の包括的グレブナ基底系 (全次数逆辞書式項順序 $(x>y)$ ) を計算する。 $\langle\partial f\{\epsilon,0\}/\partial x,$ $\theta f\{\epsilon,0\}/\partial y\rangle$ の

包括的グレブナ基底系は次で与えられる。

各 stratum のグレブナー基底をチェックすると，$\mathbb{C}^{3}\backslash V(4s^{4}+27s)$ と $\mathbb{V}(s)\backslash V(4s^{3}+27)$ のとき次元が
$0$ となり，$V(4s^{3}+27)$ のとき次元が 1となる。 したがって，$\mathbb{V}(4s^{3}+27)$ の時は孤立特異点を持たない
ので以下の計算から除外する。

1. 次に $f$ に付随したパラメータ付き代数的局所コホモロジーの基底を求める。 $(\mathbb{V}(4s^{3}+27)$ は除外し
てある。 ) ベクトル空間 $H_{J}$ の基底を論文 [8] のアルゴリズムで求めると次を得る。 サブセクション
4.1とは違い 2つの場合が出力される。
$\mathbb{V}(s)$ のとき，

$\{[\frac{1}{xy}] [\frac{1}{xy^{2}}] [\frac{1}{xy^{3}}] [\frac{1}{xy^{4}}] [\frac{1}{xy^{5}}] [\frac{1}{x^{2}y}], [\frac{1}{xy^{6}}] [\frac{1}{x^{2}y^{2}}][\frac{1}{xy^{7}}] [\frac{1}{x^{2}y_{-}^{3}}] [\frac{1}{xy^{8}}] [\frac{1}{x^{2}y^{4}}]$

$[ \frac{1}{xy^{9}}] [\frac{1}{x^{2}y^{6}}], [\frac{1}{xy^{10}}], [\frac{1}{xy^{11}}], [\frac{1}{x^{2}y^{6}}], [\frac{1}{x^{2}y^{7}}], [\frac{1}{x^{2}y^{8}}], [\frac{1}{x^{2}y^{\mathfrak{g}}}], [\frac{1}{x^{2}y^{10}}] [\frac{1}{x^{2}y^{11}}]\}.$

$\mathbb{C}^{3}\backslash \mathbb{V}(s(4s^{3}+27))$ のとき，
$\{[\frac{1}{xy}], [\frac{1}{xy^{2}}], [\frac{1}{xy^{3}}], [\frac{1}{xy^{4}}], [\frac{1}{xy^{5}}], [\frac{1}{x^{2}y}] [\frac{1}{xy^{6}}] [\frac{1}{x^{2}y^{2}}], [\frac{1}{xy^{7}}] [\frac{1}{x^{2}y^{3}}], [\frac{1}{xy^{8}}], [\frac{1}{xy^{8}}],$

$[ \frac{1}{x^{2}y^{4}}], [\frac{1}{xy^{9}}] [\frac{1}{xy^{10}}], [\frac{1}{xy^{11}}], [\frac{1}{x^{3}y}]-\frac{3}{2s}[\frac{1}{x^{2}y^{6}}], [\frac{1}{x^{3}y^{2}}]-\frac{3}{2s}[\frac{1}{x^{2}y^{6}}], [\frac{1}{x^{3}y^{3}}]-\frac{3}{2s}[\frac{1}{x^{2}y^{7}}],$

$[ \frac{1}{x^{3}y^{4}}]-\frac{3}{2\epsilon}[\frac{1}{x^{2}y^{8}}]-\frac{1}{3}s[\frac{1}{xy^{12}}], [.\frac{1}{x^{4}y}]-\frac{3}{2s}[\frac{1}{x^{3}y^{6}}]+\frac{9}{4s^{2}}[\frac{1}{x^{2}y^{9}}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{xy^{13}}]-\frac{i3}{24}t_{1}[\frac{1}{xy^{12}}],$

$[ \frac{1}{x^{4}y^{2}}]-\frac{3}{2s}[\frac{1}{x^{3}y^{0}}]+\frac{9}{4s^{2}}[\frac{1}{x^{2}y^{10}}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{xy^{14}}]-\frac{13}{24}t_{1}[\frac{1}{xy^{13}}]+(\frac{169}{288}t_{1}^{2}-\frac{7}{12}t_{2})[\frac{1}{xy^{12}}],$

$[ \frac{1}{x^{4}y^{3}}]-\frac{3}{2s}[\frac{1}{x^{3}y^{7}}]+\frac{9}{4s^{2}}[\frac{1}{x^{2}y^{11}}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{xy^{15}}]-\frac{13}{24}t_{1}[\frac{1}{xy^{14}}]+(\frac{169}{288}t_{1}^{2}-\frac{7}{12}t_{2})[\frac{1}{xy^{13}}]-(\frac{2197}{3456}t_{1}^{3}$

$- \frac{91}{72}t_{1}t_{2})[\frac{1}{xy^{12}}]\}.$

2—4. 各 stratum ごとに，得られたパラメータ付き代数的局所コホモロジーの基底を $f$ 倍し，パラメータ空
間の分割を行いながら掃き出し法を適用し，分割により得られた各 stratum ごとの $f(H_{J})$ の一次独

立な基底の構成を行うと，以下の分類が得られる。

ただし，$V(4s^{3}+27)$ の場合は，擬斉次部分が孤立特異点を与えないので除外してある。
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5. 得られたベクトル空間 $f(H_{J})$ の一次独立な基底に対して，論文 [20] のスタンダード基底を求める方

法を適用することで，$(変数 (x,のの重みベクトル w=(4,1)$ に対する局所重み付き辞書式項順序

$(1>x>y)$ に関する) イデアル $Am_{\mathcal{O}_{X,\circ}}(f(H_{J}))$ のパラメータ付きスタンダード基底を次のように

得ることができる。

5 おわりに

本稿では，パラメータを含む半擬斉次多項式の Tjurina数の値に応じてパラメータ空間を分割した strati-
fication を求める効率的なアルゴリズムを紹介した。 このアルゴリズムは $H$」の基底の計算後にその情報を
使って Tjurina数を求める方法である。諭文 [6, 7, 20] の計算法で直接 $H_{T}$ の基底代数的局所コホモロジー

類を計算することは可能である。しかしながら，論文 [8,9] に示されているように半擬斉次多項式の場合，
$H_{J}$ と $H_{T}$ の計算速度には大きな違いがあり $H_{J}$ の代数的局所コホモロジー類の基底を求める方が $H_{T}$ の基

底を求めることよりも容易であり計算効率も良い。 すなわち，$H_{J}$ を介して Tjurina数を求める本稿の方法

は，直接 $H_{T}$ を計算するより効率的である。
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