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1 はじめに

近年のコンピュータにおける計算能力の向上は目覚ましく，今まで非常に計算時間が必要とされると思わ
れてきた計算を，意味ある時間内にできるようになってきている．筆者らの一部は，文献 [2][3] において，
2変数の陰関数描画の忠実な描画手法を提案した．3変数の陰関数については，多数のグレブナー碁底計算
を要するため，計算時間の増大が予想された。
しかし，近年のコンピュータにおける計算能力の向上により，3変数の陰関数の描画を行える環境が整っ

てきた．そこで，本稿では，3変数の陰関数描画について Asir上で試作を行ったので，報告する．

2 2変数の陰関数描画

2変数では，表示できる精度に分割した格子の 1つの Cell 内に $f(x,y)=0$の零点が含まれるかどうかを
指標関数に基づき判定する方法を提案した [2][3].
関数の零点を描画するためには，描画装置が存在する．つまり，関数の零点描画とは，描画装置に依存
していることを認識する必要がある．その装置により描画する画素の単位を $Ce\mathbb{I}$ と呼ぶ．この単位は，装
置の限界性能の必要性はなく，利用者の必要な精度であることからあえて装置解像度ではなく Cell と呼ぶ．
単純に Cell とは何かといえぱ零点描画をする場合の描画最小単位のことである．

定義 1(Cell の定義) 表示領域 $D$ 上の $C_{k}(k=1, \ldots, m)$ が $D$ 上定義された Cell であるとは，

1. $D= \bigcup_{k=1}^{m}\mathcal{C}_{k},$ $\mathcal{C}_{k}^{1}\cap C_{j}^{:}=\phi,$ $k\neq j,$

2. 各 $C_{k}$ の」加 $dn$ 測度はゼロではない，

とする．ここで $\mathcal{C}_{k}^{*}$ は，$C_{k}$ の内点の全体とする．
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2.1 描画関数 (Character)

描画空間の定義の Cellが定まった状態で描画を定める描画関数 (Character) を定義する．

定義 2 (Character の定義) $D$ 上定義されている関数 $f$ の Cell の族 $\{C_{k}\}$ にょる Character $\chi$ とは，

1. $\chi:\{\mathcal{C}_{k}\}arrow\{0,1\}$

2. $\chi(C_{k})=0$ ならば $C_{k}$ の任意の元 $x$ に対し $f(x)\neq 0$

とする．

この描画関数の意味は，関数 $f(x)$ の零点を含む Ce皿に対する値は 1である．つまり描画される．$\chi(C_{k})=1$
の場合は，零点を含む可能性があることである．この可能性の程度を定めることにより描画関数は，様々な
ものが考えられる．さぢに，描画関数全体は，包含関係により束の代数構造を持つ．この束の極大元が存在
しその元が Faithful Character であることが示されている [2].

定義 3 (Faithful Character) $D$ 上定義されている関数 $f$ の Cell $\{C_{k}\}$ による Faithful Character とは，

$\chi(C_{k})=\{\begin{array}{l}0 f(x)\neq 0\forall_{X\in}e_{k}1 f(x)=0\exists_{X\in}c_{k}\end{array}$

ここで Character の値が 1の場合に点 (Cell)$\cdot$ を描画する．
実用のためには Character の概念を弱めた Weak Character と呼ばれるものを考えることは重要である．
条件を弱めるとは，$\chi(C_{k})=0$ であっても解を含む場合がある，とすることである．この弱い Character の
例として Sign Weak Character などがある．
以下，2変数の場合の Character を示す．. Signature Character

定義 4 (Sign Weak Character) $D$ 上の Cell 族 $\{C_{k}\}$ による関数 $f(x_{1}, \ldots,x_{n})=0$ に対する
Sign Weak Character $\sigma$ とは，

1. $\sigma:\{C_{k}\}arrow\{0,1\}$

2. $\sigma(\mathcal{C}_{k})=\{\begin{array}{l}i C_{k} の 2^{n} 個の端点の関数値の符号が異なっている 0 otherwise\end{array}$

. Boundary Character

定義 5 (Boundary Character) $D$ 上の Cell族 $\{C_{k}\}$ による関数 $f(x, y)=0$ に対する Bounda瑠
Character $\beta$ とは，

1. $\beta:\{C_{k}\}arrow\{0,1\}$

2.
$\beta(C_{k})=($

1 $\{(x,y)\in \mathcal{C}_{k}|f(x, y)=0\}$ 寡 $\partial\overline{C}_{k}\neq\phi$

$0$ otherwise

ここで $\partial\overline{C}_{k}$ は Cell $C_{k}$ の閉包の境界をなす集合である．

大雑把にいえば，この Character は零点が Cell の境界上にある場合に 1となる．この Character の実
装としては，関数が 2変数有理係数代数関数であれば，Sturm列を求め Sturm の定理により解の判
定が確実にできることを利用すれば計算できる．
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. Faithful Character
$\chi(C_{k})=1$ ならば $C_{k}$ の任意の元 $x$ に対し，$f(x)=0$

Faithful Character 定義 3の Faith飢 Char ter は，Chamcter の中で最も正しい Characterである．
現在この Character の実現可能な関数は，多変数多項式の場合のみである．

1. $f(x,y)$ を無平方化する．以下この無平方化した関数に関して実行する．

2. Boundary Character を実行する．

3. $\{^{\partial}\partial x\angle,$ $*^{\partial},$ $f(x, y)\}$ の Gr\"obner 基底を求める．

4. Gr\"obner 基底の解の属する Cell を決定する．(miniploy などを利用)

3 3変数陰関数描画

2変数の場合と同様に考えると，必要な精度に分割した格子の 1つのボクセル内に $f(x, y, z)=0$ の零点
が含まれるかどうかを判定することになる．. Signature Character

8個の格子点での $f(x,y, z)$ の符号により判定する．. Boundary Character

格子面上での 2変数の陰関数と考え，2変数の F団 th血 lCharacter を用いる．. Faithful Character

Boundary Character の結果に加え，ボクセル内に埋没する構造を判定する必要がある．構造が，孤
立点や閉曲面であれば，2変数陰関数描画で行ったのと同様に，$\{f(x,y, z)=0,,\partial f/\partial x=0,\partial f/\partial y=$

$0,\partial f/\partial z=0,$ $\}$ を解くことにより，判定できる．実際には，$\{f(x,y, z)=0,\partial f/\partial x=0\}$ を解くこと

で十分である．しかし，ボクセル内に埋没する構造が 3次元空間での閉曲線の場合には，上記の方程
式が 0次元ではなくなるために計算できず，判定不能となる．この問題は，$QE$ や $CAD$ などの高度
なアルゴリズムを用いることにより解決できるが，簡便な方法は知られていない．

4 実装

文献 [1] では，数式処理システム Asir 上のユーザ言語 (以下，Asir 冒語) を用いて試作を行った．$A$血

言語のみの実装では，限られたグラフィックス機能しかないため，計算を終えた後の表示に時間がかかって
いた．また，3次元で表示されているものの認識を助けるための，視点の変更や回転，拡大縮小などの操作
を実現することができない．そこで，本稿では計算部の変更はせ魂 表示部分のみ Open$GL$ を用いた実装

へ変更する．実装は，3変数での Signature Character と Boundary Character について行った．ここでは，
Bomdary Character での実行例を示す．
図 1は，トーラス関数

$16x^{4}+(32y^{2}+32z^{2}-40)x^{2}+16y^{4}+(32z^{2}-40)y^{2}+16z^{4}+24z^{2}+9$

を 128 $x128\cross 128$格子で表示した結果である．
次に図 2は，ハート型関数
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$\circ\cdot,.*\prime t::\dot{j}^{==\cdots\wedge}u$

図 1; Boundary Character を用いたトーラス関数の表示

$(x^{2}+y^{2}+2z^{2}-1)^{3}-x^{2}y^{3}$

を $128\cross 128\cross 128$格子で表示した結果である．
図 3は，球と平面が交わるような 3次元空間上の曲線

$(x^{2}+y^{2}+2*z^{2}-1)^{2}+(x-1/32)^{2}$

を $128\cross 128\cross 128$格子で表示した結果である．
これらの実装により，実用上は問題なく 3変数陰関数の描画を行える．

5 まとめ

3変数陰関数描画 $f(x,y, z)=0$ について検討し，試作を行った．既に報告している Asir のユーザ言語
を用いた 3変数の Signature Character と Boundary Character に変更を加え，より詳細に表示できるよう
Open$GL$ による実装を行った．これにより微細にディスプレイ上に表示でき，実用上は問題ないと思われ
る．この Boundary Character で表示できないのは，ボクセル内に完全に入っている孤立点，閉曲面，閉曲
線といった表示領域に比べ非常に微小な構造である．
今後，なめらかに表示するためのボクセルの表現方法や簡便な方法は未解決でる Faithf Character の

実現方法などの検討が必要である．また，実用に耐える実装を行い公開できるものを作っていきたい．

143



図 2: Boundary Character を用いたハート型関数の表示
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図 3: Boundary Character を用いた 3次元空間上の曲線の表示
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