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1 序

整数もしくは有理数を成分に持つ $n$次正方行列に対し，その固有値に関する一般固有ベ
クトル空間の構造を求める必要が生じたとすると，通常次の 2つの問題を想定できる．

(イ) ジョルダン細胞のサイズとその個数を求める
(D) ジョルダン鎖もしくは一般固有ベクトル空間の基底ベクトルを求める
両者とも基本的な問題であるが，これらの問題を扱う際は行列に対し exact な計算を行
う必要があるため，扱う行列のサイズが大きくなるとそれに伴う計算量の増加が著しい。
そのため，既存の計算法を用いた場合，数式処理を用いて実際に exact な計算を実行でき
る行列のサイズには自ずと限りがある．

さて，論文 [12], [13] 等において，与えられた行列の全ての基本最少消去多項式を同時に
求める計算法を導出した．本稿では，これら基本最少消去多項式を用いることで，一般固
有ベクトル空間に関するこれらの問題を扱うための新たな枠組みを構築することが可能
となることを示す．

2 最少消去多項式と Krylov 巡回部分空間
まず，最小消去多項式の概念について復習することからはじめる．$A$ は，整数を成分に

持つ $n\cross n$ 正方行列であるとする．この時，$n$ 次元ベクトル $p$ に対し，有理数係数の一変
数多項式全体のなす環 $K$囚におけるイデアル．

$Ann_{K[\lambda]}(A,p) :=\{f(\lambda)\in K[\lambda]|f(A)p=0\}$
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の monic な生成元を，行列 $A$ におけるベクトル $p$ の最小消去多項式と呼ぶ．

いま，ベクトル $p$ の最小消去多項式が，既約な多項式 $f(\lambda)\in K$囚であるとする．この
時，$f(x)-f(y)=\psi(X;y)(x-y)$ を満たす多項式 $\psi(x,y)$ を用いて，$v=\psi(A, \lambda I)p$ と置
く．ただし $I$ #ま $n$ 次の単位行列である．いま，$f(\lambda)$ の次数を $d$ とし，$f(\lambda)=0$ の解を，

$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{d}$ とおく．

$(A-\lambda I)(\psi(A, \lambda I)=f(A)-f(\lambda I)$

であることから，$\lambda=\alpha_{i},$ $i=1,2,$ $\ldots,$

$d$ のとき，$v$ は，

$(A-\lambda I)v=0, v\neq 0$

を満たすことが分かる．すなわち，ベクトル $P$ の最少消去多項式 $f(\lambda)$ を用いることで，行
列 $A$ の固有値 $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{d}$ に対する固有ベクトルを容易に構成出来ることになる．

注意
(i) $f(\lambda)=0$ なる各固有値 $\lambda=\alpha_{1},$

$\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{d}$ に対する固有ベクトルは全て同じ表現

$v=\psi(A, \lambda I)p$

を持つ．

(ii) $\psi(A, \lambda I)$ は $\lambda$ について $d-1$ 次の $K$ 係数行列多項式である．

(iii) $f(\lambda)=(\lambda-\alpha_{1})(\lambda-\alpha_{2})\cdots(\lambda-\alpha_{d})$ より次を得る．

$\psi(A, \alpha_{i}I)=(A-\alpha_{1}I)(A-\alpha_{2}I)\cdots(A-\alpha_{i-1})(A-\alpha_{i+1})\cdots(A-\alpha_{d}I)$

即ち，$\psi(A, \alpha_{i}I)$ は $\alpha_{i}$ と共役な $\alpha_{j},j\neq i$ が定める $d-1$ 個の行列 $A-\alpha_{j}I$ の積と一致
する．

(iv) $\psi(A, \lambda I)p$ は，行列多項式とベクトルの積からなる Homer 法を用いて計算できる．

例 1 $f(\lambda)=\lambda^{2}+\lambda+5$ とおく．行列 $A$ を次で定める．

$A=(\begin{array}{llll}0 l 0 0-5-1 0 0-30 0 133 -5-1 \end{array})$

行列 $A$ の特性多項式は，$f(\lambda)^{2}$ に等しい．各基本単位ベクトル $e_{1},$ $e_{2},$ $e_{3},$ $e_{4}$ の最少消去多
項式はすべて，$f(\lambda)$ に等しい．そこで今，ベクトル $e_{1}$ が生成する Krylov 巡回部分空間
$L_{A}(e_{1})=span\{e_{1}, Ae_{1}\}$ を考える．ベクトル e2は $L_{A}(e_{1})$ に属さないことが容易にわか
るので，$e_{2}$ が生成する Krylov 巡回部分空間 $L_{A}(e_{2})$ も同時に考えると，全空間 $V=\mathbb{C}^{4}$ の

直和分解
$V=L_{A}(e_{1})\oplus L_{A}(e_{2})$
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を得る．ベクトル $P$ として $e_{1},e_{2}$ を取ることで，固有ベクトルの表現式

$v=(\begin{array}{l}1000\end{array})\lambda+(\begin{array}{l}1-5-33\end{array}), v=(\begin{array}{l}0100\end{array})\lambda+(\begin{array}{l}1003\end{array})$

を得る．

次に，ベクトル $p$ の最小消去多項式が，既約な多項式 $f(\lambda)\in K[\lambda]$ の 3乗である場合を

考える．先程の場合と同様に，$\psi(x,y)$ を $f(x)-f(y)=\psi(x,y)(x-y)$ を満たす多項式を
用いると次の (i), (ii), (iii) を得る．

(i) $v=\psi(A, \lambda I)^{3}p$ と置く．$\lambda=\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{d}$ の時，

$(A-\lambda I)^{3}v=0, (A-\lambda I)^{2}v\neq 0$

(ii) $v=\psi(A, \lambda I)^{2}F(A)p$ と置く．$\lambda=\alpha_{1},\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{d}$ の時，

$(A-\lambda I)^{2}v=0, (A-\lambda I)p\neq 0$

(iii) $v=\psi(A, \lambda I)F(A)^{2}p$ と置く．$\lambda=\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{d}$ の時，

$(A-\lambda I)v=0, v\neq 0$

ここで，ベクトル $p$ が生成する Krylov 巡回部分空間を $L_{A}(p)$ とおき，さらに

$S_{(3)}=$ span$\{p,Ap, A^{2}p, \ldots, A^{d-i}p\},$

$S_{(2)}=span\{f(A)p, Af(A)p, A^{2}f(A)p, \ldots, A^{d-1}f(A)p\},$

$S_{(1)}=span\{f(A)^{2}p, Af(A)^{2}p, A^{2}f(A)^{2}p, \ldots, A^{d-1}f(A)^{2}p\}$

とおく．これらは何れも $d$ 次元ベクトル空間となる．明らかに

$S_{(2)}=f(A)S_{(3)}, S_{(1)}=f(A)^{2}S_{(3)}$

であり，$L_{A}(p)=S_{(3)}\oplus S_{(2)}\oplus S_{1)}$ なる直和分解を得るが，(i), (ii), (iii) より，この直和分
解は，一般固有ベクトル空間に対する Jordan 鎖に対応することが分かる．また，固有値
$\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{d}$ に対する一般固有ベクトルを構成的に求めることが可能であることが分かる．

例 2 $f(\lambda)=\lambda^{2}+\lambda+5$ とおく．$f(\lambda)^{3}=\lambda^{6}+3\lambda^{5}+18\lambda^{4}+31\lambda^{3}+90\lambda^{2}+75\lambda+125$のコ

ンパニオン行列を $A$ とおく．
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$A=(_{-1}0_{25}0000 -7500001 -9000001-3100001 -1800010 -300100)$

行列 $A$ の特性多項式は，$f(\lambda)^{3}$ である．6個の基本単位ベクトル $e_{1}$ ,e2, $e_{3}$ , $e_{4},e_{5}$ , $e_{6}$ の最少
消去多項式はいずれも $f(\lambda)^{3}$ に等しい．いま，ベクトル $P$ として例えば $p=e_{6}$ をとると
その Krylov 巡回部分空間 $L_{A}(e_{6})$ は全空間 $V=\mathbb{C}^{6}$ と一致する．$S_{(3)}=$ span$\{e_{6}, Ae_{6}\}$ は
$span\{e_{5},e_{6}\}$ と等しいことから，

$s_{(2)}=$ span$\{f(A)e_{5}, f(A)e_{6}\},$ $S_{(1)}=$ span$\{f(A)^{2}e_{5}, f(A)^{2}e_{6}\}$

即ち，

$S_{(2)}=$ span$\{(\begin{array}{l}0011-135\end{array}), (\begin{array}{l}0001-2-7\end{array})\},$ $S_{(1)}=$ span$\{(\begin{array}{l}12-7-338-23\end{array}), \ovalbox{\tt\small REJECT}^{0}-4-191)\}$

を得る．部分ベクトル空間 $S_{(3)},$ $S_{(2)},$ $S_{(1)}$ からそれぞれ，ベクトル $e_{6},$ $f(A)e_{6},$ $f(A)^{2}e_{6}$ を
選び $f(x)-f(y)=\psi(x, y)(x-y)$ なる多項式 $\psi(x, y)=y+(x+1)$ を用いて，

$\psi(A, \lambda I)^{S}e_{6}, \psi(A, \lambda I)^{2}f(A)e_{6}, \psi(A, \lambda I)f(A)^{2}e_{6}$

とおけばこれらは，$f(\lambda)=0$ なる固有値に対する一般固有ベクトルを与えることになる．
ここで，$\psi(A, \lambda I)^{2}$ は変数 $\lambda$ に関し 2次，$\psi(A_{\}}\lambda I)^{3}$ は 3次の行列多項式であるが，$\lambda$ は 2
次方程式 $f(\lambda)=0$ の解とするので，このままでは一般固有ベクトルの表現式として冗長
である．そこで，多項式 $\psi(x, y)^{2}$ を $f(y)$ で割って得られる剰余多項式を $\psi_{(2)}(x, y)$ , 同様
に $\psi(x, y)^{3}$ を $f(y)$ で割ることで得る剰余多項式を $\psi_{(3)}(x, y)$ とおく．計算すると，次を
得る．

$\psi_{(2)}(x, y)=(2x+1)y+x^{2}+2x-4,$ $\psi_{(3)}(x, y)=(3x^{2}+3x-4)y+x^{3}+3x^{2}-12x-9$

これらの多項式を用いて

$\psi_{(3)}(A, \lambda I)e_{6}, \psi(A, \lambda I)_{(}2)f(A)e_{6}, \psi(A, \lambda I)f(A)^{2}e_{6}$

を計算すれば，これらが求める一般固有ベクトルとなる．
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一般に，ベクトル $p$ の最少消去多項式が，既約因子 $f(\lambda)$ の幕，$f(\lambda)^{r}$ と，$f(\lambda)$ と互い

に素な多項式 $g(\lambda)$ の積 $f(\lambda)’g(\lambda)$ であるとする．この時，ベクトル $g(A)p$ が生成する

Krylov 巡回部分空間 $L_{A}(g(A)p)$ に対し，その部分ベクトル空間 $S_{(r)}$ を

$S_{(r)}=$ span$\{g(A)p, Ag(A)p, \ldots, A^{d-1}g(A)p\}$

と定め，さらに
$S_{(r-i)}=f(A)^{i}S_{(r)}, i=1,2, \ldots,r-1$

とおく (ただし，$d$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま，多項式 $f(\lambda)$ の次数 $\deg(f)$ である). このとき，ベクトル空間の列
$S_{(r)},$ $S_{(r-1)},$

$\ldots,$
$S_{(1)}$ は，Krylov 巡回部分空間 $L_{A}(g(A)p)$ の直和分解

$L_{A}(g(A)p)=S_{(r)}\oplus S_{(r-1)}\oplus\cdots\oplus S_{(1)}$

を与える．さらにこのベクトル空間の列は，$f(\lambda)=0$ を満たす固有値に対する，一般固有
ベクトル空間の鎖に対応することが容易にわかる．

3 基本最少消去多項式と一般固有ベクトル空間
整数を成分に持つ $n\cross n$ 正方行列 $A$ に対し，$A$ の特性多項式，最少多項式をそれぞれ

$\chi_{A}(\lambda),$ $\pi_{A}(\lambda)\in K[\lambda]$ で表す．$1\leq j\leq n$ なる各 $i$ に対し，第 $j$成分のみ 1に等しく他の成
分は全て零であるような $n$次元基本単位ベクトルを $e_{j}$ で表す．これら基本単位ベクトル
$e_{j}$ に対する最小消去多項式を $\pi_{A_{\dot{0}}}(\lambda)$ で表し，基本最小消去多項式と呼ぶことにする．
行列 $A$ の特性多項式 $\chi_{A}(\lambda)$ と最少多項式 $\pi_{A}(\lambda)$ の $K$囚における因数分解をそれぞれ

$\chi_{A}(\lambda)=fi(\lambda)^{m1}f_{2}(\lambda)^{m2}\cdots f_{q}(\lambda)^{m_{q}},$

$\pi_{A}(\lambda)=f_{1}(\lambda)^{l_{1}}f_{2}(\lambda)^{1_{2}}\cdots f_{q}(\lambda)^{1_{q}}$

とおく．さらに，基本最少消去多項式 $\pi_{A_{\dot{\theta}}}(\lambda),j\in J$ の因数分解を

$\pi_{A_{\dot{\theta}}}(\lambda)=f_{1}(\lambda)^{r_{j,1}}f_{2}()’\cdots f_{q}(\lambda)^{r}j,q$

とする．ただし，$J=\{1,2, \ldots, n\}$ とおいた．明らかに，

$1 \leq l_{i}\leq m, l_{1}=\max\{r_{j,i}|j\in J\}, i=1,2, \ldots, q$

がなりたつ．

注意
基本最少消去多項式を求める計算法については，[12], [13], 拡張ホーナー法とその並列
化を用いた基本最少消去多項式計算の効率化等については，[7], [8], [14], [15] 等を参照さ
れたい．
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以下，特性多項式，最少多項式，さらに各単位ベクトルに対する基本最少消去多項式
$\pi_{A,j}(\lambda)$ はすべて既知であるとして議論を進める．
いま，$f(\lambda)$ は，特性多項式 $\chi_{A}(\lambda)$ の因子 $fi(\lambda),$ $f_{2}(\lambda),$

$\ldots,$
$f_{q}(\lambda)$ のひとつであるとし，$f(\lambda)$

の $\pi_{A,j}(\lambda)$ における重複度を $r_{j}$ で表す．また，最少消去多項式は次のように表せるとする．

$\pi_{A,j}(\lambda)=f(\lambda)^{r_{j}}(\lambda)g_{j}(\lambda)$

以下，最少多項式 $\pi_{A}(\lambda)$ における $f(\lambda)$ の重複度を $\ell$ で表すことにする $( \ell=\max\{r_{j}|j=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n\}$ を満たす).

さて，多項式 $f(\lambda)$ に対し，集合 $J_{f}$ を

$J_{f}=\{j|r_{j}\geq 1, j\in J\}$

で定める．このとき，$Ker(f(A)^{\ell})=$ span$\{g_{j}(A)e_{j}|j\in J\}$ が成り立つことから，次の命題
が直ちに従う．

命題 行列 $A$ の最少多項式 $\pi_{A}(\lambda)$ における多項式 $f(\lambda)$ の重複度を $l$ とする．このとき，
$Ker(f(A)^{\ell})=$ span$\{g_{j}(A)e_{j}|j\in J_{f}\}$

が成り立つ．

この結果を用いると，最少消去多項式が与える情報を利用することで，一般固有ベクト
ル空間の構造を求める問題の計算量が軽減されることが以下のように分かる．
さて，Jordan 細胞の概念に基づいて一般固有ベクトル空間の構造を求める方法では，通

常，与えられた固有値 $\alpha$ に対し，行列 $A-\alpha I$ の作用に注目して Jordan 鎖の計算を行う
ことが基本である．行列の固有値は一般に，有理数ではないので，この方法をそのまま適
用すると代数拡大した世界で種々の行列．ベクトル計算を行うことになり，計算コストが
非常に高くなる．いま，$f(\lambda)=0$ の解を，$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$

$\ldots,$
$\alpha_{d}$ とおくと

$f(A)=(A-\alpha_{1}I)(A-\alpha_{2}I)\cdots(A-\alpha_{d}I)$

が成り立つ．このことに注目すれば，個々の行列 $A-\alpha_{i}I$ を別々に扱うのでなく，これら
の積，即ち $f(A)$ を考えることで，固有値 $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$

$\ldots,$
$\alpha_{d}$ に対する Jordan 鎖を同時に扱う

ことが可能となることが分かる．そこで，集合 $J_{f}$ を，最少消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda)$ での多項式
$f(\lambda)$ の重複度に応じて，次のように分割する．

$J_{f}=J_{f,1}\cup J_{f,2}\cup\cdots\cup J_{f,\ell},$

ただし，$J_{f,k}=\{j\in J_{f}|r_{j}=k\}$ と定めた．
この分割に応じた span{gj(A)ej $|j\in J_{f,k}$} が直接 Jordan 鎖を与える訳ではないが，こ

れらを rank に関する計算と組み合わせることで，一般固有ベクトル空間の構造を完全に
決定する効率的な計算法を導出することが可能となる．
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以下に，具体例を示す．

例 3 $f(\lambda)=\lambda^{2}+\lambda+5$ とおく．行列 $A$ を次で定める．

$A=( \frac{0}{0,026}5 -1-80111 -2500000 -1000001 -1100001 -200001)$

行列 $A$ の特性多項式は，$f(\lambda)^{3}$ , 最少多項式は，$f(\lambda)^{2}$ である．この場合，簡単な (組み合

わせ論的な) 議論のみで Jordan 細胞のサイズと個数が分かるが，以下，敢えて計算する
ことで，一般固有ベクトル空間の構造を調べてみる．
基本最少消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda),j=1,2,$

$\ldots,$

$6$ はすべて $f(\lambda)^{2}$ に等しい．従って，$J_{f,2}=J=$

$\{1,2, \ldots,6\}$ である．まず，ベクトル $e_{6}$ が生成する Krylov 巡回部分空間 $L_{A}(e_{6})$ の直和分

解 $L_{A}(e_{6})=S_{(2)}\oplus S_{(1)}$ を求める．
$S_{(2)}=span\{e_{6},Ae_{6}\}=$ Span$\{e_{5},e_{6}\}$ より

$S_{(1)}=$ span$\{(\begin{array}{l}0010-55\end{array}), (\begin{array}{l}0001-l-4\end{array})\}$

を得る．ここで，$S_{(2)}\subset Ker(f(A))$ であることに注意する．$J_{f,2}=\{1,2, \ldots, 6\}$ であること

から，$f(A)$ を計算すると次を得る．

$f(A)=(-3120003 -600111-25250005 -15-100051-600111-4-10001)$

行列 $f(A)$ の rank は，2に等しい．この Rank の計算の過程で次の線形従属関係を得る．

$f(A)e_{1}+3f(A)e_{6} = 0$

$f(A)e_{2}-f(A)e_{5} = 0$

$f(A)e_{3}-5f(A)e_{5}+5f(A)e_{6} =0$

$f(A)e_{4}-f(A)e_{5}-4f(A)e_{6} = 0$
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このことは 4つのベクトル，$e_{1}+3e_{6},e_{2}-e_{5},e_{3}-5e_{5}+5e_{6},$ $e_{4}-e_{5}-4e_{6}$ が $Ker(f(A))$

に属すことを意味する．ここで $e_{3}-5e_{5}+5e_{6}$ と $e_{4}-e_{5}-4e_{6}$ は $S_{(1)}$ に属すがベクトル
$e_{1}+3e_{6}$ と $e_{2}-e_{5}$ は共に，$S_{(1)}$ に属さないことが分かる．さらに，ベクトル $p=e_{1}+3e_{6}$

に対する Krylov 巡回部分空間 $L_{A}(p)$ を求めると，

$L_{A}(p)=$ span$\{e_{1}+3e_{6}, e_{2}-e_{5}\}$

となることを確かめられる．
以上，計算により，行列 $A$ の Jordan 細胞の構造を完全に決定することができた．この

方法を使えば，一般固有ベクトル空間の基底ベクトルの構成も容易である．

4 おわりに

本稿では，整数もしくは有理数を成分に持っ $n$ 次正方行列に対し，与えられた固有値に関
する一般固有ベクトル空間の構造を決定するための新たな枠組みを提案した．要となるア
イデアは，各基本単位ベクトルに対する基本最少消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda),$ $j=1,2,$ $\ldots,n$ を利用

することである．提案する計算法の基礎となる「基本最少消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda),$ $j=1,2,$ $\ldots,n$

をすべて求めるアルゴリズム」は，元々は，行列のスペクトル分解行列を効率的に求める
ために考案したものであるが，行列の最少多項式計算にも応用を持つ．また，本稿で述べ
たように，Jordan 細胞のサイズやその個数の決定，一般固有ベクトル空間の基底ベクトル
の構成等にも応用できる．

最後になるが，基本最少消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda),$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ を固有値・固有ベクトルに関

する上記のような一連のアルゴリズムの構成に利用するという着想ば，1931年に出版され
た Krylov の論文を読んだ際に得たものであることをここに記しておきたい．
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