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概要

本論文では球上での実験計画の構成法を考察する．実験計画法とは，実験対象の特徴を
上手く抽出するために，どのような観測値を取れば良いかを与える方法である．特にここ
では実験領域を球に限定し，3次の $\Phi_{p}$ 最適性を持っ回転可能計画を代数的方法及び組合せ
論的方法から構成する．
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1 序

本論文で考察の対象とするのは実験計画の構成法である．実験計画法とは，統計的データ解析
を行なう上で実験対象の特徴を的確に捉えた観測値を得るための方法の一つである．特に本論
文では $n$ 次元実ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上の $n$ 次直交群 $O(\mathbb{R}^{n})$ の作用で不変な領域 $\Omega$ 上での実
験計画に焦点を絞る．これは例えば大変大袈裟だが，地球上を取り巻く二酸化炭素濃度を計り
知りたい場合は 2次元単位球面 $S^{2}=\{x\in \mathbb{R}^{3}|\Vert x\Vert^{2}=1\}$ , 地球内部の温度を計り知りたい場
合は 3次元単位球 $B^{3}=\{x\in \mathbb{R}^{3}|\Vert x\Vert\leq 1\}$ をそれぞれ実験領域と考え，これらを統一的に扱
いたいがためである．

1 〒 167-8585東京都杉並区善福寺 2-6-1東京女子大学現代教養学部数理科学科
$e$-mail: hirao@lab.twcu.ac.jp

数理解析研究所講究録
第 1844巻 2013年 23-38 23



さて，実験対象の特徴を巧く捉えたデータを集めるにはどうすれば良いのだろうか．例えば，
先ほどの例を用い考えてみると地球上の二酸化炭素濃度を知りたいのに，日本だけにおいて観
測値を取ってみても，それは偏った観測値であることは明白であるだろう．そこで問題はどこ
で観測すれば良いかである．直感的にはその観測場所は実験領域上に均等に配置されるのが良
いのではないかと推測されるだろう．後述するが，実はこの観測問題はあるユークリツド空間
上のデザインとして実現される．すなわち，ある多重同心球面上の cubature公式から実現さ
れるのである．Cubature公式とは積分の値を離散集合上での被積分関数の重み付き平均をと
ることによって表す積分近似公式の一つである．このことはまさに有限箇所での観測を持って
全体を巧く推定できるということに対応しているように見えないだろうか．

話を更に簡単にするために，実験領域を $n$ 次元球

$B^{n}=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\Vert x\Vert\leq 1\}$

に限定し，以下で与える多項式回帰モデルに基づきデータ解析を行なうことを考える．$\mathcal{P}_{t}(B^{n})$ を
高々 $t$ 次の多項式空間を $B^{n}$ に制限した空間，$N=\dim(\mathcal{P}_{t}(B^{n}))=(\begin{array}{l}n+tt\end{array})$ とおき，$fi,$ $f_{2},$

$\ldots,$
$f_{N}$

を勉 $(B^{n})$ の基底とする 1. このとき，$B^{n}$ 上の多項式回帰モデルを次式で与える．

$Y(x)=\theta f’(x)+\epsilon(x)$ . (1.1)

ただし，基底を並べたベクトルを $f=(fi, f_{2}, \ldots, f_{N})$ 未知パラメータを並べたベクトルを
$\theta=(\theta_{1}, \theta_{2}, \ldots, \theta_{N})$ とする．また $\epsilon(x)$ を各点 $x\in B^{n}$ における観測誤差とし，各点 $x\in B^{n}$ に

おいて独立で，期待値，分散がそれぞれ

$E[\epsilon(x)]=0,$ $E[\epsilon(x)\epsilon(y)]=\{\begin{array}{ll}\sigma^{2} x=y0 x\neq y\end{array}$

を満たす確率変数とする．

ここで $B^{n}$ 上の確率測度 $\xi$ を計画と呼ぶ．例えば，計画が離散測度 $\xi(x)=m^{-1}\sum_{i=1}^{m}\delta_{x_{i}}(x)$ で

与えられる場合 2, これは各 $x_{i}$ において均等に観測することを表している．このように計画 $\xi$ の

台は実験する場所を表し，そこでの重みは総実験回数に対する各地点での実験回数の割合を表し
ていると解釈できる．したがって，特に有理数重みの計画が重要であることが Neumaier-Seidel
[23] にも明記されている．後述するように情報行列

$M(\xi)=\int oe\in B^{n}f(x)’f(x)d\xi(x)$ .

が未知パラメータ $\theta$ の推定を行う際に重要となる．$\theta$ が推定可能であるためには，$M(\xi)$ が正

定値行列となるように $\xi$ を制限する必要がある．このとき，多項式空間上の双一次形式

$\langle f, g\rangle_{\xi}=\int_{x\in B^{n}}f(x)g(x)d\xi(x)$

は自然に $\mathcal{P}_{t}(B^{n})$ 上の内積を定める．このように内積を定める $\xi$ を $t$ 次の計画と呼ぶ [23].

1次節で我々が採用した基底の取り方について述べる．
$2\delta_{x_{i}}$ は点 $x_{i}$ におけるディラック測度とする．
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統計的データ解析の目的のーっは観測地点 $x$ とその応答 $Y(x)$ の関係を上手く表すことである．
そこで本論文ではその方法のーつとして未知パラメータの推定精度を上げるような統計的基準
を満たす計画を構成することを考えたい．多くの場合，最適性基準は情報行列 $M(\xi)$ の固有値を
用い表されることが多い 3. 実験計画法において良く用いられる最適性基準として情報行列の逆
行列を最小化する D最適性基準，情報行列の逆行列のトレースを最小化する A最適性基準，そ
して情報行列の最小固有値を最大化する E最適性基準がある．ここではこれらの最適性基準を
統一的に扱うため，Kiefer [19] により提案された $\Phi_{p}$ 最適性基準を紹介する．$\lambda_{1}(\xi),$

$\ldots,$
$\lambda_{N}(\xi)$

を情報行列 $M(\xi)$ の固有値とし，最適性関数 $\Phi_{p}$ を次で定義する 4.

$\Phi_{p}(\xi)=(N^{-1}tr(M^{-p}(\xi)))^{1/p}=(N^{-1}\sum_{i=1}^{N}\lambda_{i}^{-p}(\xi))^{1/p} 0<p<\infty,$

$\Phi_{0}(\xi)=\lim_{parrow+0}\Phi_{p}(\xi)=(\det M^{-1}(\xi))^{1/N},$

$\Phi_{\infty}(\xi)=\lim_{parrow+\infty}\Phi_{p}(\xi)=\max_{1\leq i\leq N}\lambda_{i}^{-1}(\xi)$.

定義から明らかなように $\Phi_{0},$ $\Phi_{1},$ $\Phi_{\infty}$ はそれぞれ $D,$ $A,$ $E$最適性基準と同値である．$\Phi_{p}$-最適性
基準に関しては，例えば，[11,12] とその参考文献も参照して欲しい．
$t$ 次の計画 $\xi$ の中で $\Phi_{p}(\xi)$ が最小となる $\xi$ を $t$ 次の $\Phi_{p}$-最適計画という．また計画 $\xi$ が回転可能
であるとは，

$M(\xi)=M(\xi\circ\gamma) , \forall\gamma\in O(\mathbb{R}^{n})$

を満たすときをいう 5.

Galil-Kiefer の一連の研究 [11, 12] において良く知られているように，回転可能性を持っ $\Phi_{p}$ 最
適計画は多重同心球面上に台を持っことが知られてぃる 6. そこで本論文では最適計画を探すク
ラスを回転可能計画に制限し，多重同心球面上の連続な最適計画 7から離散的な最適計画の構
成法を与える．

離散的な $\Phi_{p}$ 最適計画の存在及び構成法に関する先行研究の多くは 2次回帰モデルの場合に集
中しており，Farrell et al. [10], Pesotchinsky [25] などの多くの顕著な成果が発表されている．
また，3次以上の回帰モデルに対する $\Phi_{p}$ 最適計画に関する結果の多くは低次元に限定されたも
のでしかない [9, 16]. これを受け，本論文では一般次元における 3次の $\Phi_{p}$ 最適性を持つ離散

的な回転可能計画の構成法を与える．そのため，Neumaier-Seidel [22] にょり定義された離散的
な回転可能計画の一般化であるユークリッド空間上のデザインに焦点を当てる．

以下，本論文では次節を構成法のための準備の節とし，モデル (1.1) の詳細を説明，さらに連
続型の 3次の $\Phi_{p}$ 最適性を持つ回転可能計画の特徴付けを行なう．3節において代数的方法，組
合せ論的方法による構成法を与え，実際にその数値計算結果を最後の補遺で紹介する．

3多項式回帰モデル 対す $\epsilon$最適計画の理論は K. Smith の $191S$ 年の論文 [27] まで遡るとのことだが私自身は
未見である．

4情報行列 $M(\xi)$ の対角化行列 $P$ に対し，$M^{-p}(\xi)=P^{-1}diag(m_{1}^{-p}, \ldots, m_{N}^{-p}(\xi))P$ と置く．
5Box-Hunter [6] による同値な定義も知られている．また，Kiefer [18] も参照されたい．
6例えば，[8,17,23] も参照されたい．
7勿論，正確には最適回転可能計画だが，このことを単に最適計画と呼ぶことにする．Galil-Kiefer [11] に依れ

ば，実務上この制限は問題無いとのことである．
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2 準備

2.1 多項式回帰モデルと最小二乗法

我々は論文 [15] において，単位球 $B^{n}$ 上の多項式回帰モデル $Y(x)$ を，Zernike多項式型の基底

を採用し構成した．この特殊な基底は球面上の調和多項式と深く関与しており，直交群 $O(\mathbb{R}^{n})$

の作用で不変な実験領域上の計画との相性が良い．詳細は Dette et al. [8], Bannai-Bannai $[3|,$

Neumaier-Seidel [23] を参照されたい．

さて，モデルの設定に戻る．$Harm_{l}(\mathbb{R}^{n})$ を $l$次の斉次調和多項式空間とし，$N_{l}=\dim(Harm_{l}(\mathbb{R}^{n}))$

とする 8. ここで単位球面 $S_{1}=S_{1}^{n-1}=\{x\in \mathbb{R}^{n-1}|\Vert x\Vert=1\}$ 上での測度を $\rho=\rho_{1}$ とし，
$|S_{1}|= \int_{S_{1}}d\rho(x)$ とする．さらに $\phi_{l,i},$ $i=1,$ $\ldots$ ,珊を $Harm_{l}(\mathbb{R}^{n})$ の正規直交基底とする．すな
わち，

$\frac{1}{|S_{1}|}\int oe\in S_{1}\phi_{l,i_{1}}(x)\phi_{l,i_{2}}(x)d\rho(x)=\delta_{i_{1},i_{2}}$

を満たす．ここで $\delta_{i,j}$ はクロネッカーの記号である．

例えば，良く知られたように ([2,3,23]),

$\mathcal{B}_{t}(\mathbb{R}^{n})=\{\Vert x\Vert^{2j}\phi_{l,i}(x)|0\leq l\leq t, 0\leq j\leq\lfloor\frac{t-l}{2}\rfloor, 1\leq i\leq N_{l}\}$

は多項式空間勉 $(\mathbb{R}^{n})$ の基底である．そこでこの基底を用いると，未知パラメータ $\{\theta_{i,j,l}\}$ に対

し，我々のモデルは次のように表すことができる．

$Y(x)= \sum_{=\iota 0j=0}^{t}\sum_{i=1}^{L\frac{t-l}{\sum 2}\rfloor N_{l}}\theta_{i,j,l}\Vert x\Vert^{2j}\phi_{l,i}(x)+\epsilon(x)$ .

未知パラメータの推定値は最小二乗法により求める．すなわち，未知パラメータの推定値は次
式を最小にするように決定する．

$\int_{x\in B^{n}}(Y(x)-\sum_{=\iota 0j=0}^{t}L\frac{t-l}{\sum 2}J\sum_{i=1}^{N_{l}}\theta_{i,j,l}\Vert x\Vert^{2j}\phi_{l,i}(x))^{2}d\xi(x)$ .

一般に実験領域 $\Omega$ 上の計画 $\xi$ に対して，未知パラメータ $\theta$ の最小二乗推定量は

$\hat{\theta}=(\int_{x\in\Omega}Y(x)f(x)d\xi(x))M^{-1}(\xi)$

で与えられる．また我々の観測誤差 $\epsilon(x)$ の仮定の下では容易に $\hat{\theta}$ は不偏推定量であること，す
なわち，$E[\hat{\theta}]=\theta$ であることが分かる．さらに計画が $\{x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{m}\}\subset \mathbb{R}^{n}$上の一様な離散
測度 $\xi(x)=m^{-1}\sum_{i=1}^{m}\delta_{x_{i}}(x)$ で与えられるとき，推定量のばらつきを表す $\hat{\theta}$ の分散共分散

行列は
$V( \hat{\theta})=\frac{\sigma^{2}}{m}M^{-1}(\xi)$

8最初の幾つかを具体的に書き出すと，$No=1,$ $N_{1}=n,$ $N_{2}= \frac{1}{2}(n-1)(n+2),$ $N_{3}= \frac{1}{6}(n-1)n(n+4)$ である．
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であることも分かる．ここでは省略するが，各点に対して有理数重みを持つ計画に対しては，
$V(\hat{\theta})$ は情報行列 $M(\xi)$ の逆行列によって表される．また，計画が連続的な場合においては，後
述する Tchakaloffの定理より，同じ性質を持つ離散型の計画を (また，有理数重みを持っ計
画を近似する計画を) 構成することができる．そこで，先に紹介した $\Phi_{p}$ 最適性基準はこの推
定量のばらつき $V(\hat{\theta})$ を $P$毎それそれの意味で小さくするものであることに注意されたい．

2.2 回転可能計画と $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画

計画 $\xi$ に対して，

$\int_{\in O(\mathbb{R}^{n})}\xi\circ\gamma d\gamma,$

を $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画という，また明らかに $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画は回転可能計画である．

ここで先と同様に半径 $r$ の $(n-1)$ 次元球面

$S_{r}=S_{r}^{n-1}=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\Vert x\Vert=r\}$

上での測度を $\rho_{r}$ とし，$|S_{r}|= \int_{S_{r}}d\rho_{r}(x)$ とする 9. このとき，$O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画 $\overline{\xi}$ は次のように
表されることが知られている [17,18,23].

$\overline{\xi}(A)=\int_{0}^{1}\rho(r^{-1}(A\cap S_{r}))\tau(dr) , \forall A\in\mathcal{B}(B^{n})$.

ここで $\rho=\rho_{1},$ $\tau$ は区間 $[0,1]$ 上の確率測度，そして $\mathcal{B}(B^{n})$ は $B^{n}$ のボレル可則集合である． こ

のとき，次の定理から $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画は有限個の多重同心球面上に台を持つことがわかる．

定理 2.1 ([23]). $\overline{\xi}$ を $B^{n}$ 上の $t$ 次の $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画であるとする．このとき，

$\int_{x\in B^{n}}f(x)d\overline{\xi}(x)=\sum_{i=1}^{\lfloor t/2\rfloor+1}\frac{W_{i}}{|S_{r_{i}}|}\int_{x\in S_{r_{i}}}f(x)d\rho_{r_{i}}(x) , \sum_{i=1}^{\lfloor t/2\rfloor+1}W_{i}=1$

を満たす正の実数 $r_{i},$ $W_{i}$ が存在する．

詳細は省略するが 10, Kiefer の最適性における一般同値命題 [19] を用いることにより，同心
球面の半径に関して更なる情報を得ることができる．

定理 2.2. $\xi^{*}$ を $B^{n}$ 上の 3次の $\Phi_{p}$ 最適な $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画であるとする．このとき，$\xi^{*}$ は次の
ように表すことができる．

$\int_{x\in B^{n}}f(x)d\xi^{*}(x)=\frac{1-W}{|S_{1}|}\int_{x\in S_{1}}f(x)d\rho(x)+\frac{W}{|S_{r}|}\int_{x\in S_{r}}f(x)d\rho_{r}(x)$ ,

ただし，$r,$ $W$ はそれぞれ $0<r<1,0<W<1$ を満たす実数である．
$9r=0$ のときは便宜的に $\frac{1}{|S_{r}|}\int_{x\in S_{r}}f(x)d\rho_{r}(x)=f(0)$ とする．

10例えば，Pukelsheim [26] を参照されたい．
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この定理より 3次の $\Phi_{p}$ 最適な $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画は 2つの異なる球面を台に持つことが分かるが，
そのうち一方の半径は必ず 1になり，他方の半径 $r$ は区間 $(0,1)$ のいずれかの値をとる．測度
の不変性から，$O(\mathbb{R}^{\mathfrak{n}})$ 不変計画の情報行列の固有値は $r$ と $W$ の 2変数関数となり，それ故に
$\Phi_{p}$ 関数もまた $r$ と $W$ の 2変数関数として記述されることが分かる．こうして $r$ と $W$ の関数と
して $\Phi_{p}$ 関数の極値を求めれば，$\Phi_{p}$ 関数の最小値，すなわち，$\Phi_{p}$ 最適性を持っ $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計
画を決定することができる 11. 具体的な計算結果については補遺で紹介する．

2.3 ユークリッド空間上の最適デザインとその構成点数

最適計画を実際に応用する場合には連続測度としての実験計画を離散測度で近似することが重
要である．こうして最適計画の理論と cubature公式の理論が自然に結びつき，さらに定理 2.2
から多重同心球面上の積分に対する cubature公式，すなわち，ユークリッド空間上のデザイン
が必要となる．そこで先ず始めに定義から復習する．

$X$ を $\mathbb{R}^{n}$ の有限部分集合とし，$w$ を $X$ 上の正値重み関数とする．$X$ の動径集合を $\{\Vert x\Vert|x\in$

$X\}=\{r_{1}, \ldots, r_{q}\},$ $r_{1}>\cdots>r_{q}$ , とし，$X_{i}=X\cap S_{r_{t}}$ , $W_{i}= \sum_{x\in X_{i}}w(x)$ , そして，$S= \bigcup_{i=1}^{q}S_{r_{i}}$

とする．

定義 2.3. $(X, w)$ を重み付き有限集合であるとする．任意の $f\in \mathcal{P}_{t}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$\sum_{i=1}^{q}\frac{W_{i}}{|S_{r}.|}\int oe\in S_{r}.$ $f$侮 $)$ $d\rho ri$

$(x)=o \sum_{e\in X}w(x)f(x)$

が成り立つとき，$(X, w)$ を $q$ 重同心球面 $S$ 上のかデザインという．

定義 2.4. $(X, w)$ を $q$ 重同心球面上の 2t-デザインであるとする．$B^{n}$ 上の $\Phi_{p}$ 最適性を持っ $t$ 次
の $O(\mathbb{R}^{n})$ 不変計画が存在し，任意の $f\in \mathcal{P}_{2t}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$\int_{x\in B^{n}}f(x)d\xi^{*}(x)=\sum_{i=1}^{q}\frac{W_{i}}{|S_{t}i|}\int_{x\in S_{r}}f(x)d\rho_{r_{i}}:(x)$

が成り立つとき，$(X, w)$ を $\Phi_{p}$ 最適性を持つ $B^{n}$ 上の 2t-デザインという．

ここで $\Phi_{p}$最適性を持つ離散的計画を構成するために必要な点の個数について述べる．Tchakaloff
[29] は $\Phi_{p}$ 最適性を持つ $B^{n}$ 上の 2かデザイン $X$ で $\lfloor t/2\rfloor+1$ 重同心球面上に台を持つもので

$|X|\leq(\begin{array}{l}n+2t2t\end{array})(=\dim \mathcal{P}_{2t}(\mathbb{R}^{n}))$ (2.1)

を満たすものが存在することを示した 12. また，同様の主張が $D$最適性基準の場合に Neumaier-
Seidel [23] によって示されている．

11我々が 2. 1節で定義したように Zernike 多項式型の基底を採用した理由のーつは，$\Phi_{p}$ 関数の極値の計算が他の
場合と比べて若干容易だからである．

12Tchakaloff [29] の元々の主張は $\Phi_{p}$ 最適性を考慮していないことに注意する．
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与えられた正整数 $t$ に対して，$\Phi_{p}$ 最適性を持っ $B^{n}$ 上の 2かデザインがどれだけ少ない点の個
数で構成できるかは自然な問題である．次の不等式はフィッシャー型の下界としてよく知られ
たものである [4, 7].

$|X|\geq(\begin{array}{ll}n +t t\end{array})(=\dim \mathcal{P}_{t}(\mathbb{R}^{n}))$ . (2.2)

この下界は統計的には次のような意味を持っ :今，我々の考えているモデル (1.1) は $N(=(\begin{array}{l}n+tt\end{array}))$

個の未知パラメータ達 $\theta$ を持つので，もしこれらの未知パラメータを推定するためには，我々
は少なくとも $N$ 個のデータが無ければならない．

(2.1), (2.2) から $\Phi_{p}$ 最適性を持つ $B^{n}$ 上の 2かデザイン $X$ に対して次の評価式が成り立っ．

$(\begin{array}{ll}n +t t\end{array})\leq|X|\leq(\begin{array}{l}n+2t2t\end{array}).$

次章において，上の不等式を満たすようなデザインの構成法を与える 13.

3 最適デザインの構成法

3.1 不変式論

$G$ を $n$ 次直交群 $O(\mathbb{R}^{n})$ の部分群とする．$f\in \mathcal{P}_{t}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，$\gamma\in G$ の $f$ への作用を

$(\gamma f)(x)=f(x^{\gamma^{-1}}) , \forall x\in \mathbb{R}^{n},$

で定める．任意の $\gamma\in G$ に対して $\gamma f=f$ を満たす多項式は $G$ 不変であるという．$\mathcal{P}_{t}(\mathbb{R}^{n})$ ,
$Harm_{t}(\mathbb{R}^{n})$ の $G$ 不変多項式からなる部分空間をそれぞれ $\mathcal{P}_{t}(\mathbb{R}^{n})^{G},$ $Harm_{t}(\mathbb{R}^{n})^{G}$ と表す．

ユークリッド空間上のデザイン $(X, w)$ は次の条件 (i), (ii) を満たすとき，$G$不変であるという．

(i) $X$ は $G$-軌道 $x_{1}^{G},$ $x_{2}^{G},$

$\ldots,$
$x_{M}^{G}$ の和集合で表される．

(ii) 各軌道 $x_{i}^{G}$ 及び $y,$ $y’\in x_{i}^{G}$ に対して，$w(y)=w(y’)$ .

次は Sobolev の定理 [28] として知られている．

定理 3.1 ([28]). $G$ を $O(\mathbb{R}^{n})$ の部分群とする．このとき，次は同値である．

(i) 球面上の t-デザイン $(X, w)$ が $G$ 不変である．

(ii) 任意の $1\leq l\leq t,$ $\phi\in Harm_{l}(\mathbb{R}^{n})^{G}$ に対して，$\sum_{x\in X}w(x)\phi(x)=0.$

野崎-澤 [24] により，Sobolev の定理は多重同心球面上のデザインに対して拡張された．
13推定精度は観測数が多ければ多いだけ良くなる．実務上，低次元・低次数における実験計画が用いられること

が多いが，そのような場合，誤差の自由度が最低限 5以上であることが必要だと経験的に知られているとのことで
ある．ここで誤差の自由度とは，(観測数)-(パラメータ数) で与えられる量である．
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定理 3.2 ([24]). $G$ を $O(\mathbb{R}^{n})$ の部分群，$X= \bigcup_{k=1}^{M}r_{k}x_{k}^{G}$ とする．ただし，$x_{k}\in S_{1},$ $r_{k}>0$ と

する．このとき次は同値である．

(i) $(X, w)$ はユークリッド空間上の $G$ 不変かデザインである．

(ii) 任意の $1\leq l\leq t,$ $0 \leq j\leq L\frac{t-l}{2}$」，$\varphi\in Harm_{l}(\mathbb{R}^{n})^{G}$に対して，$\sum_{x\in X}w(x)\Vert x\Vert^{2j}\varphi(x)=0.$

以下，$G$ を既約鏡映群とする．そのような鏡映群は完全に分類されることが知られている [5].
整数 $1=d_{1}\leq d_{2}\leq\cdots\leq d_{n}$ を $G$ の exponent とする．

定理 3.3 ([13]). $q_{i}=\dim(Harm_{i}(\mathbb{R}^{n})^{G})$ とする．このとき次が成り立つ :

$\sum_{i=0}^{\infty}q_{i}\lambda^{i}=\prod_{i=2}^{n}\frac{1}{1-\lambda^{1+d_{i}}}.$

次節において，$B$ 型ワイル群 $\mathcal{B}_{n}$ に対して不変なユークリッド空間上の最適性を持つデザイン

の構成法を与える．$e_{1},$ $\ldots,$
$e_{n}$ を $\mathbb{R}^{n}$ の標準基底とする．$\mathcal{B}_{n}$ の基本ルートは $\alpha_{i};=e_{i}-e_{i+1},$

$1\leq i\leq n-1,$ $\alpha_{n}:=\sqrt{2}e_{n}$ で与えられることに注意する [5].

$G$ の基本ルート $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ に対して，ベクトル $z_{1},$ $z_{2},$ $\ldots,$
$z_{n}$ を

$z_{i}\perp\alpha_{j}\Leftrightarrow i\neq j$

により定める．$z_{i}$ 達は corner vector と呼ばれる．

Sobolev の定理に基づいてユークリッド空間上のデザインを構成するためには，どのような群
及び起点に着目するかが重要である．古典的な手法として超八面体群と超八面体の頂点達に着
目する超八面体法が知られている．次の Bajnok の定理は超八面体法から得られるかデザイン
の $t$ の上限を与える [1].

定理 3.4 (Bajnok の定理). 任意の自然数 $n\geq 3$ に対して，超八面体法から得られる $S^{n-1}$ 上の

t-デザインの $t$ の上界は高々7である．

ここで $z_{k}=k^{-1/2} \sum_{i=1}^{k}e_{i}$ とし，$\mathcal{X}(\mathcal{B}_{n}, J)=\bigcup_{k\in J}r_{k}z_{k}^{\mathcal{B}_{n}}$ とする．ただし，$r_{k}>0,$ $J\subset$

$\{1,2, \ldots, n\}$ とする 14

ここで 2重同心球面 $S_{1}\cup S_{r},$ $(0<r<1)$ 上の $\mathcal{B}_{n}$ 不変な 6-デザイン $(\mathcal{X}(\mathcal{B}_{n}, J), w)$ について

考察する．

$X_{1}= \bigcup_{k\in J\backslash \overline{J}}z_{k}^{\mathcal{B}_{n}}, X_{2}=\bigcup_{k\in\overline{J}}rz_{k}^{\mathcal{B}_{n}},$

とする．ただし $\tilde{J}\subset J$ とする．次の命題は次節で与えるデザインの構成に対して重要である．

$\overline{14_{ここでは jの元に重複を許すとする.ま}}$た，$| \mathcal{X}(\mathcal{B}_{n}, J)|=\sum_{k\in J}2^{k}(\begin{array}{l}nk\end{array})$ が成り立つ．
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命題 3.5. 上の設定の下で $(X_{1}\cup X_{2}, w)$ は $\mathcal{B}_{n}$ 不変な 6-デザインであると仮定する．このとき
次の等式が成り立つ．

$0= \sum_{k\in J\backslash \tilde{J}}w_{k}\frac{2^{k+1}}{k^{2}}(\begin{array}{ll}n -1k -1\end{array})(1-3 \frac{k-1}{n-1})=\sum_{k\in\tilde{J}}v_{k}\frac{2^{k+1}}{k^{2}}(\begin{array}{l}n-1k-1\end{array})(1-3\frac{k-1}{n-1})$ , (3.1)

$0= \sum_{k\in J\backslash \overline{J}}3w_{k}\frac{2^{k+1}}{k^{3}}(\begin{array}{ll}n -1k -1\end{array})(1-15 \frac{k-1}{n-1}+30\frac{(k-1)(k-2)}{(n-1)(n-2)})$ (3.2)

$+ \sum_{k\in\tilde{J}}3v_{k}r^{6}\frac{2^{k+1}}{k^{3}}(\begin{array}{l}n-1k-1\end{array})(1-15\frac{k-1}{n-1}+30\frac{(k-1)(k-2)}{(n-1)(n-2)})$ ,

$W=1- \sum_{k\in J\backslash \tilde{J}}w_{k}2^{k}(\begin{array}{l}nk\end{array})=\sum_{k\in\tilde{J}}v_{k}2^{k}(\begin{array}{l}nk\end{array})$ , (3.3)

ただし，$w(x)=w_{k},$ $k\in J\backslash \tilde{J},$ $w(x)=v_{k},$ $k\in\tilde{J}$ とする．

証明: 対称群 $S_{n}$ に対して，

$sym(f):=\frac{1}{|(\mathcal{S}_{n})_{f}|}\sum_{g\in S_{n}}f(x^{g})$

とし，$(S_{n})_{f};=\{g\in S_{n}|f(x^{g})=f(x)\}$ とする．定理 3.3より，$\dim(Harm_{2}(\mathbb{R}^{n})^{\mathcal{B}_{n}})=0,$
$\dim(Harm_{4}(\mathbb{R}^{n})^{\mathcal{B}_{n}})=1$ , そして

$\dim(Harm_{6}(\mathbb{R}^{n})^{\mathcal{B}_{n}})=\{\begin{array}{l}1 n\geq 3;0 n=2\end{array}$

が成り立つ．すなわち，$Harm_{4}(\mathbb{R}^{n})^{\mathcal{B}_{n}},$ $Harm_{6}(\mathbb{R}^{n})^{\mathcal{B}_{n}}$ はそれぞれ次の $f_{4},$ $f_{6}$ から張られる空間
である :

$f_{4}(x)$ $:=$ sym$(x_{1}^{4})- \frac{6}{n-1}$ sym$(x_{1}^{2}x_{2}^{2})$ ,

$f_{6}(x);=$ sym$(x_{1}^{6})- \frac{15}{n-1}$ sym$(x_{1}^{2}x_{2}^{4})+ \frac{180}{(n-1)(n-2)}$sym$(x_{1}^{2}x_{2}^{2}x_{3}^{2})$ , $n\geq 3,$

である．このとき定理 3.2より，$f_{4}(x),$ $f_{4}(x)\Vert x\Vert^{2},$ $f_{6}(x)$ から (3.1), (3.2) が得られる．さらに
(3.3) は $W$ の定義から得られる．

3.2 代数的構成法

先の命題 3.5を用い，$\Phi_{p}$ 最適性を持っ Sl $\cup$ s。上の $\mathcal{B}_{n}$ 不変 6-デザインを構成する (以降，$\Phi_{p}$

最適 $\mathcal{B}_{n}$ 不変 6-デザインということにする)
、 Bajnok [1] により，必要な $\mathcal{B}_{n}$ 軌道の個数は少な

くも 3以上であることが分かっている．また詳細は省略するが我々 [15] の考察にょり，$|J|=3$
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の場合は $\Phi_{p}$ 最適デザインは存在しないではないかと思われる 15. そこでここでは $|J|\geq 4$ の場

合を考察する．また簡単のために $|J\backslash \tilde{J}|>|\tilde{J}|$ であることを約束する．

3.2.1 $|J|\geq 4$ の場合

命題 3.6. (Yi, wi), i $=$ 1,2, を単位球面 $S_{1}$ 上の 6 デザイン，$r$ を正の実数とする．このとき，あ
る重み関数 $w$ が存在して $(Y_{1}\cup rY_{2}, w)$ は 2重同心球面 $S_{1}\cup S_{r}$ 上の 6 デザインである．

証明: 任意の 6次以下の斉次多項式 $f$ $\iota$こ対して，

$\frac{W_{1}}{|S_{1}|}\int_{S_{1}}f(x)d\rho(x)+\frac{W_{2}}{|S_{r}|}\int_{S_{r}}f(x)d\rho_{r}(x)=\frac{W_{1}}{|S_{1}|}\int_{S_{1}}f(x)d\rho(x)+\frac{r^{t}W_{2}}{|S_{1}|}\int_{S_{1}}f(x)d\rho(x)$

$=W_{1} \sum_{x\in Y_{i}}w_{1}(x)f(x)+r^{t}W_{2}\sum_{x\in Y_{2}}w_{2}(x)f(x)$

$= \sum_{x\in Y_{1}}(W_{1}w_{1}(x))f(x)+\sum_{x\in Y_{2}}(W_{2}w_{2}(x))f(rx)$
.

したがって，$(Y_{1}\cup rY_{2}, w)$ は 6 デザインである．ここで重み関数 $w$ は $w(x)=W_{1}w_{1}(x),$ $x\in Y_{1},$

$w(x)=W_{2}w_{2}(r^{-1}x),$ $r^{-1}x\in Y_{2}$ である．

命題 3.6を用いることによって，多くの $\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}_{n}$ 不変 6 デザインを構成することができる．
例えば，次のような無限系列が得られる．

定理 3.7. $n=3m+2,$ $(n\geq 5)$ とし，$p$ を任意の非負実数とする．

(i) $J=\{1,1, m+2, m+2\},\tilde{J}=\{1, m+2\}$ とする．このとき，$\Phi_{p}$最適掛不変 6 デザイン
$(X_{1}\cup X_{2}, w)$ を構成することができる．さらに任意の $\gamma\in O(\mathbb{R}^{n})$ に対して，$(X_{1}\cup X_{2}^{\gamma}, w)$

もまた $\Phi_{p}$ 最適膨不変 6 デザインである．

(ii) $m$ を偶数とし，$J=\{1, (m+2)/2, m+2,3m+2\}\tilde{J}=\{(m+2)/2,3m+2\}$ とする． こ

のとき，$\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}^{n}$ 不変 6 デザイン $(X_{1}\cup X_{2}, w)$ を構成することができる．さらに任意
の $\gamma\in O(\mathbb{R}^{n})$ に対して，$(X_{1}\cup X_{2}^{\gamma}, w)$ もまた $\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}^{n}$ 不変 6 デザインである．

証明: $n=3m+2$ のとき，命題 3.5と同様の議論により，$X_{1},$ $X_{2}$ がそれぞれ単一球面上の
6 デザインであることが分かる．任意の $\gamma\in O(\mathbb{R}^{n})$ に対して，$X_{2}^{\gamma}$ もまた単一球面上の 6 デザ
インであることに注意すると，命題 3.6から題意が示される．

次節において，定理 3.7から得られたデザインを再構成し，数の少ないデザインを与える方法
を示す．

前節の最後に示した命題 3.5を用いると，以下の $|J|=5$ の場合のデザインが得られる．

15例えば，$n=3m+1$ としたとき，$\Phi_{\infty}$ 最適 $\mathcal{B}_{n}$ 不変 6 デザインが存在するためには，

$7mk_{1}k_{3}=-76(m+1)\{3(m+1-k_{1})(m+1-k_{3})+2(k_{1}-1)(k_{3}-1)+2m\}$

を満たす正整数 $m,$ $k_{1},$ $k_{2}(\leq n)$ が存在しなければならないが，計算機により $m\leq 2012$ まではそのような整数組は
存在しないことを確かめている．
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定理 3.8. $p\in\{0,1, \infty\}$ とし，$m,$ $n,$
$J,\tilde{J}$ を次のように選ぶ :

(i) $n=3m,$ $1\leq m\leq 10.$ $J=\{1,1, m+1,3m, 3m\},\tilde{J}=\{1,3m\}.$

(ii) $n=3m+1,1\leq m\leq 10.$ $J=\{1,1, m+1,3m+1,3m+1\},\tilde{J}=\{1,3m+1\}.$

(iii) $n=6,7.$ $J=$ {1,2,3,4,5}, $\tilde{J}=\{2,5\}.$

(iv) $n=8.$ $J=$ {1,2,3,5,7} and $\tilde{J}=\{3,7\}$ , or $J=$ {1,2,3,6,7} and $\tilde{J}=\{3,7\}.$

(v) $n=10.$ $J=$ {1,2,3,5,7} and $\tilde{J}=\{3,5\}$ , or $J=$ {2,3,4,7,8} and $\tilde{J}=\{3,7\}.$

このとき，$\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}^{n}$ 不変 6 デザイン $(X_{1}\cup X_{2}, w)$ を構成することができる．

さらに命題 3.6を再度用いることにより，以下の $|J|=5$ の場合のデザインが得られる．

定理 3.9. $p\in\{0,1, \infty\}$ とし，$m,$ $n,$
$J,\tilde{J}$ を次のように選ぶ :

(i) $n=3m+2,$ $m\geq 1.$ $J=\{1,1, m+1, m+2,3m+2\}$ and $\tilde{J}=\{1, m+1\}.$

(ii) $n=3m+2,$ $m\geq 3.$ $J=\{1,2, m+1, m+2,3m+1\}$ and $\tilde{J}=\{1, m+2\}.$

(iii) $n=6m+2,$ $m\geq 1.$ $J=\{1, m+1,2m+1,6m+2,6m+2\}$ and $\tilde{J}=\{m+1,6m+2\}.$

(iv) $n=6m+2,$ $m\geq 1.$ $J=\{1, m+1, m+2,6m, 6m+2\}$ and $\tilde{J}=\{m+1,6m+2\}.$

このとき，$\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}^{n}$ 不変 6 デザイン $(X_{1}\cup X_{2}, w)$ を構成することができる．さらに任意の
$\gamma\in O(\mathbb{R}^{n})$ に対して，$(X_{1}\cup X_{2}^{\gamma}, w)$ もまた $\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}^{n}$ 不変 6 デザインである．

3.3 組合せ論的構成法

オ，k, v, $\lambda$ を整数とし，$0\leq t\leq k\leq v$ を満たすとする．$v$ 個の要素からなる有限集合 $V$ および $V$

の $k$ 個の要素からなる部分集合 ( $k$ 元部分集合) の族 $\mathcal{B}$ は，$V$ の $t$ 元部分集合 $T$ を含む $\mathcal{B}$ の要
素が $T$ の選び方に依らずに一定 $(\lambda$ 個 $)$ であるときか $(v, k, \lambda)$ デザインという．$V$ の要素を処
理，$\mathcal{B}$ の要素をブロック，パラメータ $\lambda$ を会合数という．

良く知られたように $t-(v, k, \lambda)$ デザインの全ブロック数は

$b= \lambda\frac{(_{t}^{v})}{(_{t}^{k})}=\lambda\frac{v(v-1)\cdot.\cdot.\cdot.(v-t+1)}{k(k-1)(k-t+1)}.$

で与えられる (例えば，[20] を参照されたい．).

$t-(v, k, \lambda)$ デザインの結合行列は $v\cross b$行列 $I=[(v_{i}, B_{j})]$ で表すことができる．

$(v_{i}, B_{j})=\{\begin{array}{l}1 v_{i}\in B_{j},0 v_{i}\not\in B_{j}.\end{array}$
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$s,$ $l,$ $L,$ $\mu$ を非負整数とする．全ての成分が 1もしくは $-1$ の $L\cross l$-行列が，強さ $s$ , 制約数 $l$ , 指
標 $\mu$ の直交配列 $OA(L, l, 2, s)$ であるとは，$L\cross l$ 行列の任意の $s$ 列を取ってきたとき，$L$ 行の

中に $2^{s}$ 個の $(-1,1)$ からなる $s$ 個の組がちょうど $\mu$ 回であることをいう．ここで直交配列の定
義から $\mu=L/2s$ であることに注意する．

ここでは $G$ を $\mathbb{R}^{n}$ の全ての座標置換からなる群 16, $\tau(x)$ を $x$ の非零な要素とし，

$v_{k}^{(\alpha,\beta)}= \alpha\sum_{i=1}^{k}e_{i}+\beta\sum_{i=k+1}^{n}e_{i}$

とする．

Victoir [30] は組合せ $t$ デザイン及び直交配列 17を用い，与えられた cubature公式を再構成し，
近似点の個数が少ない cubature公式を構成する方法を与えた．ここではそれをユークリッド空
間上の $\mathcal{B}_{n}$ 不変デザインに対して応用する．

定理 3.10. (i) ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上の $2t$ デザインで

$\sum_{i=1}^{p}\frac{W_{i}}{|S_{r_{i}}|}\int_{x\in S_{r_{i}}}f(x)d\rho_{r_{i}}(x)=\sum_{i=1}^{\iota}\frac{\Lambda_{i}}{2^{i}(\begin{array}{l}ni\end{array})}o\sum_{)^{G}e\in(v_{k:}^{(\alpha’,\beta_{i})}}f(x)+.\sum_{x\in X\backslash \cup!_{=1}(v_{k_{1}}^{(\alpha_{i},\beta_{i})})^{G}}w(x)f(x)$
.

となるものが存在すると仮定する．ただし，$\Lambda_{i}=\sum_{x\in(v_{k_{i}}^{(\alpha_{i},\beta_{i})})^{G}}w(x)$ とする．更に処理数 $n,$

ブロックサイズ極，ブロック数 $b_{i}$ で結合行列がろ，$i=1,$ $\ldots,$
$l$ , である組合せ $t$ デザインが存在

すると仮定する．$J_{n,b_{t}}$ を $n\cross b_{i}$ を全ての成分が 1の行列とし，若を $\alpha_{i}I_{i}+(\beta_{i}-\alpha_{i})J_{n,b_{i}}$ の行

ベクトルとする．このとき，

$\sum_{i=1}^{p}\frac{W_{i}}{|S_{r}:|}\int_{x\in S_{r}}f(x)d\rho_{r}::(x)=\sum_{i=1}^{\iota}$一裁 $f(x)+ \sum_{x\in X\backslash \bigcup_{i=1(v_{k_{i}}^{(\alpha_{i},\beta_{i}\rangle})^{G}}^{l}}w(x)f(x)$

はユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ の $2t$ デザインをなす．
(ii) ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上の $2t$ デザインで

$\sum_{i=1}^{p}\frac{W_{i}}{|S_{r_{i}}|}\int_{x\in S_{r_{i}}}f(x)d\rho_{r_{i}}(x)=\sum_{i=1}^{\iota}\frac{\Lambda_{i}}{2^{\tau(x_{i})}}\sum_{!^{z/2Z)^{n}}x\inx}f(x)$

となるものが存在すると仮定する．更に直交配列 $OA(|Y_{i}|, \tau(x_{i}),$ $2,2$のでそれぞれの行が若，
$i=1,$ $\ldots,$

$l$ であるものが存在すると仮定する．このとき，

$\sum_{i=1}^{p}\frac{W_{i}}{|S_{r_{i}}|}\int_{x\in S_{r_{l}}}f(x)d\rho_{r_{i}}(x)=\sum_{i=1}^{\iota}\frac{\Lambda_{i}}{|Y_{i}|}\sum_{x\in Y_{l}}f(x)$

はユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ の $2t$ デザインをなす．

16対称群 $S_{n}$ と同型であることに注意．
17直交配列を用いた再構成法は K\^ono[21] でも実験計画の文脈で用いられている．
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定理 3.10はデザインを再構成するのに点の数を少なくさせるが，半径及び同一球面内の重みの
総和は変化させない．したがって，次の定理が成り立っ．

定理 3.11. $(X, w)$ を $\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}_{n}$ 不変 $2t$ デザインであるとしたとき，定理 3.10より再構成さ
れたデザインは $\Phi_{p}$ 最適性を保存する．

例 3.12. 定理 3.7を用いると，$n=8,$ $J=\{2,2,8,8\},\tilde{J}=\{2,8\}$ の場合に 736点からなる $\Phi_{p}$

最適 $\mathcal{B}^{n}$ 不変 6 デザインを得ることが出来る．これは $n=8$ の場合の $\Phi_{p}$ 最適 $\mathcal{B}^{n}$ 不変 6 デザイン
中で最小点数のものである．これに対し，$OA(2^{7},8,2,6)^{18}$を用いると 480点からなる $\Phi_{p}$ 最適 6

デザインを構成することができる．また，480点からなる $\Phi_{p}$ 最適 6 デザインは $J=$ {1,1,4,4},
$\tilde{J}=\{1,4\}$ の場合に今度は $3-(8,4,1)$ デザインを用いる事にょり構成することができる．

4 まとめと今後の課題

1. 本論文では Kiefer の $\Phi_{p}$ 最適性を満たす 3次の回転可能計画の構成法を代数的方法及び組合
せ論的方法により与えた．このとき，代数的方法から群の作用に従い，ある程度サイズの大き
い計画を大量に作り出し，それを基に組合せ論的方法をサイズの小さい計画を作り出すことに
成功した．

2. 本論文では計画の「良さ」の基準として，Kiefer の $\Phi_{p}$ 最適性基準にのみ焦点を当てたが，統
計的データ解析ではその他にも様々な基準が用意されている．ここで 2.1節の記号を思い出すと，
未知パラメータの最小二乗推定量 $\hat{\theta}$ に対して，各 $x\in B^{n}$ における予測値は $\hat{Y}(x)=\hat{\theta}f^{T}(x)$

であった．点 $x$ における予測分散は，Var$[\hat{Y}(x)]=\sigma^{2}f(x)M^{-1}(\xi)f’(x)$ で与えられる．この
とき，. $G$ 最適性基準 : $\max_{x\in B^{n}}f(x)M^{-1}(\xi)f’(x)$ を最小化;. $I$ 最適性基準 : $\int_{x\in B^{n}}f(x)M^{-1}(\xi)f’(x)dx=trM_{f}M^{-1}(\xi)$ を最小化;(ここで $M_{f}=$

$\int_{x\in B^{n}}f’(x)f(x)dx.)$

さらに A, $I$ 最適性基準を一般化した. $L$ 最適性基準 : $trCM^{-1}(\xi)$ を最小化; (ここで $C$ は半正定値対称行列．)

等の最適性基準に対して最適計画を構成する問題は応用上も重要だろうと思ゎれる．さらにそ
の際に必要な同心球面の個数が $\Phi_{p}$ 最適性基準を扱うときと異なるような状況が現れたら面白
いだろう 19.

3. これまで多くの場合，我々のモデル (1.1) に於いてもそうであるように，最適計画を構成す
る問題は各観測値は独立であるという強カな仮定の下で考察されてきた．しかしながら，より
推定精度を高めるためには各観測値に相互作用を持っモデルを考えることが効果的かつ必要だ
と考えている．その場合，どのような相互作用を持っモデルが自然だと見徹されるのだろうか．

18このような直交配列の存在性例えば [14] を参照されたい．
19我々は論文 [15] の中でロバスト最適計画についても考察しているのだが，その設定ではドラスティックに物事
は変わらないようである．最近知ったのだが，ベイズ最適計画というのもあるようだ．これ対しても同様に物事は
進むであろうか？
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A 低次元空間における $\Phi_{p}$最適デザイン

以下に 2次元以上 10次元以下における定理 3.7 (i) 及び，定理 3.8 (i), (ii) で得られる $\Phi_{p}$ 最適

デザインのパラメータを列記する．

$D$ 最適デザイン $(p=0)$

A最適デザイン $(p=1)$

$E$最適デザイン $(p=\infty)$
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