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1 序論

本研究で扱うグラフは，辺に向きのない有限単純グラフとする．与えられた連結グラフ $X$ に

対して，$X$ を盤とするパズルを考える．$X$ を盤グラフと呼ぶ．$X$ の頂点数を $n$ とする．次の
2種類のパズルを考える．

(1) Pebble Motion Puzzle

$0<k<n$ とし，$P=\{1,2, \ldots, n-k\}$ をラベル付きの石の集合とみなす．盤グラフ $X$ の頂

点集合 $V(X)$ から $P\cup\{0\}$ への全射 $f$ で，任意の $p\in P$ について $|f^{-1}(p)|=1$ をみたすもの

を $X$ 上の $P$ の哩置という．ここで，盤の頂点 $x\in V(X)$ について $f(x)=p\in P$ であるとき，
$x$ の上に石 $p$ が置かれている状態であり，$f(x)=0$ であるとき，$x$ は石の置かれていない空き

頂点とみなす．空き頂点の個数は $k$ である．

配置 $f$ において，$f(u)=p\in P$ かつ $f(v)=0$ かっ $uv\in E(X)$ のとき，石 $p$ を $u$ から $v$ に

移動することができる．つまり，$g(u)=0,$ $g(v)=p$ , かっ $g(w)=f(w)(w\in V(X)\backslash \{u, v\})$ を

みたす新たな配置 $g$ が得られる．これをパズル ($X$ , 紛の壬という．連続する手の有限列によっ
て配置 $f$ を配置 $g$ に変換できるとき，$f$ と $g$ は同値であるといい，$f\sim g$ と書く．

任意の配置のペア $f,$ $g$ について，$f\sim g$ が成り立っとき，パズル ($X$ ,初は feasible である，

という．また，どの配置 $f$ についても，任意の $p\in P,$ $v\in V(X)$ に対して，有限回の手にょっ
て $p$ を $v$ 上に移動させることができるとき，パズル ($X$, k) は transitive である，という．定義
より $(X, k)$ が transitive であることは feasible であるための必要条件である．

例えば，盤グラフを $4\cross 4$ の格子グラフ $P_{4}\cross P_{4}$ とし，$k=1$ とすると，パズル $(P_{4}\cross P_{4},1)$

はよく知られた 15-パズルに対応する．15-パズルの 2つの配置 $f,$ $g$ が $f^{-1}(0)=g^{-1}(O)$ をみた

すとする．このとき，$g^{-1}\circ f$ が $V(X)$ 上の偶置換であることが，$f\sim g$ であるための必要十分

条件である [5, 9]. $\square$

(2) Pebble Exchange Puzzle

Pebble Motion Puzzle を拡張したパズルを考える．頂点数 $n$ の石グラフ $Y$ を用意する．$Y$

の頂点を $n$ 個のラベル付きの石の集合とみなす．盤グラフ $X$ の頂点集合 $V(X)$ から $V(Y)$ へ

の全単射 $f$ を $X$ 上の $Y$ の配置という．
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配置 $f$ において，$f(u)f(v)\in E(Y)$ かつ $uv\in E(X)$ のとき，2つの石 $f(u)$ と $f(v)$ を交換

することができる．つまり，$g(u)=f(v),$ $g(v)=f(u)$ , かつ $g(w)=f(w)(w\in V(X)\backslash \{u, v\})$

をみたす新たな配置 $g$ が得られる．これをパズル $(X, Y)$ の $\underline{\mp}$ という．

手の有限列によって配置 $f$ を配置 $g$ に変換できるとき，$f$ と $g$ は同値であるといい，$f\sim g$

と書く．Pebble Exchange Puzzle における同値性，feasibility, transitivity $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま，Pebble Motion

Puzzle におけるそれらと同様に定義する．つまり，連続する手の有限列によって配置 $f$ を配置

$g$ に変換できるとき，$f$ と $g$ は同値であるといい，$f\sim g$ と書く．また，任意の配置のペア $f,$

$g$ について $f\sim g$ が成り立つとき，パズル $(X, Y)$ は feasible である，という．また，どの配置
$f$ についても任意の $p\in V(Y),$ $v\in V(X)$ に対して有限回の手によって $p$ を $v$ 上に移動させる

ことができるとき，パズル ($X$, k) は transitive である，という．なお，手の定義により，パズル
$(X, Y)$ とパズル $(Y, X)$は同じパズルとみなせる．$\square$

ここで，Pebble Exchange Puzzle $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま Pebble Motion Puzzle の 1つの拡張であることを注意し

ておく．$X$ を頂点数 $n$ の連結グラフとする．$Y$ を頂点数 $n$ のスター $K_{1,n-1}$ とすると，Pebble
Motion Puzzle ($X$ , 1) と Pebble Exchange Puzzle $(X, Y)$ は同じパズルであることがわかる．一
般に，$Y=K_{k}+\overline{K_{n-k}}$ とすると，($X$ , k) が feasible (または transitive) であることと，$(X, Y)$

が feasible (または transitive) であることは同値である．

本研究の主な目標は，$(X, k)$ , あるいは $(X, Y)$ が feasible または transitive となるための $X,$

$k$ , あるいは $X,$ $Y$ の条件を求めることである．

ここで，本研究の工学的な背景について触れておく．ここで扱うパズルは，ロボット工学にお

ける Motion Planning Problem の 1つの単純化したモデルである．石を自律的なロボット，盤
グラフをロボットの作業場とみなす．目的は作業場に配置された各ロボットの動作により目的の

配置を達成することである．応用上は，例えば 2つの配置 $f,$ $g$ が同値であるかどうかの判定だ

けではなく，$f$ から $g$ に変換する具体的なアルゴリズムを見出すことやその計算量を評価するこ

とが重要と思われるが，本研究ではそれらについては扱わない．

以下に本講究録の構成を述べる．第 2節では，Pebble Motion Puzzle に関する先行研究につい

て述べる．第 3節では，グラフの isthmus 構造を定義してその性質を述べ、 さらに Pebble Motion

Puzzle への応用を述べる．第 4節では，Pebble Exchange Puzzle に関する一連の結果を述べる．

第 5節では，Pebble Exchange Puzzle に付随する群を定義して、 その性質を調べる．

2 Pebble Motion Puzzle

盤グラフ $X$ , 空き頂点数 $k$ のパズル ( $X$ , k) について，パズルグラフ $Z=$ puz$(X, k)$ を次のよ

うに定義する ; $Z$ の頂点集合は ($X$ , k) の配置全体とし，配置 $f$ から配置 $g$ へ 1手で変換できる

とき，ペア $(f, g)$ を $Z$ の辺とする．($X$ , k) が feasible であることは puz($X$ , k) が連結であるこ

とと同値である．puz($X$ , k) の連結成分の個数を $c(X, k)$ と書く．
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Wilson は，15-パズルの拡張として空き頂点数 $k=1$ の場合のパズル ($X$ , 1) を考えた [10].

まず，$X$ が 2-連結であることと ( $X$ , 1) が transitive であることが同値であることは容易にわか

る．よって，以下 $X$ は 2-連結とする．$x\in V(X)$ に対して，$V_{x}=V(X)\backslash \{x\}$ と置く．また，
$f(x)=0$ をみたすような ( $X$ , k) の配置 $f$ の全体を $\mathcal{F}_{x}$ と書く．正の整数 $m$ に対して $S_{m},$ $A_{m}$

をそれぞれ $m$ 次の対称群，交代群とする．$M$ を有限集合とするとき，$S(M)$ を $M$ 上の対称群

とする．$G_{x}$ を $\{g^{-1}\circ f\in S(V_{x}):f, g\in \mathcal{F}_{x} st. f\sim g\}$ と定義する．このとき，(1) $G_{x}$ $I$ま $x$

によらず同型な $S_{n-1}$ の部分群であり，(2) $c(X, k)=(n-1)!/|G_{x}|$ である．

正の整数 $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3}$ に対して，$\theta(a_{1}, a_{2}, a_{3})-$ グラフとは，次数 3の 2点 $u,$ $v$ が存在し，長さ
$a_{1}+1,$ $a_{2}+1,$ $a_{3}+1$ の互いに点素な 3本の $uv$-道からなるグラフである．

定理 1. $(Wilson[10|)n\geq 2$ とする．$X$ は 2-連結であり，サイクルグラフではないとする． $arrow$

のとき，

(1) $X$ が 2部グラフならば，$G_{x}\cong A_{n-1}7f^{1}$っ $c(X, 1)=2.$

(2) $X$ が 2部グラフではなく，$\theta(1,2,2)$ でもないならば，$G_{x}\cong S_{n-1}$ かつ $c(X, 1)=1.$

(3) $X$ が $\theta(1,2,2)$ ならば，$G_{x}\cong PGL_{2}(5)$ かつ $c(X, 1)=6$ . ここで，$PGL_{2}(5)$ は位数 5の

有限体を係数体とする 2次元ベクトル空間に作用する一般射影線形群である $\square$

図 1. $\theta(1,2,2)$

唯一の例外パズル ( $\theta$ (1,2,2), 1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま，様々な数学的構造一完全グラフ $K_{6}$ の 1-因子分解，$K_{5}$ の 2-因

子分解，位数 4の有限射影平面，Hoffman-Singleton グラフ，Steiner system $S(5,6,12)$ , binary
(12, 132, 4)-符号，temary Golay 符号 $C17$ などーと深い関連がある [1] (図 1).

Kohnhauser らは空き頂点数 $k$ が 2以上の場合を考えた [6]. $X$ を連結グラフとする．$s\geq 1$

とする．$X$ の道 $I=v_{1}v_{2}\ldots v_{s}$ が次の条件をみたすとき，$I$ を $s$-isthmus (地峡) という $;(1)I$

のすべての頂点および辺は $X$ を分離し，かっ，(2) $1<i<s$ について
$\deg_{X}(v_{i})=2.$

定理 2. (Kohnhauser et al.[6]) $2\leq k\leq n-1$ とする．$X$ は連結であり，サイクルグラフではな
いとする．このとき，次の条件は互いに同値である．

(1) $X$ は $k$ -isthmus を持たない．

(2) $(X, k)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま transitive.
(3) ($X$ , k) は feasible. $\square$
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3 グラフの isthmus 構造と Pebble Motion Puzzle への応用

前節の定理 2より，Pebble Mtion Puzzle においては、盤グラフの isthmus が重要な役割を

担っていることがわかる。本節では，まず isthmus を含むようなグラフについてその構造を整理

し，次にその結果を Pebble Motion Puzzle に応用する $[8|.$

$X$ を連結グラフとする．$B\subset V(X)$ に対して，$S$ が誘導する $X$ の部分グラフを $X[B]$ と

表わす．$B\subset V(X)$ が次の条件をみたすとき $B$ を $k$-block という ;(1) $X[B]$ は連結，かつ，
(2) $X[B|$ は $X[B]$ の $k$-isthmus を持たない，かつ，(3) $B$ は (1) と (2) に関して極大である．

図 2}こ，あるグラフの $k$-isthmus と $k$-block を示す．

図 2. グラフの 3-isthmus $I_{i}(1\leq i\leq 4)$ と 3-block $B_{i}(1\leq i\leq 5)$

以下に，$k$-block の基本的性質を挙げる．

. グラフ $X$ の k-block の位数は $\min\{k+1, |V(X)|\}$ 以上である．

. $S\subset V(X)$ とする．$|S|\geq k+1$ ならば，$S$ を含む $k$-block は高々 1個存在する．

. $S\subset V(X)$ とする．$|S|\geq k+1$ かつ $X[S]$ が連結かつ $X[S]$ が $X[S]$ の $k$-isthmus を含

まないならば，$S$ を含む $k$-block はちょうど 1個存在する．特に，$|S|=k+1$ かつ $X[S]$

が連結ならば，$S$ を含む $k$-block はちょうど 1個存在する．

. $B_{1},$ $B_{2}$ を $X$ の 2つの異なる $k$-block とする．このとき，$|B_{1}\cap B_{2}|=k$ならば，$X[B_{1}\cap B_{2}]$

$\}$ま $X[B_{1}\cup B_{2}]$ の $k$-isthmus であり，$X$ の $k$-isthmus でもある．
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連結グラフ $X$ に対して，$X$ のすべての $k$-isthmus の集合を $\mathcal{I}_{k}$ と表わし，$X$ のすべての

k-block の集合を $\mathcal{B}_{k}$ と表わす．グラフ $T_{k}$ を次のように定義する ; $V(T_{k})=\mathcal{B}_{k}\cup \mathcal{I}_{k},$

$E(T_{k})=\{(B, I)\in \mathcal{B}_{k}\cross \mathcal{I}_{k}:V(I)\subset B\}.$

命題 3. $X$ を連結グラフとする．このとき，上記のように定義したグラフ乃は木である．$\square$

この木を $X$ の $k$-isthmus 木と呼ぶ (図 3)

$B_{1}I_{1}B_{2}I_{2}B_{3}I_{3}B_{4}$

図 3. 図 2のグラフに対応する 3-isthmus 木

この節の残りで，与えられた盤グラフ $X$ の isthmus 構造を用いてパズル ( $X$ , k) を解析する．
$X$ を頂点数 $n$ の連結グラフとする．$k\geq 1$ に対して石の集合を $P$ とするパズル ( $X$ ,紛を考
える．$X$ 上の $P$ の配置 $f$ と石 $p\in P$ に対して，$V(G)$ の部分集合 $R(p, f)$ を次のように定義
する ; $R(p, f)=$ { $v\in V(G)$ : $g\sim f,$ $g(v)=p$ をみたす配置 $g$ が存在する}.

$R(p, f)$ を初期配置 $f$ についての石 $p$ の可動域と呼ぶ．

可動域は以下のようにある $k$-block と一致する．初期配置 $f$ と石 $P$ に対して，$v=f^{-1}(p)$ と置

く．$X$ は連結なので，$v$ のまわりに $k$ 個の空き頂点を集めることができる．つまり，$f$ と同値な

配置 $fi$ が存在して，$f_{1}^{-1}(p)=v$ かつ $X[\{v\}\cup f_{1}^{-1}(0)]$ は連結，となる．$A=\{v\}\cup f_{1}^{-1}(O)$ と置

く．与えられた初期配置 $f$ と石 $P$ に対して，この $A$ は一意には決まらない．しかし，$|A|=k+1$
であることから，$k$-block の基本性質を用いると，$A\subset B$ となる $k$-block $B$ は一意的に存在する
ことがわかる．

定理 4. 初期配置 $f$ , 石 $p\in P$ に対して，上記のように定義した $k$ -block を $B$ とする．このと
き，$R(p, f)=B$ である $\square$

次に，異なる 2つの石が接触するための条件を考える．与えられた初期配置 $f$ について，2つ
の石 $P$ と $q$ が接触可能とは，$f$ と同値なある配置 $g$ が存在して $g^{-1}(p)g^{-1}(q)\in E(X)$ となる

ことである．

定理 5. パズル ($X$, k) について，$f$ を初期配置，$p,$ $q$ を 2つの石とする．このとき，$P$ と $q$ が

接触可能であることは，次のいずれかの条件が成り立っことと同値である;
(1) $R(p, f)=R(q, f)$ かつ $X[R(p, f)|$ $|$まサイクルグラフではない，または，
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(2) $R(p, f)=R(q, f)$ かつ $X[R(p, f)]$ $|$まサイクノレグラフであり $q$ はそのサイクノレ上で $p$ の

隣りにある，または，

(3) $R(p, f)\neq R(q, f)$ かつ $X[R(p, f)\cap R(q, f)]\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $X$ の $k$ -isthmzs である $\square$

最後に，与えられた 2つの配置 $f$ と $g$ が同値になるための必要十分条件を $k$-block を用いて表

わす．$k\geq 2$ のとき，$X$ のある $k$-block $B$ について $X[B]$ がサイクルグラフならば，$B=V[X]$

であることに注意する．

定理 6. $k\geq 2$ とする．$X$ をサイクルグラフではない連結グラフとする．このとき，パズル ($X$, k)

の 2つの配置 $f,$ $g$ が同値であるための必要十分条件は，すべての石 $p$ について $R(p, f)=R(p, g)$

となることである．$\square$

$k=1$ の場合も，盤グラフの例外グラフとして，2部グラフ，サイクルグラフ，$\theta(1,2,2)-$グラ

フを考慮すれば定理 6. と同様な定理が得られるが，記述は省略する．

4 Pebble Exchange Puzzle

この節では，第 1節 (2) で定義した Pebble Exchange Puzzle について調べる．

まず，石グラフ $Y$ が完全 2部グラフ $K_{n_{1},n}2$ の場合を考える [3]. 既に定理 1. により $Y=K_{1,n-1}$

の場合は解決済みなので，以下，$2\leq n_{1}\leq n_{2},$ $n_{1}+n_{2}=n$ とする．

$Y=K_{n_{1},n}2$ の 2つの部集合を $P_{1},$ $P_{2}$ とし，$i=1,2$ について $|P_{i}|=n_{i}$ とする．$X$ の頂点集

合の分割 $V(X)=V_{1}\cup V_{2},$ $i=1,2$ について $|V_{i}|=n_{i}$ , を考える．石交換に付随する群として，
$G(V_{1}, V_{2})$ および $i=1,2$ について $G_{i}(V_{1}, V_{2}),$ $H_{i}(V_{1}, V_{2})$ を次のように定義する ;

$G(V_{1}, V_{2})=\{\sigma\in S(V(X))$ : $g\sim f$ かつ $j=1,2$ について $g(V_{j})=f(V_{j})=P_{j}$ なる配置 $f,$ $g$

が存在して，$g\circ\sigma=f$ }.
$i=1,2$ について，$G_{i}(V_{1}, V_{2})=\{\sigma\in S(V_{i}):g\sim f$ かつ $j=1,2$ について $g(V_{j)=f(V_{j)}}=P_{j}$

なる配置 $f,$ $g$ が存在して，$g|v_{i}\circ\sigma=f|v_{i}\}.$

$i=1,2$ について，$H_{i}(V_{1}, V_{2})=\{\sigma\in S(V_{i}):g\sim f$かつ $j=1,2$ について $g(V_{j})=f(V_{j})=P_{j}$

かつ $g|_{\overline{V_{i}}}=f|_{\overline{V_{i}}}$ なる配置 $f,$ $g$ が存在して，$g|v_{1}\circ\sigma=f|v_{l}\}.$

$X$ を連結グラフとする．このとき，次のことがわかる．

. $G(V_{1}, V_{2})$ 及び $i=1,2$ について $G_{i}(V_{1}, V_{2}),$ $H_{i}(V_{1}, V_{2})$ は分割 $V(G)=V_{1}\cup V_{2}$ によらず

同型である．以下，$G(V_{1}, V_{2}),$ $G_{i}(V_{1}, V_{2}),$ $H_{i}(V_{1}, V_{2})$ を単に $G,$ $G_{i},$ $H_{i}$ とも書く．

. $H_{i}$ は $G_{i}$ の正規部分群である．

. $G/(H_{1}\cross H_{2})\cong G_{1}/H_{1}\cong G_{2}/H_{2}$ が成り立つ．

. パズル $(X, Y)$ の連結成分の個数 $c(X, Y)$ は $|G|/|H_{1}\cross H_{2}|=|G_{1}|/|H_{1}|=|G_{2}|/|H_{2}|$ と等

しい．
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特に $X$ が $n_{1}$ -isthmus を持たないと仮定すると，定理 2. より，$i=1,2$ について $G_{i}\cong S_{n_{i}}$ が

成り立つ．この場合には，$H_{1},$ $H_{2}$ は対称群の正規部分群となる．よく知られている次の事実に
より，$H_{i}$ の候補は限定される．

補題 7. $n\geq 3$ とする．このとき、 $S_{n}$ の正規部分群は、 $\{e\},$ $S_{n},$ $A_{n}$ , およびクラインの四元群
$D_{2}$ のいずれかである

$\square$

これらのことを用いて議論を進めることにより，次の定理 8. を証明できる．結果を述べるため

に，いくつかのグラフを定義する．$X_{0}$ は 6点からなるサイクルグラフであり，$V(X_{0})=\{x_{i}$ :
$0\leq i\leq 5\},$ $E(X_{0})=\{x_{0}x_{1}, x_{1}x_{2}, \ldots, x_{5}x_{0}\}$ とする．$x_{0}$ に新たな頂点 $y,$ $z$ を付加して，グラ
フ $Q(1),$ $Q(2)$ , および $1\leq i\leq 3$ について $Q(1, i)$ を作る ;

$V(Q(1))=V(X_{0})\cup\{y\},$ $E(Q(1))=E(X_{0})\cup\{x_{0}y\},$

$V(Q(2))=V(X_{0})\cup\{y, z\},$ $E(Q(2))=E(X_{0})\cup\{x_{0}y, yz\},$

$V(Q(1, i))=V(X_{0})\cup\{y, z\},$ $E(Q(1, i))=E(X_{0})\cup\{x_{0}y, x_{i}z\}$ for $1\leq i\leq 3.$

また，正の整数 $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3}$ に対して，次数 3の頂点から 3本の長さ $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3}$ の道が出てい

るような木を $T(a_{1}, a_{2}, a_{3})$ と書く．

定理 8. ([3]) $2\leq n_{1}\leq n_{2}$ とする．$X$ は $n=n_{1}+n_{2}$ 頂点を持つ連結グラフであり，かつ，サ
イクルグラフではなく，かつ，$n_{1}$ -isthmus を持たないとする．$H_{1},$ $H_{2}$ は先に定義した群とし，
$c=c(X, K_{n_{1},n_{2}})$ とする．このとき，
(1) $X$ が 2部グラフでないならば，$H_{1}\cong S_{n1},$ $H_{2}\cong S_{n_{2}},$ $c=1.$

(2) $X$ が 2部グラフならば，(3) の例外を除き，$H_{1}\cong A_{n}1,$ $H_{2}\cong A_{n}2,$ $c=2.$

(3) (3-1) $n_{1}=3,$ $n_{2}=3$ かつ $X$ が $T(1,2,2)$ ならば，$H_{1}\cong\{e\},$ $H_{2}\cong\{e\},$ $c=6.$

(3-2) $n_{1}=3,$ $n_{2}=4$ かつ $X$ が $Q(1),$ $T(2,2,2)$ のいずれかならば，$H_{1}\cong\{e\},$ $H_{2}\cong D_{2},$ $c=6.$

(3-3) $n_{1}=4,$ $n_{2}=4$ かつ $X$ が $\theta(2,2,2),$ $Q(1,3),$ $Q(2),$ $T(2,2,3)$ のいずれかならば，$H_{1}\cong D_{2},$

$H_{2}\cong D_{2},$ $c=6.$
$\square$

$T(1,2,2) Q(1) T(2,2,2)$

$\theta(2,2,2) Q(1,3) Q(2) T(2,2,3)$

図 4. 定理 8. の例外グラフ
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定理 8. のすべての例外グラフは $\theta(2,2,2)$ の部分グラフである (図 4).

$r\geq 3$ とする．石グラフを完全 $r$ 部グラフとした場合には，完全 2部グラフの場合のような例

外パズルは存在しない．

定理 9. ([3]) $r\geq 3,$ $n_{1}\leq n_{2}\leq\ldots\leq n_{r}$ とする．$X\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $n=n_{1}+n_{2}+\cdots+n_{r}$ 頂点からなる

$(n-n_{r})$ -isthmus を持たない連結グラフとする．このとき，$(X, K_{n_{1},\ldots,n_{r}})$ $|$ま feasible である．
$\square$

観察により，盤グラフ $X$ と石グラフ $Y$ が両方とも 2部グラフで頂点数が 3以上の場合には，

偶奇性により $(X, Y)$ は feasible ではありえないことがわかる．そこで $X,$ $Y$ が両方とも 2部グラ

フの場合には，次の定義を追加する．配置の全体 $\mathcal{F}(X, Y)$ が $\mathcal{F}_{1}$ と $\mathcal{F}_{2}$ に等分割されて，$i=1,2$

について $f,$ $g\in \mathcal{F}_{i}$ ならば $f\sim g$ が成り立つとき，$(X, Y)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま semifeasible である，という． $arrow$

こで，semifeasibility と feasibility の関連を述べておく．

命題 10. $n\geq 3$ とする．$X,$ $Y$ はいずれも頂点数 $n$ の 2部グラフであり，$(X, Y)\}$ま semifeasible
とする．$X’$ は $X$ を全域部分グラフとして含む，2部グラフではないグラフとする．このとき，

$(X\prime, Y)$ は feasibleである．$\square$

次に，盤グラフの連結度とパズル $(X, Y)$ の feasibility の関連を述べる．グラフ $X$ の連結度

を $\kappa(X)$ , 最大次数を $\Delta(X)$ , 最小次数を $\delta(X)$ と書く．

定理 11. ([4]) $n\geq 1$ とする．$X,$ $Y$ は $n$ 頂点の連結グラフであり，$\kappa(X)+\Delta(Y)\geq n+1$ と

する．このとき，

(1) $(X, Y)$ は tmnsitive である．

(2) さらに，$X$ はサイクノレグラフと $\theta(1,2,2)$ のどちらでもないならば，$(X, Y)$ は feasible ま
たは semifeasibleである．$\square$

定理 1の仮定は，結論の必要十分条件ではない．しかし，ある意味で最善であることを以下に示

す．その準備として，長い isthmus の存在は transitivity の障害になることを注意する．

命題 12. ([4]) $k\geq 1,$ $Y\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $k$ -isthmus を持つとする．このとき，$\kappa(X)\leq k$ ならば，$(X, Y)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま

tmnsitive ではな $\mathfrak{h}\backslash .$ $\square$

$2\leq d\leq n-1$ を満たす整数 $n,$ $d$ について，$K_{1,d}$ の 1つの葉に長さ $n-d-1$ の道を付け加えて
できる $n$ 頂点の木を $H(n, d)$ とする．$H(n, d)$ は $(n-d)$-isthmus を持ち，その最大次数は $d$ で

ある．このとき，命題 12. より，$n$ 頂点のグラフ $X$ について $\kappa(X)+d\leq n$ ならば $(X, H(n, d))$

は transitive ではないことがわかる．

$X,$ $Y$ のグラフとしての不変量とパズル $(X, Y)$ の feasibility との関連については定理 11., 命

題 12. 以外にはほとんど知られていない．これに関連して 1つの予想を述べる．
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予想 13. $n\geq 3$ とする．$X,$ $Y$ は $n$ 頂点の連結グラフであり，$\delta(X)+\delta(Y)\geq n+1$ とする．

このとき，$(X, Y)$ は feasibleである．$\square$

予想 13. の仮定の不等式は，この予想が正しいとすれば最善である; $n$ が 4以上の偶数であると

き，$X=Y=K_{n/2,n/2}$ あるいは $X=Y=K_{n/2}\cross K_{2}$ とすると，どちらの例も $\delta(X)+\delta(Y)=n$

であるが，$(X, Y)$ は feasible にはならない．

次に盤グラフが具体的なグラフ族の場合を考える．頂点数 $n$ のパス，サイクルをそれぞれ $P_{n},$

$C_{n}$ と書く．$Y$ を頂点数 $n$ の連結グラフとするとき，$(P_{n}, Y)$ が feasible であるための必要十分
条件は $Y$ が完全グラフであることは容易にわかる．以下に，サイクルグラフにつぃての結果を
示す．

定理 14. ([4]) $n\geq 3$ とする．$Y\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $n$ 頂点のグラフとする．このとき，$(C_{n},Y)$ が feasible であ
るための必要十分条件は，$\overline{Y}$ が林であり，かっ，$gcd(c_{1},c_{2}, \ldots, c_{r})=1$ となることである．ここ
で，$r\ovalbox{\tt\small REJECT}$まの連結成分の個数であり，$c_{i}$ は $\overline{Y}$ の $i$ 番目の連結成分の頂点数である $\square$

盤グラフ $X$ が完全 2部グラフの場合 (定理 1., 定理 8) , サイクルグラフの場合 (定理 14) 以

外の具体的なグラフ族について $(X, Y)$ が feasible となるための $Y$ の条件を確定することは興味

深い．

5 Pebble Exchange Puzzle に付随する群

この節では，本研究で扱うパズルに関連する構造のうち，比較的高い対称性を持つような構造

を探る試みを記す．$X$ を連結グラフとする．$X$ を盤グラフかつ石グラフとするパズル $(X, X)$ の

配置のうち $X$ の自己同型写像にのみ注目する．Aut(X) を $X$ の自己同型群，$1_{X}$ を $X$ の頂点

集合 $V(G)$ 上の恒等写像とする．$X$ の石交換群を Peb(X) $=\{f\in$ Aut(X): $f\sim 1_{X}\}$ と定義

する．Peb(X) は Aut(X) の部分群である．以下，Peb(X) の基本的な性質を述べる．

一般に，どのような有限群 $G$ に対しても，Aut(X) が $G$ と同型となるような連結グラフ $X$

が存在することが知られている．(Frucht の定理 [2]. 参考書として例えば [7] を参照のこと．) こ

のことは，Aut(X) を Peb(X) に代えても成り立つ．実際，まず Aut($X$’) $\cong G$ を満たす連結

グラフ $X’$ で，$\Delta(G’)<|V(G’)|-1$ であるものを準備する．$X’$ に新たな 1つの頂点 $v$ を join
したグラフ $X=X’+\{v\}$ を考えると，Aut(X) $\cong Aut(X’)\cong G$ となる．一方，$X$ は全域木

としてスターを含む 2-連結グラフであるので定理 1. より $(X, X)$ は feasible である．よって，
Peb(X) $\cong$ Aut(X) が成り立っ．

命題 15. 有限群 $G$ に対して，Peb(X) $\cong G$ となるような連結グラフ $X$ が存在する．$\square$

次に，$X$ が小さいサイクルを含まない場合を考える．$X$ に含まれるどのサイクルの長さも 5

以上ならば，初期配置 $1_{X}$ から出発して各石は高々元の点の近傍までしか移動できないことがわ

かる．このことから次の結果が得られる．
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命題 16. 連結グラフ $X$ に含まれるどのサイクルの長さも 5以上ならば，Peb(X) $=\{1_{X}\}.$ $\square$

次にグラフの積に関する石交換群の性質を述べる．

2つのグラフ $X_{1}$ と $X_{2}$ の積 (Cartegian product) $X_{1}\cross X_{2}$ を次のように定義する ;

$V(X_{1}\cross X_{2})=V(X_{1})\cross V(X_{2}),$ $E(X_{1}\cross X_{2})=\{(u_{1}, u_{2})(v_{1}, v_{2})$ : $u_{1}=v_{1}$ かつ $u_{2}v_{2}\in$

$E(X_{2})$ , または，$u_{2}=v_{2}$ かつ $u_{1}v_{1}\in E(X_{1})\}.$

連結グラフ $X_{1},$ $X_{2}$ について，Peb $(X_{1}\cross X_{2})\supset$ Peb$(X_{1})\cross$ Peb$(X_{2})$ の成立は自明である．実
際には，この両辺は同型となることがわかる．

定理 17. $X_{1},$ $X_{2}$ が連結グラフならば，$Peb(X_{1}\cross X_{2})\cong Peb(X_{1})\cross Peb(X_{2})$ . $\square$

系として，$n$ 次元立方体 $Q_{n}=K_{2}^{n}$ について次が成り立つ．

系 18. Peb $(Q_{n})\cong \mathbb{Z}_{2}^{n}.$

今後の研究の 1つの方向として，グラフの自己同型群について知られている諸々の性質が石交

換群についても成立するのかどうかを調べることが挙げられる．
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