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1 序

本稿は準備中の論文 [Hi] の予報である．微分構造を持つ空間については，その上で微分可
能な関数が定義され，微分演算を伴う解析 (端的には微分方程式の理論) が展開される．本
稿では，一般の測度つき距離空間についても，その上に正則強局所 Dirichlet 形式が定まっ

ているならば，Dirichlet 形式の定義域に属する関数に対して「微分」の概念を定義すること

ができ，空間に木上 [Ki08] が提唱した 「測度論的 Riemann 構造」が定まることを述べる．
このようなことを考える 1つの動機および遠い目標は，フラクタル集合などの微分構造を持

たない空間においても確率微分方程式のような理論を作りたいというものである．

2 設定

主定理の主張を述べるため，まず，[FOT] に従って Dirichlet 形式の一般論から必要事項
をまとめておく．

$(K, d)$ を局所コンパクト可分距離空間とし，$\mu$ を $K$ 上の正値 Radon 測度で $supp\mu=K$

なるものとする．$K$ 上の可測関数 $f$ に対して $supp(|f|d\mu)$ を $suppf$ で表す．$K$ 上の実数

値連続関数全体を $C(K)$ で表し，$C(K)$ の元で台が有界なもの全体を $C_{c}(K)$ とする．

定義 2.1 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ が $L^{2}(K, \mu)$ 上の正則強局所 Dirichlet 形式であるとは，以下が成り立っこ
とをいう．

(i) $\mathcal{F}$ は $L^{2}(K, \mu)$ の稠密な部分空間で，$\mathcal{E}:\mathcal{F}\cross \mathcal{F}arrow \mathbb{R}$ は非負定値対称双線型形式．

(ii) $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ は $L^{2}(K, \mu)$ 上で closed, すなわち $f,$ $g\in \mathcal{F}$ に対して

$(f, g)_{\mathcal{F}}:= \mathcal{E}(f, g)+\int_{K}fgd\mu$

により $\mathcal{F}$ の内積 $(\cdot, \cdot)_{\mathcal{F}}$ を定めると，$\mathcal{F}$ は Hilbert 空間になる．

$*1$ 本研究は科研費 (課題番号: 21740094) の助成を受けたものである．
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(iii) (Markov 性) $f\in \mathcal{F}$ に対して $\hat{f}=(0\vee f)\wedge 1$ と定めると $f\in \mathcal{F}$ で，さらに
$\mathcal{E}(\hat{f}, f)\leq \mathcal{E}(f, f)$ が成り立つ．

(iv) (正則性) $\mathcal{F}\cap C_{c}(K)$ は $\mathcal{F}$ で稠密かつ $C_{c}(K)$ で稠密．ただしここで $\mathcal{F}$ の位相は内積

$(\cdot, \cdot)_{\mathcal{F}}$ から定まるもの，$C_{c}(K)$ の位相は一様位相とする．

(v) (強局所性) $f,$ $g\in \mathcal{F}$ で $suppf,$ $suppg$ はともにコンパクト，かつ $suppf$ のある近傍

で $g$ が定数ならば，$\mathcal{E}(f, g)=0.$

注意 2.2 このとき，Dirichlet 形式の一般論から，$K$ 上の，内部消滅のない $\mu$-対称拡散過程

$\{X_{t}\}$ が対応する．

以下では，$(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ は常に正則強局所 Dirichlet形式であるとする．$\mathcal{F}$ の元で有界関数であ

るもの全体をんで表わす．$f\in \mathcal{F}_{b}$ に対して，$f$ のエネルギー測度 $\nu_{f^{*2}}$が，次の性質をみ
たす唯一つの $K$ 上の正の有限 Radon 測度として定義される:

$\int_{K}\varphi d\nu_{f}=2\mathcal{E}(f, f\varphi)-\mathcal{E}(f^{2}, \varphi), \forall_{\varphi\in \mathcal{F}_{b}\cap C(K)}.$

エネルギー測度は，$K$ の任意の Borel 集合 $A$ に対して

$|\nu_{f_{1}}(A)^{1/2}-\nu_{f}2(A)^{1/2}|\leq\nu_{f_{1}-f_{2}}(A)^{1/2}\leq(2\mathcal{E}(f_{1}-f_{2}, f_{1}-f_{2}))^{1/2}$

という不等式をみたすため，有界でない $\mathcal{F}$ の元に対しても，有界関数列で近似することで
自然に $\nu_{f}$ を定めることができる．また，$f,$ $g\in \mathcal{F}$ に対して，

$\nu_{f,g}:=\frac{1}{2}(\nu_{f+g}-\nu_{f}-\nu_{g})$

として $K$ 上の符号付き測度 $\nu_{f,g}$ を定める．$\nu_{f,g}$ は $f,$ $g$ に関して双線型性を持つ．

次に，エネルギー測度を用いて Dirichlet 形式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ の各点指数および指数の概念を

[Hi10] に倣って導入する．

定義 2.3 $K$ 上の正の Radon 測度 $\nu$ が $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ の minimal energy-dominant measure (エ

ネルギー支配極小測度) であるとは，次の 2条件が成り立つことをいう．

(i) 任意の $f\in \mathcal{F}$ に対して，$\nu_{f}\ll\nu$ (すなわち $\nu_{f}$ は $\nu$ に対して絶対連続).

(ii) もし別の測度 $\nu’$ が上の条件を ( $\nu$ を $\nu’$ に置き換えて) 満たしていれば，$\nu\ll\nu’$ で
ある．

$*2$ [FOT] では $\mu\langle f\rangle$ という記号が用いられており，そちらの方が標準的な記法である．
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このとき $v_{f,g}\ll\nu(f, g\in \mathcal{F})$ も常に成り立つ．また，もし $v$ と $\hat{v}$ がともにエネルギー支配

極小測度であれば，定義より $\nu$ と $\hat{\nu}$ は互いに絶対連続である．エネルギー支配極小測度は常

に存在する．更に強く，次の主張が成り立っ．

命題 2.4 ([Hi10, Proposition 2.7]) 集合 { $f\in \mathcal{F}|\nu_{f}$ はエネルギー支配極小測度} は

$\mathcal{F}$ で稠密である．

$(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ のエネルギー支配極小測度 $\nu$ を一つ固定する．

定義 2.5 Dirichlet 形式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ の各点指数とは，次の条件を満たす $K$ 上の $\mathbb{Z}_{+}\cup\{+\infty\}-$

値関数 $p(x)$ のうち (v-a.e. の意味で) 最小の関数のことである: 任意の $n\in \mathbb{N}$ と任意の

$f_{i},$
$\ldots,$

$f_{n}\in \mathcal{F}$ に対して，

rank $( \frac{dv_{f_{i},f_{j}}}{dv}(x))_{i,j=1}^{n}\leq p(x)$ $\nu-$ a.e. $x\in K.$

また，$p$ $:=v- ess\sup_{x\in K}p(x)\in \mathbb{Z}_{+}\cup\{+\infty\}$ を $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ の指数と呼ぶ．

容易にわかるように，$p(x)$ および $p$ は $v$ の選び方に依存しない．$p(x)$ は $\nu$-ae. の意味で
一意に定まり，後述するように 「点 $x\in K$ における仮想的な “接空間 “ の次元」 を表わして

いる．また，指数 $p$ は，拡散過程 $\{X_{t}\}$ の加法汎関数に関するマルチンゲール次元に等しい

という確率論的な意味を持つ ([Hi10, Theorem 3.4]).

例 2.6 $K=\mathbb{R}^{d},$ $\mu=dx,$ $\mathcal{F}=W^{1,2}(\mathbb{R}^{d})$ とし，$A(x)=(a_{ij}(x))_{i}^{d_{j=1}},(x\in \mathbb{R}^{d})$ を，可測な
$\mathbb{R}^{d\cross d}$-値関数で各 $x$ について $A(x)$ は対称行列であり，更にある $c_{1}>0,$ $c_{2}>0$ に対して

$c_{1}|h|_{\mathbb{R}^{d}}^{2}\leq(A(x)h, h)_{\mathbb{R}^{d}}\leq c_{2}|h|_{\mathbb{R}^{d}}^{2}, h\in \mathbb{R}^{d}, x\in \mathbb{R}^{d}$

が成り立っているものとする．

$\mathcal{E}(f, g)=\frac{1}{2}\int_{\mathbb{R}^{d}}(A(x)\nabla f(x), \nabla g(x))_{\mathbb{R}^{d}}dx, f, g\in \mathcal{F}$ (2.1)

と定めると，$(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ は $L^{2}(\mathbb{R}^{d}, dx)$ 上の正則強局所 Dirichlet 形式となる．$f,$ $g\in \mathcal{F}$ に対し

$\nu_{f,g}(dx)=(A(x)\nabla f(x), \nabla g(x))_{\mathbb{R}^{d}}dx$

であることが具体的な計算でわかり，エネルギー支配極小測度 $\nu$ として Lebesgue 測度 $dx$

をとることができる．すると $\frac{dv_{f_{i},f_{j}}}{dv}(x)=(A(x)\nabla f(x), \nabla g(x))_{\mathbb{R}^{d}}$ となり，このことから容
易に $p(x)=d\nu-a.e$ . が従う．特に指数 $p$ は空間の次元 $d$ に等しい．
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例 2.7 $K=\mathbb{R}^{2},$ $\mu=dxdy$ (2次元 Lebesgue 測度) とし，$f,$ $g\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{2})$ に対して

$\mathcal{E}(f, g)=\frac{1}{2}\int_{\mathbb{R}^{2}}(\nabla f(x, y), \nabla g(x,y))_{\mathbb{R}^{2}}dxdy+\frac{1}{2}\int_{\mathbb{R}}\frac{\partial f}{\partial x}(x, 0)\frac{\partial g}{\partial x}(x, 0)dx$

と定めると，$(\mathcal{E}, C_{c}^{\infty})$ は $L^{2}(K, \mu)$ 上で可閉となる．そこでその最小閉拡大を $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ とする

と，エネルギー測度は

$\nu_{f,g}=(\nabla f(x, y), \nabla g(x, y))_{\mathbb{R}^{2}}dxdy+\frac{\partial\tilde{f}}{\partial x}(x, 0)\frac{\partial\tilde{g}}{\partial x}(x, 0)dx\otimes\delta_{0}(dy)$ , $f,$ $g\in \mathcal{F}$

と表される．(ここで 1は $f$ の準連続修正を表し，$\delta_{0}$ は $0$ における Dirac 測度である．) こ

れより，$\nu$ として $dx\otimes(dy+\delta_{0}(dy))$ をとることができ，具体的な計算から

$p(x, y)=\{\begin{array}{ll}2 (y\neq 0 のとき )1 (y=0 のとき )\end{array}$ $\nu-a.e.,$ $p=2$

となる．

例 2.6, 例 2.7では，Dirichlet 形式の表示式から全ての情報が具体的に計算でき状況は単純
であるが，$K$ がフラクタル集合のような場合，Dirichlet形式の定義は (2.1) のように簡明で

はなく，具体的にエネルギー測度を記述したり，(各点) 指数を決定することは易しい問題で

はない．また，一般に $\nu$ は $\mu$ と互いに特異な測度になり得る．

3 主定理

$(K, \mu),$ $(\mathcal{E}, \mathcal{F}),$ $\nu$ は前節と同じ条件をみたすものとする．簡単のため，以下では指数 $p$ は

有限値と仮定する．

定理 3.1 $\mathcal{F}^{p}:=\mathcal{F}\cross\cdots\cross \mathcal{F}\sim$
の稠密な部分集合 $\mathcal{G}$ が存在し，$\mathcal{G}$ の任意の元 $(g_{1}, \ldots, g_{p})$ に

$p$ 個

対して以下が成立する．

(i) 各 $i=1,$ $\ldots,p$ に対して，$\nu$g。はエネルギー支配極小測度．
(ii) $\nu-a.e.x$ に対して，$( \frac{d\nu_{g_{i},g_{j}}}{d\nu}(x))_{i,j=1}^{p(x)}$ は正則行列．

$p=1$ のときは定理 3.1は命題 2.4と同等な主張である．その意味で，定理 3.1は命題 2.4
の拡張といえる．

$g=(g_{1}, \ldots, g_{p})\in \mathcal{G}$ を 1つ固定し，$Z_{g}(x);=( \frac{d\nu_{g_{i},g_{j}}}{d\nu}(x))_{i,j=1}^{p}$ とおく．次の定理より，
$g:Karrow \mathbb{R}^{p}IJK$ の「局所座標系」 ($g$ の単射性は一般に成り立たない), $Z_{g}(x)$ は $x\in K$

の「接空間」 における Riemann計量，$p(x)$ は接空間の次元とみなすことができる．
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定理 3.2 ($\mathcal{F}$ に属する関数の “全微分”) 任意の $f\in \mathcal{F}$ に対し，$K$ 上の $v$-可測 $\mathbb{R}^{p}$ 値関数
$\nabla_{g}f=t(\partial^{(1)}f, \ldots, \partial^{(p)}f)$ が $\nu-a.e$ . の意味で一意的に存在して以下をみたす: $\nu-a.e.x$ に対

して，$\partial^{(j)}f(x)=0(j>p(x))$ であり，

$f(y)- \tilde{f}(x)=\sum_{i=1}^{p(x)}\partial^{(i)}f(x)(\tilde{g}_{i}(y)-\tilde{g}_{i}(x))+R_{x}(y) , y\in K$ (3.1)

と表したとき $\frac{d\nu_{R_{x}}}{d\nu}(x)=0.$

また，等式

$\mathcal{E}(f, h)=\frac{1}{2}\int_{K}(\nabla_{g}f, Z_{g}\nabla_{g}h)_{\mathbb{R}^{p}}dv, f, h\in \mathcal{F}$ (3.2)

が成立する．

上の定理の主張において，$f$ は $f$ の準連続修正を表す．また，$\frac{d\nu_{R_{x}}}{d\nu}(x)$ の正確な意味は，$x$

を定数とみて $R_{x}(y)$ を (3.1) によって $y$ の関数として定義したとき，自然に定まる $\frac{dv_{R_{x}}}{d\nu}(y)$

の v-version に $y=x$ を代入したもの，すなわち

$\frac{d\mu_{\langle R_{x}\rangle}}{d\nu}(x)=\frac{d\mu_{\langle f\rangle}}{d\nu}(x)-2\sum_{i=1}^{p(x)}\partial^{(i)}f(x)\frac{d\mu_{\langle f,g_{i}\rangle}}{dv}(x)+\sum_{i,j=1}^{p(x)}\partial^{(i)}f(x)\partial^{(j)}f(x)\frac{d\mu_{\langle g_{i},g_{j}\rangle}}{d\nu}(x)$

である．

注意 3.3ある有限分岐的フラクタルのクラスに関しては，定理 3.2に関連した既知の結果
として以下のようなものがある．

(1) (3.2) と類似の表現 (ただし 「Riemann 計量」 は退化している) $-[Kus89$ , Kus93,
Ki93, TeOO].

(2) $p=1$ の場合の (3.1) に類似した表現 $-[PT08$ , Hi10$].$

定理 3.1および定理 3.2はこれらの結果の精密化・拡張と見なすことができる．

例 3.4 $K$ として，次のいずれかの自己相似フラクタルを考える．

(1) ネステッドフラクタル (図 1を参照．)

(2) Sierpinski carpet (図 2を参照．)

$\mu$ を $K$ 上の Hausdorff測度とするとき，$K$ 上の 「Brown 運動」 に対応する $L^{2}(K, \mu)$ 上の

標準 Dirichlet 形式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ が定まる．([Li90, BB89, KZ92, BB99, BBKT10] を参照．) こ

のときエネルギー支配極小測度 $\nu$ は $\mu$ と互いに特異で ([Hi05, BBK06]), (1) の場合，各点
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図 1 ネステツド・フラクタルの例

図 2Sierpinski carpet の例

指数 $p(x)$ は $\nu-a.e$ . で 1に等しく ([Kus89, Hi08]), (2) の場合，指数 $p(\geq 1)$ はスペクトル

次元 $d_{S}$ 以下である ([Hill]). 特に図 2の最初の 2つのフラクタルについては $d_{s}<2$ であ

り，このことから $p=1$ が従う．図 2の一番右の 3次元標準 Sierpinski carpet については，

$2<d_{s}<3$ であることが知られており $([BB99])$ , $P$ は 1または 2であるが，どちらが正
しいかはまだ決定されていない．(1) と (2) のいずれの例においても，Dirichlet 形式の定義

域 $\mathcal{F}$ は Besov 空間 $\Lambda_{2,\infty}^{d_{w}/2}(K, \mu)(d_{w}>2)$ で特徴付けられ $([JO96,$ KumOO, $Gr03])$ , $\mathbb{R}^{d}$ 上

の 1次関数を $K$ に制限したもので $\mathcal{F}$ に属するのは定数関数のみである．このように，関数
空間 $\mathcal{F}$ に属する元は一般に通常の意味で滑らかとは言えず．$\mathbb{R}^{d}$ の標準座標関数との比較は

困難だが，$\mathcal{F}$ の元どうしなら infinitesimal な変動の商を考えることができるというのが定

理 3.2の背後にある事実である．

以上の定理により，集合 $K$ に Riemann 構造の類似が導入されたことになるが，更に話を進
めるためにはまだ以下のような障害がある．

(i) 各点指数 $p(x)$ や「Riemann 計量」 $Z_{g}$ は $\nu-$ae. でしか定義されておらず，定義されて
いない点の集合は $K$ で稠密であったり容量が正でありえるため，$(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ に対応する拡

散過程 $\{X_{t}\}$ の解析のためにはまだ情報が不足している．

(ii) 定理 3.1における $\mathcal{G}$ の元を (1つでも) 具体的に記述する方法が一般にはわからない．
$(ただし，K が非退化な$ Sierpinski gaeket $で (\mathcal{E}, \mathcal{F})$ が Brown 運動に対応するものと

いう具体例では，定数関数でない任意の調和関数は $\mathcal{G}$ に属することが示されている
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([Hi10, Theorem 5.6]) $)$ .

これらは今後の課題である．
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