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Fig.1 閉ループ内熱対流蜜内実験における温度時系列の前半 $($ }. $)$ と後半 (下)

(一続きの実験であるが、データが大量であるため、前半と後灘に分けてグラフ化した)

1. はじめに 舞いは、 かなり 「$Robust$」 なものではある。 しかしながら、現実
最も有名なカオス・システムのひとつである 「ローレンッ・カ の窒内実験においては、ループの接線方向と蔵交する流速成分は

オス 1 (Lorenz, 1963) 」 に対しては、今も重要な疑間が付いて園っ 確かに存在する。 しかも、 断面が円形であるトーラス型の閉ルー
ている。すなわち、「たった 3つだけの変数でもカオスが起こるか プ内では、 閉ループ内前面で浮力を受けて上昇する流れは、前後
ら多自由度なら当然カオスなのか？」。それとも、「自由度が少な に傾いた天井にぶつかることで、ループ内後面に回り込む、 とい
すぎるゆえに、そのシステムはカオスとして振舞わなくてはなら うトロイダルな効果を持っている。 この効果が流れを 3次元的に
ないのか $\eta$ もしそうならば、 自由度を上げるとその系にカオスは する傾向がある。
現れず安定化する薄能性がある $J$。そもそも、ローレンツ・カオス そこで我々は、断面が円形であるトーラス型の閉ループの代わ
は無限自由度を持つ現実流体の中で、 実現するのかどうか、 言い りに、断面が長方形である、 アニュラス型の閉ループを使って、
換えると、無限自由度をもつ流体が、 自ら小自由度的振る舞いを 同様の実験に取り組んだ。 アニュラス型の場合は、上下・左右の
選択する条件は何なのか 9 2次元的な流れが実現する可能性があるからである。
そのような問題意識を持って、我々は、まず、鉛直設置したト 我々のアニュラス型閉ループは、下部半分が一定温度の温水槽

ーラス型の閉ループ内熱対流実験を行い、ローレンツ・カオスに に浸され、上部半分も一定温度の冷却水槽に浸されている (Fig.2)。
似た、ループに沿った主流の反転現象を確認した 2 (Suda and そして、ループ内上下・左右の 4地点 (図中の 1, 2, 3, 4) に
Mumura, 1989)。しかしながら、同様な装置を使った実験で、ルー 熱電対を設置されている。
プに沿った主流が形成されず、代わりに 4細胞状の局所流がカオ この装置を使って、 管壁温度一定の条件下における、 閉ループ内
ス的に変動するという、我々と矛盾する報告もなされた 3.4 (Sano, 熱対流実験を行い、 温度の時系列データを得た。
$199la,b)$。その結果、確かに、加熱部冷却部の温度差を大きくするにっれ
また、 ローレンツシステムを閉ループ内熱対流のトランケー て、ループに沿った主流が定常安定から、 乱流安定状態を経て、
ションモデルとして岡定する、理論的な取り組みも存在する ’ カオス的反転に遷移することが確認出来た。 このカオス状態は局
(York and York, 1981)。ただし、彼らの理論は、ループ内流速は 所的には激しく乱れながら、全体としてローレンツ・カオスと良
ループに沿った成分のみを持つという基本的な仮定を前提とし$\check{}$( く似た振る舞いをすることも確認できた。
いた。確かに、 この仮定のもとでは、 ローレンツ・カオス的振る
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$Fig.2$ 実験装置概念図
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$Fig3a,b$ トラジェクトリーとカスプ．マップ (前半)

しかし、 実験パラメータは共通にしたつもりでも、ある $F4$ の実

験ではカオス的反転が見られるのに、別の $B$ の実験では見られな
いことがあった。 また、長時間実験を行うと、 さらに奇妙な現象
が見られた。
例えば、ループ幅 (図中の 1-3点間あるいは 24間距離) が $30m$

でチュープ幅 (図中の実験流体の厚み) が 1.$5cm$の閉ループ $($す
なわちアスペクト比が 20) を使って、加熱部冷却部温度差が
$3\sigma c$を保ったまま、 約 12時間におよぶ長時間実験の温度時系列 – $-\theta\hookrightarrow-*-----$ $1nl\aleph=$
データが Figl である。上図・下図の各々の 6本のグラフのうち、 $\circ\cdot\infty-$ $\backslash 2-$

$–$$\eta$

CoohngT. He凶 $T$が各々、加熱部及び冷却部温度の加熱部・冷 $arrow 4^{-}\infty$ $arrow mom\overline{om}$$\circ 4\infty\Phi\infty--$ $||\infty\uparrow\alpha$$omo\mathfrak{m}\iota\infty 1r$

却部平均温度からの偏差を加熱部・冷却部温度差の半分で無次元
化した時系列であり、実験の間中、 $+1$

、
$-1$ が維持されている事 Fig.4$l^{b}$ トラジェクトリ $-$とカスプマップ (後半)

がわかる。
グラフのうち $3-9An\dot{t}Sym$ がループ内左右温度差の半分を無次

元化した量でこの符号がおおむね主流の向きに薄応している。ま 2.2凍元玄巴方犠虞
た、 $0$ -6AnliSymが上下温度差の半分に対応した無次元化量であ
り、 いわゆるローレンツ・システムの変数 $Z$ に対応している。さ 粘性流体の質量保存、運動量保存、エントロピー保存の式は、

らに、$3-9Sym$ と $0-6Sym$は左右・上下温度変化の対称成分 (和 ベクトル形式で
の半分に対応した無次元量) であり、実験装置の持つ対称性から $d\rho$

の逸脱の程度を表すが、 それは比較的小さい事がわかる。 $\overline{dt}^{+\rho\nabla}$
▼ $=0,$

初めの約 6時間は頻繁に蛍流の反転を繰り返すのに対して、後 dv
半の約 6時間は、かなり長い時間反転が見られず、 しかし、後半 $\rho_{\overline{dt}}+\nabla p-\mu\Delta v-l\eta=F,$

の終盤になると、再び反転し始める事がわかる。
前半のデータをもとに、$3-9An\dot{0}Sym$ データと $0-6A_{I}mSym$デー $\rho C_{p}+()_{\ell}\underline{dT}\underline{T}\underline{\partial p}\underline{\psi}$-勉$T=Q$

タを使ったトラジェクトリーを描くと、左右に穴を持つ 2枚の波 $dt p\partial\Gamma dt$

のように見え、 ローレンツ・システムと良く似たアトラクターを と表わされる、ただし、 $\rho$
、 ▼、 $p$、

$\gamma$ は各々、密度、 速度、圧

持つことが解る。 また、 0- $6A$血 i $m$データを使って、 ローレン 力、温度であり、 $\mu$ 、 $8$、 $Cp$、
$\lambda$ は各々、粘性係数、重力加速度 $\Lambda$

ツ・カスブ．マップを描くと、比較的少数の例外を除いて、テン 熱伝導係数であり、 $P$
、

$Q$ は各々、運動量と熱量の外的強制項で

ト状のカスプが認められ、やはりローレンツシステムと似てい ある。
る $(Fig.3a,b)$。ここで、$F=0$

、
$Q\prec$} の時、

ところが、後半のデータをもとに同様の図を描くと、 トラジェ
–$+ \prime T=T+\Gamma (1-\beta\Gamma), \nabla$$p_{I}^{=}\%$ $p,$ $0$

, $\rho-\hslash$
$A$% $=\rho$謬

クトリーは、右の穴に落ち込んでいった後、 急に、 ローレンツ型
のアトラクターが回復する。 カスプ．マップを見ても、テント型 と置き、 浮力項以外の $\rho$ は $\rho 0$ としてブジネスク近似を行うと、

の特徴は目 $\backslash t_{\wedge}$たず、長い安定期を経て、徐々にテント型に移行し $\nabla\cdot v=0,$

ている事が読みとれる (Fig.Ab)。 dv 1 $\mu$

このように、 実験条件はほぼ–定に保たれているにもかかわら $\overline{d\prime}\overline{p}\overline{\rho}=-\nabla p’-\beta\Gamma’g+\Delta v=0,$

$0$ $0$

ず、 ローレンツ・システムのような振る舞いが、 自ら、 乱流安定
なシステムに遷移し、 しかも、 そのまま安定状態が続くのではな $\underline{d\Gamma}=-\Delta r’$

$\lambda$

$\langle$ 、やがて、 ローレンツシステムが回復する。
$dt \rho_{0}C_{p}$

この現象を仮に自発的レジーム・シフトと呼ぶ事にすれば、そとなる、ただし $\beta$ は熱膨張率である。注意すべき点は、座標系に
れを説明できるような解釈が求められる。 このように、連続体と 依存しない形で、
して無限自由度を持つ現実の流体系において、 まるで低次システ dv $\partial v$ $V\cdot V$

ムのカオスのような振る舞いが実現する条件は、 極めて $\overline{d/}\overline{\partial t}\overline{2}\equiv+\nabla()-vx(\nabla xv)$

「$Sensitive$」 なものである事が予想される。
$\Delta v\equiv\nabla(\nabla\cdot$ ▼$)-\nabla x(\nabla xv)=-\nabla x(\nabla xv)$

そのために、 2次元ブジネスク流体の数値モデルを構築する。

44



であるので、渦度の式をつくると、

$\frac{\partial}{\partial t}\nabla\cross v-\nabla\cross(v\cross(\nabla\cross v))=$

$- \frac{\mu}{\rho_{0}}\nabla\cross(\nabla\cross(\nabla\cross v))$

$=- \frac{\mu}{\rho_{0}}(\frac{\partial(\nabla\cross(\nabla\cross v))_{z}}{r\partial\theta},-\frac{\partial(\nabla\cross(\nabla\cross v))_{z}}{\partial r},$

$- \beta\nabla\cross(T’g)-\frac{\mu}{\rho_{0}}\nabla\cross(\nabla\cross(\nabla\cross v))$

2次元流を仮定し、 円筒座標 $(r$
、

$\theta$

、
$z)$ にすると、

$\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(\prime\langle\nabla\cross(\nabla\cross v))_{\theta})-\frac{\partial(\nabla\cross(\nabla\cross v))_{r}}{\prime\partial\theta})$

$\nabla\cdot v=\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(rv_{r})+\frac{1\partial}{r\partial\theta}(\nu_{\theta})=0$

$=- \frac{\mu}{\rho_{0}}(0,0,-\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(r\frac{\partial(\nabla\cross v)_{z}}{\partial r})-\frac{\partial}{r\partial\theta}(\frac{\partial(\nabla\cross v)_{z}}{r\partial\theta}))$

なので、流れ関数が定義でき、 $= \frac{\mu}{\rho_{0}}(0,0,\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(r\frac{\partial\Delta_{\psi}}{\partial r})+\frac{\partial}{r\partial\theta}(\frac{\partial\Delta_{\psi}}{r\partial\theta}))$

$\nu_{r}\equiv-\frac{\partial\psi}{r\partial\theta},$ $\nu_{\theta}\equiv\frac{\partial\psi}{\partial r}$

$= \frac{\mu}{\rho_{0}}(0,0,\Delta(\Delta_{\psi}))$

となる。 となり、 ここでもまた $z$成分のみを持ち、それはラプラシアンの
$v_{\overline{\Gamma}}0$ の時、 ラプラシアンで表現される。

$\nabla\cross v\equiv(\frac{\partial\nu_{z}\partial\nu_{\theta}}{r\partial\theta\partial z},\frac{\partial\nu_{r}\partial\nu_{z}}{\partial z\partial r},\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(\prime\gamma_{\theta})-\frac{\partial\nu,}{\prime\partial\theta})$

最後に、温度の式左辺は

$\frac{dT’}{dt}=\frac{\partial T’}{\partial t}+\nu\cdot\nabla T’=\frac{\partialT’}{\partial t}+\nu_{r}\frac{\partial}{\partial r}T’+v_{\theta}\frac{\partial}{r\partial\theta}T’$

$=(0,0, \frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(rv_{\theta})-\frac{\partial v_{r}}{\prime\partial\theta})=(0,0,\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(r\frac{\partial_{\psi}}{\partial r})+\frac{\partial_{\psi}^{2}}{\nearrow\partial\theta^{2}})$

$=(0,0,\Delta_{\psi})$

$= \frac{\partial T’\partial_{\psi}\partial}{\partial tr\partial\theta\partial r}T’+\frac{\partial\psi\partial}{\partial rr\partial\theta}T’$

となり、渦度は $z$ 成分のみを持ち、それは流線関数のラプラシア $=+J(\psi,T’)\underline{\partial T’}$

ンで表現される。 $\partial t$

そして、渦度の式左辺の第 2項は となり、温度の移流項はヤコビアンの形で表現される。
$-\nabla\cross(v\cross(\nabla\cross v))=$ 従って、 2次元のブジネスク流体の渦度の式と温度の式は、成

$-(^{\partial(v\cross(\nabla\cross v))_{z}},- \frac{\partial(v\cross(\nabla\cross v))_{z}}{\partial r}r\partial\theta$

’

分表示で、

$\frac{\partial}{\partial t}\omega+J(\psi,\omega)=\beta g(\frac{1\partial}{r\partial r}(rT’\cos\theta)-\frac{\partial T’\sin\theta}{i\theta})+\frac{\mu}{\rho_{0}}\Delta\omega,$

$\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(\prime\langle v\cross(\nabla\cross v))_{\theta})-\frac{\partial(v\cross(\nabla\cross v))}{d\theta})$

$=-( \frac{\partial(v\cross(0,0,\Delta\psi))_{z}}{r\partial\theta},-\partial(v\cross(0,0\partial r, A \psi))_{z},$

$\frac{\partial T’}{\partial t}+J(\psi,T$り $= \frac{\lambda}{\rho_{0}C_{p}}\Delta T’,$

$\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(\prime(v\cross(0,0,\Delta_{\psi}))_{\theta})-\frac{\partial(v\cross(0,0,\Delta_{\psi}))_{r}}{r\partial\theta})$

可 ere $\omega\equiv\Delta_{\psi},$ $\Delta C\equiv\frac{1\partial}{r\partial r}(r\frac{\partial C}{\partial r})+\frac{\partial^{2}C}{f\partial\theta^{2}}$

となる。
$=-(0,0, \frac{1\partial}{r\partial r}/\langle-\nu,\Delta_{\psi})-\frac{\partial}{r\partial\theta}(\nu_{\theta}\Delta_{\psi}))$

3. 無次元化
$=-(0,0, \frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(\frac{\partial_{\psi}}{\partial\theta}\Delta\psi)-\frac{\partial}{\prime\partial\theta}(\frac{\partial_{\psi}}{\partial r}\Delta\psi))$

上記の室内実験に対応した鉛直設置された、,$>$7幅 $2R$、チュ
$=-(0,0,\Delta_{\psi}\underline{\partial_{\psi}^{2}}+\Delta_{\psi}-)\underline{\partial_{\psi}\partial\Delta_{\psi}\partial_{\psi}^{2}}\underline{\partial_{\psi}\partial\Delta_{\psi}}$ -7幅 2a、加熱部温度 Th、冷却部温度 Tc のアニュラス型の閉

$r\partial r\partial\theta r\partial\theta\partial r ;\partial\chi_{r} \prime\partial r\partial\theta$ ループに関して、未定ではあるが、代表的長さを D、代表的速さ
$=(0,0,- \frac{\partial_{\psi}\partial\Delta_{\psi}}{r\partial\theta\partial r}+\frac{\partial\psi\partial\Delta_{\psi}}{\partial rr\partial\theta})\equiv(0,0,J(\psi,\Delta\psi))$ を $U$ と任意の無次元量 $A^{*}$

、
$B^{*}$

、
$c*$ を使って、

となり、やはり $z$ 成分のみを持ち、 それはヤコビアンで表現され $r\equiv R+D\nearrow,$ $(- \frac{\ell l}{D}<\nearrow<\frac{a}{D})$,
る。

$\psi\equiv UD_{\psi^{*}},$

また、渦度の式右辺の第 1項は、

$-\beta\nabla\cross(T’g)=$
$J(A,P^{*}) \equiv\frac{1}{\lrcorner w}J^{*}(P,P)$

$- \beta(\frac{\partial(T’g)_{z}}{\prime\partial\theta},-\frac{\partial(T’g)_{z}}{\partial r},\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(\prime(T’g)_{\theta})-\frac{\partial(T’g)_{r}}{\theta\theta})$ $\Delta O\equiv$ $f_{f}^{1}\Delta^{*}C^{*}$

$= \beta g(0,0,\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}(rT’\cos\theta)-\frac{\partial T’\sin\theta}{r\partial\theta})$ と無次元化を定義すると、

となり、またもや $z$ 成分のみを持ち、それは二つの項にわかれる。 $J()_{-}\partial_{-}4^{*}\partial B^{*}\partial B^{*}\partial,4^{*}$

さらに、渦度の式右辺の第 2項は、 $\partial r^{*}\partial\theta^{*} \partial r^{*}\partial\theta^{*}$
’

$\Delta^{*}\mathcal{C}^{*}\frac{-1\partial}{-1+\epsilon^{*}r^{*}\partial r^{*}}((1+\epsilon^{*}\prime^{*})\frac{\partial C^{*}}{\partial r^{*}}+e^{*2}\frac{\partial^{2}C^{*}}{\partial\theta^{2}},$

where $\mathcal{E}^{*}\equiv\frac{D}{R},$ $d \frac{-\epsilon^{*}}{-1+\epsilon^{*}r^{*}}$
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のように、無次元化ヤコビアンとラプラシアンが定義され、

$t \equiv\frac{D}{U}\prime^{*}$

$T \overline{\Rightarrow}T_{0}+\Gamma=\frac{T_{k}+T_{c}}{2}+\frac{\Gamma_{l}-T_{c}}{2}I^{r},$ $(-1<\mathcal{J}.<1)$,

の $\equiv\Delta\iota\psi=UD\Delta\psi^{t}=\frac{\zeta f}{D}\Delta^{*}\psi^{2}=\frac{U}{D}\omega^{*}$

のように、 無次元時間、 温度、 渦度を定義すると、アニュラス型
の閉ループ内の粘性ブジネスク流体の渦度方程式と熱の式は、

$\frac{\partial}{\partial\prime^{*}}\theta=-J^{*}(\psi^{*},0/)+\frac{1}{{\rm Re}}\Delta^{*}\omega^{*}$

$+ \frac{\sigma}{Re^{2}}(\frac{1\partial}{1+\epsilon^{*}r^{*}\partial r^{*}}((1+\epsilon^{*}\wedge)T^{*}m\theta)-e^{*}\frac{\partial}{\mathfrak{X}}T^{r}\sin\theta),$

$\frac{\partial}{\partial\prime^{*}}I^{2}=-e^{*}/(\psi^{*},I^{r})+\frac{1}{R{\rm Re}}\Delta^{*}T^{*}$

となる。 ここで、無次元パラメータは、 $D$ と $U$ の不定性を残しな
がら、

${\rm Re} \cong\frac{R_{\rangle}^{M}}{\mu}=\frac{DU}{v},$ $\theta\underline{\approx}\beta g\frac{T,-T_{c}Z}{2v^{2}},$ $Pr=\frac{\mu}{\lambda}C_{\Delta}$

と定義されている。
そこで、 $r^{*}$の変域を $(-\pi/2<r^{*}<\pi/2)$ に固定するために、

$D=2a/\pi$ と決定し、 $c_{\ulcorner-{\rm Re}^{2}}$ となるように、

$c/–\sqrt{a\beta g(T_{l}-T_{c})/\pi}$

と決定すると、 無次元化された渦度と熱の式は

$\frac{\partial}{\partial t}\omega=\frac{\epsilon}{1+\epsilon r}4\psi,\omega)+_{\Gamma\sigma}^{1}\Delta\omega+\frac{1\partial}{1+\epsilon r\partial r}((1+\epsilon r)Tm\theta)\frac{\epsilon\partial}{1+\epsilon r\partial\theta}$Tsm $\theta,$

$\frac{\partial}{\partial t}T=\frac{\epsilon}{1+\epsilon r}K\psi,J)+\frac{1}{PrJ\sigma}\Delta T$

のように、アニュラーモード ($X$ , Co) とサインコサインモード
に展開してフーリエ変換を行うと、流線関数モードに関して

$\frac{\partial}{\partial t}(\begin{array}{l}Y4_{\prime}Z\ell_{\prime}\end{array})=\frac{1}{\sqrt{Gr}}(\begin{array}{l}Y7_{\prime}zr_{\prime}\end{array})+(\begin{array}{l}jp_{\prime}Z\beta_{\prime}\end{array})+e(\begin{array}{l}Y_{\prime}4D_{\prime}\ovalbox{\tt\small REJECT} D_{\prime}\end{array})$ $(_{n’=1,2,3}^{n"=0,1,2.’.3}.\cdots\cdot)$

wire

$(\begin{array}{l}Y\Lambda_{\prime}Z\ell_{l}\end{array})\overline{\infty}(\begin{array}{l}j_{\prime}.\cdot z_{n}\end{array})+\{_{z,}^{j})-e^{z_{t^{\phi(\begin{array}{l}fz_{l}\end{array})}}}$

$(\begin{array}{l}\chi\gamma zr.\end{array})r(\begin{array}{l}\sim\sim Y_{*}\tilde{Z}_{l}^{\wedge}\end{array})+2\{_{\tilde{z}}^{j\overline{\prime}}\prime..)-e^{?}(\iota+2n^{\prime\prime 2})(\begin{array}{l}j_{\prime}-z.\end{array})+d(1+2\pi^{\prime-1})(\begin{array}{l}\dot{Y}\dot{z}_{\prime}\end{array})-e.(4_{l’-\pi’)(\begin{array}{l}fz_{\prime}\end{array})}^{2d}$

$(\begin{array}{l}jp_{\prime}ZB.\end{array})r(\begin{array}{l}\dot{\mathcal{C}}_{0}\delta_{n}\frac{e}{2}\delta_{P2}\end{array})+2\sum_{-1}[(\begin{array}{l}CC\mathcal{C}(n.1.n’)\dot{C}s\alpha(n.1,n’)\dot{S}_{l}\end{array})+\ell(\begin{array}{l}X\mathcal{C}(n,l,n")C-\mathcal{C}S\mathfrak{N}n,1.n,’)S_{*}\end{array})]$

and

$(\begin{array}{l}YAD_{\prime}Z4D_{\prime}\end{array})=n^{n}(_{\tilde{Y,}+e\dot{Y},+d(1-n^{d})r}^{-\ddot{Z},-e\dot{Z}_{P}-d(I-n^{d})Z}, -ef, -Y,\prime z,z,)\{\begin{array}{l}\dot{r}_{0}\tilde{r_{0}}\sim f_{0}’\end{array}\}$

$+2 \sum_{-1}\sum_{t}n’\{\begin{array}{l}ccc_{dP}css_{-\sim}\end{array}\}(_{-2e,1\tilde{Y_{d}}+ef_{d}+dP-n^{\ell})Y,]^{-eY_{l}-f,}}^{-2e,P\ddot{z},+\prime\dot{Z},+J/-n^{\prime l})Z,]^{eZ,.Z,}}Z_{d}r_{d}-[[.((11++\prime\prime.)[_{j_{l}^{\sim}}^{Y}\dot{Y}_{*}\tilde{f})$

$+2 \sum_{-1}\sum_{\vee 1}n’\{\begin{array}{l}xc_{-P}scs_{-\prime}\end{array}\}(_{-2,/\overline{Z.}.+e\dot{Z}_{r}\cdot+\prime\prime}^{-2\ell\sqrt{}.\tilde{r.}.+e}\prime,f_{l}Z_{/}[j_{d+dl-n^{\prime 2})Y.]^{-eY_{d}-f,}}(11++\prime,,\cdot..)\{\begin{array}{l}z\dot{z}\tilde{z}\tilde{z_{l}}\end{array}\}$

の式が得られる、 ただし、 $\dot{F}\equiv\frac{dF}{dr}$である。

のように簡略化される、ただし、 無次元量であることを示す $*$記また温度モードに関して、
号は省略している。最終的な 3つの無次元パラメータは

$\frac{\partial}{\partial t}(\begin{array}{l}C_{l}S_{\prime}\end{array})=\frac{1}{Pr\sqrt{}Gr}(\begin{array}{l}C7_{\hslash}sr_{\prime}\end{array})+e(\begin{array}{l}CAD_{\hslash}S4D_{\hslash}\end{array}) (^{n"=0,1,2}n"=1,2,3’.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot)$

$Gr \equiv\frac{\beta g(T_{\iota}-T_{c})}{2v^{2}}(\frac{2a}{\pi})^{3},$ $Pr\equiv\frac{C\mu}{\lambda},$ $\epsilon\equiv\frac{2a}{\pi R}$

wlere
である。

この方程式に基づいて、と格子点法と有限要素法でか、数値実験を $(\begin{array}{l}cr_{\prime}sr_{\prime}\end{array})=(_{e^{2}\delta_{\hslash}.\ddot{S}_{\hslash}+e\dot{S},-dn^{Q}S,}1^{+^{\ddot{C}_{\pi}.+e\dot{\mathcal{C}}_{I}-d_{n"C_{l}}^{2}}\prime},\cdot)$

行ったところ、室内実験と同様に、 主流が定常安定から、乱流安
定状態を経て、 カオス的反転に遷移することが確認出来た 8, 9。

実験と同様の、カオスレジームと乱流安定レジームの繰り返しと $(\begin{array}{l}CAD_{\prime}S4D_{\prime}\end{array})=n"(^{\delta},|C^{-}, S -Y,Z,)$しかも、同様パラメーター固定の長時間実験を行うと、ムこれまた室内 $CAD$ $-S.$
$[_{\dot{C}_{0}}^{\dot{\chi}})+2 \sum_{\prime-1}(\begin{array}{l}CCC(n,1,n’)\dot{Y}_{\hslash}SCS(n,1,n’)\dot{Z}_{\hslash}\end{array})$

いう 「Sensifivi$\gamma$」が見られた。 しかしながら、これらのモデルは、
ボアソン方程式を緩和法で解くプロセスを含んでおり、 計算誤差の検討が難しいので和、新たに解、くこの実験装置に適合した、特殊なス

$+2 \sum\sum n’\{\begin{array}{ll}CCC(n,n’ n’)CSS(n,\prime\prime,,n’) \end{array}\} (\begin{array}{ll}-S_{\hslash’} Z_{\prime’}C_{\hslash} -y_{\prime’}\end{array})(\begin{array}{l}\dot{Y}_{\hslash}\dot{C}_{\hslash}\end{array})$

ペクトル法によるモデルを構築し、 自由度を段階的に増加させな $\varpi 1n’\cdot 1$

がら、 自由度の大小と振る舞いの特徴の関係を検討してみること
にした。

$+2 \sum_{l-1l’}\sum_{1}n’[_{SCS(/r.n’,n’}^{SS\mathcal{C}(n,n’,n’}3](\begin{array}{ll}C_{\prime} -Y_{\prime}-S_{n} Z_{\hslash}\end{array})[_{\dot{S},}^{\dot{Z}}.)$

3.2凍元スペクトルモデル
である。

閉ループ内はループに沿ってサイクリックなので、流線関数と ところで、 $r$ 方向の境界条件として、「$-\pm\pi/2$ で粘着条件およ
温度を び、管壁温度が鉛直下方向に線形に変化するとして、

$\psi=Y_{0}+\sum_{\prime-1}(Y\cos/\theta+Z,\sin/\theta)$

$T=- \sin\theta+C_{0}+\sum_{\prime-1} (C. \cos/\theta+S_{n}\sin me)$
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$\frac{\partial}{\partial r}\psi=0,$ $\frac{\partial}{\partial\theta}\psi=0,$ $T=-\sin\theta$ $A \ovalbox{\tt\small REJECT}_{n^{-}k^{--}}\equiv(\begin{array}{l}w_{n^{--}l^{-/}}ZB_{n^{1}k^{- \mathfrak{l}}}\end{array})=\frac{1}{4}(\begin{array}{l}TC_{0k"- 2}(k"-2)+TC_{0k’},k"0\end{array})(-1)^{k^{1}\prime}\delta_{t^{-1}},$

で展開する。すなわち、 $+- \sum 2$とする。すこの境界条件を満たすように、次のような特殊なモード 1
$\prime-1(\begin{array}{l}(TC_{\prime\phi- 2}(k"-2)+TC_{nk},,k")(-1)^{t}" CCC(n,1,n")(TS_{d^{-/}- 2}(k^{|\prime}-2)+TS_{nk^{|}}.k’)(-1)^{1^{-}},SCS(\eta 1,n’,)\end{array}),$

$X= \sum_{m-1}QC_{0m}f_{m},$
$Y,$ $= \sum_{-2}QC_{nm}g_{m},$ $Z_{n}= \sum_{m=2}QS_{nn}g_{m}$ where $k”=i”(\geq 3),j"(\geq 2)$

$C_{0}= \sum_{-1}TC_{0m}h_{m},$ $C_{n}= \sum_{m-1}TC_{nm}h_{n},$ $S_{n}= \sum_{m-1}TS_{nm}/r_{m},$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} D_{n^{\epsilon t}k^{\sigma}}, \equiv(\begin{array}{l}YAD_{n^{||}k^{--}}Z4D_{\hslash^{--\kappa- t}}\end{array})\equiv n"(_{-XM_{n^{-}’}}XZZY_{n};^{\prime-})$

$W$彪$\mathcal{O}\ell$

$g_{n}=(l+\cos 2r),(\sin r+\sin 3r),(\cos 2r+\cos 4r),(\sin 3r+\sin 5r)f_{m}=\sin r’\cos 2r,\sin 3r,\cos 4r’\sin 5r,\cos 6r’\ldots\ldots\ldots.,\ldots.$

$+2 \sum_{n=1}\sum_{n^{-}=1}(\begin{array}{l}n’IZZY_{mk^{-}},CCC_{n.n^{-}.n^{-/}}-n’ZYIZ_{nn^{-}k’},SSC_{n.n.n^{1-}}-n’XYW_{m^{\Pi}/}.CSS_{n,n,n}.+n’ ZZZZ_{nn}..{}_{t’}SCS_{n,n.n^{-}}\end{array})$

$h_{m}=$ cos r, $\sin 2r,\cos 3r$, sm $4r,\cos 5r,\sin 6r,\ldots\ldots\ldots$ . where $k”=l’(\geq 3),$ $\int’(\geq 2)$

流線関数の軸対称モード $x$ の半径方向の波数は Sinモードでは奇

関数の合成モードであり、その波数は Smモードが奇数のみ、Cos
関数の非軸対称モード $Y_{n}$. 乙の半径方向のモードは、 Sm, Cos

$[\mathscr{B}]=$数のみ数合方が、非 Cos モードでは偶数のみという特徴がはある奇る。モはまたみmモ、で，、流線 $\{\begin{array}{l}-\sum_{1/}\sum_{=3}X\emptyset_{t’ J}j|W_{d^{-}t^{-}//}-\sum_{t-l1}\sum_{=3}X\ovalbox{\tt\small REJECT}_{d’ t}\Lambda W_{d/^{-l}f}-\sum_{t-ly}\sum_{=2}Xff_{d^{t}f}\Lambda Rr_{r,y’ p’}-\sum_{\Leftarrow 1}\sum_{=2}x\ovalbox{\tt\small REJECT}_{d}mr_{d_{J}y}\end{array}\}+\{\begin{array}{l}\sum_{\Gamma- 2/}.\sum_{=2}X_{/}\Phi_{\prime\prime}\Lambda W_{r\cdot/^{Y}y}\sum_{\Gamma^{- 2}/}\sum_{=2}x_{/J/j}x_{r},,\uparrow W_{d"}\sum_{\Gamma- 2}\sum_{=3}X_{j}ffl_{d^{|;}}\Lambda W_{\parallel f’J^{f}}\sum_{\Gamma- 2\prime}\sum_{=3}X\Psi_{/}\Lambda R\nearrow_{i/,t}\end{array}\}$

モードが偶数のみという特徴がある。さらに、温度モ$=$ ド、$G.$

の半径方向モードの波数は Smモードでは偶数のみ、Cosモード
では奇数のみという特徴がある。
そして、これらの振幅関数 $QC\mathfrak{w}$,Qc出，$Qa_{m},T\ovalbox{\tt\small REJECT} TC_{nm},TS_{m}$に関
し連立常微分方程式形を構成したものが我々のスペクトル・モデ $u\ovalbox{\tt\small REJECT} e$ see $mdrfr\Lambda W,\Lambda W$

ルである。ただし、アスペクト比 $aR$が十分小さいとして、

$e\equiv\epsilon/(1+\epsilon r)\cong\epsilon\ll 1$ の近似を使っている。
$( \mathscr{B})=\sum_{\mathcal{F}^{2}}\sum_{t2}[)NQ_{\nu y\cdot r}-\sum_{k3}\sum_{k3}[\mathscr{B}]NQ_{\nu///},$

$\frac{\partial}{\partial t}QC_{\mathfrak{d}k^{||}}=-\frac{k^{\prime/2}}{\sqrt{Gr}}QC_{01^{t}}.-(-1)^{k^{t1}}\frac{\tau ci_{k^{1}}}{2k’}+\frac{\epsilon}{k’2}\sum_{\prime=1}nX4D_{n\prime}$ where seelpvenalx for mp

$- \frac{1}{4}\frac{\partial}{\partial t}A_{\hslash^{1-J}}..e[_{QB_{n}}^{QB_{n}}QB_{n^{|i_{-+2}^{-2})=\frac{1}{2\sqrt{Gr}}Ar,}}..\cdot-\cdot.’..+AB_{\parallel/}.-\frac{\epsilon}{2}AAD_{n1}.,$

$\frac{\partial}{\partial t}\{\begin{array}{l}\tau c_{\hslash/}.\tau c_{nf}\tau s_{\hslash^{--}},.TS_{\prime J}.\end{array}\}=^{-1}\sqrt{PrGr}[_{U+\epsilon n’)TS_{n/^{t}}}^{(+\epsilon n")TC,\prime}(a_{22,2}+\epsilon^{2}n^{2})TS_{\hslash!^{-.-\frac{4\epsilon^{2}\delta_{n^{1}1}}{i\pi})C4D_{\hslash/}}}.\cdot\cdot\prime U.+\epsilon n")TC_{n^{1}f^{-}}l^{222}..\cdot.’.,’-\epsilon[_{SAD_{\hslash/}}^{C,4D_{\hslash l}}SAD_{n\prime}.\cdot\cdot+)$

$[_{zzzz_{\hslash\hslash/}}^{JZZY_{nf}}wkeresee4ZXIZ,\kappa\nearrow r^{2f=3}$

$\}t\ovalbox{\tt\small REJECT} eP’=l’(\ovalbox{\tt\small REJECT},j’(e|e\gamma),$
$[_{S4D_{n/^{\sim}}}^{C\Lambda D,\prime}S4D,\prime$

$\mathscr{R})=(\begin{array}{l}f\Gamma^{4,\cdot s}\sum_{=2}\Sigma\alpha\Re jj^{\tau},l’)\mathscr{Y}_{J}^{+\sum_{-}\sum_{\ulcorner s}\infty,\gamma\angle \mathfrak{B}_{J;}}i/’ l’f\ulcorner-3,;s\sum_{=2}\Sigma mi_{J^{\tau}},j?\mathfrak{B}_{J},+\sum_{-}\sum_{\Gamma^{\lrcorner}}\alpha xU,\prime’ J,?\mathfrak{B}_{J}\end{array}),$

$(_{XSZC_{f}}^{xszc_{n\prime}}.)=(\begin{array}{l}XTQC_{\prime\cdot r}(TS,QS)XTQC_{\sim f}(rs,\rho s)\end{array}),$

$(\begin{array}{l}XCYC_{l}.\prime xcrc_{f}\end{array})=(\begin{array}{l}XTQC_{r}(T\mathcal{C},QC)XTQC_{\# f}(IU,\emptyset\end{array})where,\cdot\cdot,$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} i$
$(\begin{array}{l}XTQC_{\prime}(JT,\Phi iT\rho c_{Y}.(\prod_{/}\Phi\end{array})\overline{\simeq}(,..-1\Sigma^{/\sim \mathfrak{l}}\Sigma^{\sum_{r}J}\sum_{1}|[X(\begin{array}{l}JT_{\prime\prime}RCCC_{\prime.\prime\prime}JT_{f}xcss_{\prime J\infty^{\vee}}\end{array})+QQ,-,(\begin{array}{l}:.TC_{rr}(RSSC_{/.\prime}\prime- I-+Rssc_{\prime\prime\prime}.)-J^{T\zeta}i_{/}(Rscs_{l- z_{JJ^{+RS\mathcal{C}s_{Jt})}}}.\end{array})]$

$A_{n^{--}f},,$ $\equiv[_{k^{\prime 2}+\epsilon^{2}n^{\prime 2}}+^{\mathcal{E}^{22}\prime}/,$ $QB\equiv(\begin{array}{l}QCQS\end{array}),$

$-(,^{2r\cdot\iota} \Sigma^{\Sigma}2\Sigma\sum_{j\cdot 2}|[y.Y_{\ell}(\begin{array}{l}T\Gamma_{/}Rssc_{r\nu/}JT_{l}.,Rscs_{G/\ell}\end{array})+X_{-(\begin{array}{l}/.TC_{0f}(RccC_{--I\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime}.+Rccc_{zvI})- i^{6}TC_{\emptyset-}(Rcss_{j-2_{\prime}J}.+Rcss_{\mathfrak{a}^{-J}}.)\end{array})]}$

$A7_{nk}. \equiv(\begin{array}{l}YY_{t’k"}zr_{n^{--}k},\end{array})\cong\frac{1}{2}(\begin{array}{lll}QC_{nk’- 2} QC_{n^{n}l’} QC_{nl^{n}+2}QS_{n^{-}1^{-}-2} QS_{n^{-/}k} QS_{n^{\uparrow-}k^{t}+2}\end{array}) (\begin{array}{l}Al_{nk^{\prime-}}N2_{n^{|}k^{-}}V3_{nk^{-}}\end{array})$

$(\begin{array}{l}QCQC_{\hslash-}QCQC_{nf}\end{array})=(\begin{array}{l}\mathscr{Q}_{n/^{1}}.(QC,CCC)QQ_{\hslash^{-f}}.(QC,CCQ\end{array})(n=0,1.2.,,,,),$

$(\begin{array}{l}QJQJ_{\hslash i^{1}}QSQS_{nf}\end{array})(\begin{array}{l}X,|\cdot/.(QS,SCS)\mathscr{Q}_{nf}(QS,SCS)\end{array})wkere$

where $k”=;’,j”$ , see Appenair for $M,2,3.$
$(\begin{array}{l}QQ_{\prime\prime}..(QQ,TR/)QQ_{nf}(QQ.TRJ)\end{array})=\frac{l}{2}\sum_{\prime\lrcorner}(\begin{array}{l}-i^{n}(QQ_{\prime\prime\cdot 2}+QQ..)J’(QQ_{\psi\cdot 2}+QQ_{\nu}..)\end{array})TRJ(n,1,\pi^{1},)$
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$(\begin{array}{l}\varpi c\ldots\varpi c_{r}\end{array})=(\begin{array}{l}JZ_{\prime}.(ISj\zeta,\propto.\rho s.ccQZ_{j}.(JS.\mathcal{K},Qc,\rho s.ccq\end{array})\cdot(\begin{array}{l}lCJC_{\prime}YCJC_{/}\end{array})=(\begin{array}{l}JZ.,.(\mathcal{K}fS_{\prime}\rho s\rho C,Cff)Jz_{\prime}\varphi\epsilon Js\rho sX\mathcal{L}:ss)\end{array}),$

$-\sin\theta$ モードの移流効果に対応している。この定常解の温度分

$(\begin{array}{l}ZCJS_{\prime}Z\mathcal{C}JS_{\prime\prime}\end{array})=(\begin{array}{l}JZ_{r}(JC,JS.\rho s.\rho c.sx\gamma 1Z_{-\sim}(JC.7S.\rho s,K^{S}O\end{array}),$ $(\begin{array}{l}z\varpi_{\prime\prime}z\emptyset_{r}\end{array})=(\begin{array}{l}JZ_{r}(JS.Jc.\alpha:,\rho s.scDz_{r}rJc\rho cffl cr)\end{array})$

布の一例を示したのが、Fig5である。反時計回りの主流によって 1
ループ下部で熱せられた高温部がループ上部に移流されて、冷却

$wke\kappa$

部の中に深く貫入している様子が見て取れる。 主流解が存在する
$(\begin{array}{l}JZ_{\sim\prime}(n.rz.g.Q2.\prime ROZ_{f}(n.J2.g,\rho 2.JR\eta\end{array})\cdot\sum_{-1}\Sigma n’TRf(\wedge n’n)\langle$

ための条件は、動作流体として水を想定した $Pe6$の場合、

$\sum_{\wedge 2}[_{\sum_{\prime\cdot 1}^{f}}^{\Sigma}|\cdot\prime/\prime.,(-\prime^{\backslash }RCSS_{1.\prime}-J.\cdot,$ $\epsilon Gr>\frac{2}{Pr}=\frac{1}{3}$

$\sum_{\sim}(_{\sum_{1}^{\prime\cdot 1}}^{\Sigma}|19.(\begin{array}{l}n_{\prime}((j- 2)_{\prime}rccc_{k2.\prime-+l/CCC_{\prime\prime\prime})}n_{f}((j- 2)RCX_{-\cdot Jf}+\iota fR_{Jf})\end{array})-Q2,(_{\Gamma 2_{r^{\circ R1cr_{-JJ}+}}^{\vee-}}^{J2(-jmC,-};\mathscr{X})b\rangle$

である。 しかしながら、 有次元量で書き直すと

$\frac{(T_{k}-T_{c})}{2}>\frac{2\lambda\mu}{\beta gC\rho^{2}\epsilon^{4}P}$

各モードの直交性が通常のフーリエ変換のスペクトルモデルと なので、全体的に大きくて相対的に太いループの中に熱伝導性が
異なるため、必要な数表を作成して、プログラムに組み込んだ。 悪くて粘性の低い流体を封入すればするほど、小さい温度差で主

流を生じさせることができることを示している $\circ$

4. 小自由度 (3変敷)モデル
また、 上下温度差モードの振幅 $TS_{ns}$ を示す式は、 $\epsilon<1$ の時、3

モードを $QG|,TG_{1},TC_{l1},TS_{11}$ のみという最低次の 4変数に制限 種の無次元パラメータが全部縮退して、それらの積 $Pr\epsilon$ Grに対し
したときには てゼロから単調増加傾向であるが、上限値が存在し、それは

$\frac{3\pi}{8}\cong 1.178$

$\frac{\partial}{\partial/}QC_{0/}=\frac{-1}{\sqrt{\sigma\prime}}QC_{01}+\frac{\Gamma C}{2}1$

である。ループ上部中心では、境界条件モードの値が $-1$ なので、

$\underline{\partial}T-1\sqrt{PrG_{\Gamma}}$

ループ上部中心の無次元温度は $1.178-1=0.17S$ を超えることは
$\partial/$ ないことを示している。 しかし、 これは、冷却部であるループ上

$\underline{\partial}(\begin{array}{l}\tau c_{l1}\tau s_{l|}\end{array})=\frac{-1}{p_{f}\sqrt{\sigma_{r}}}[_{(1+\epsilon^{2})TS_{11}-\frac{4\epsilon^{2}}{\pi}}^{(1+\epsilon^{2})G_{I}}r)+\epsilon QC_{01}(\begin{array}{l}1-\frac{8}{3\pi}lS_{1l}\frac{8}{3\pi}TC_{11}\end{array})$ 部るこ条中と件心を示温
$\grave{}$

す度しながてわ加い熱ちる部
$T$

ルで
$S$

-あ IIのプる値ル中が心-部プ 1とで下な部のる上中境心下界温では度温
$\grave{}$

度差
$P$

のよ
$Iarrow$
正り負高の場温が合逆で転

$\grave{}$

あする
$\partial$’

が得られる。$QG_{1}$ は流線関数のアニュラーモードの振幅でありの $\epsilon Gr=\frac{12\sim}{1-\underline{8}p_{r}^{-}}2.205$

その時間発展には、移流項の貢献が存在せず、粘性項と浮力項の
$3\pi$

みが存在する。 $TC_{01}$ の式には粘性項のみが存在し、他の項とは独
立して、指数関数的に減衰するのみである。 $TC_{l1},TS_{l1}$の時間発展 高温の流体塊が冷却部に貫入することによって、ループの半径方
には粘性項のみならず移流項の貢献がある。 向に大きな温度勾配が存在することがこの実験装置の特徴のひと
定常解は二種類存在し、非主流解 つである。

また、ループに沿った主流の全流量の半分を表わすループ外
$4\epsilon^{2}$

$TC_{01s}=0,$ $QC_{0tS}=0,$ $TC_{t1S}=0,$ $TS_{11S}=\overline{2}$ 壁における流線関数の値も $\epsilon$ Gr に対してゼロから単調増加傾向
$\pi(1+\epsilon)$

であるが、上限値が存在し、それは
と

$\frac{3\pi}{8}\sqrt{\frac{1+\epsilon^{2}}{2\epsilon Pr}}\sqrt{1-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})}}\cong\frac{3\pi}{8}\sqrt{\frac{1}{2\epsilon Pr}}$

$\epsilon Gr>\frac{12(1+\epsilon^{2})_{\sim}2}{2Pr-Pr}$

$1- \frac{32\epsilon}{22}$ すなわち、粘性が高く、熱伝導性が悪く、ループ形状が相対的に
$3\pi(1+\epsilon)$

太いほどその上限値は低く抑えられる。
の時、 主流解 ループの左右温度差モードの振幅 $TC_{11}$ は、 主流量 $QG_{1}$ に比例

する。すなわち、
$QC_{01s}= \pm\frac{3\pi}{8}\sqrt{\frac{1+\epsilon^{2}}{2\epsilon Pr}}\sqrt{1-\frac{32\epsilon^{2}2(1+\epsilon^{2})}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})Pr\epsilon Gr}}$

$\Gamma C_{11s}=\frac{2}{\sqrt{Gr}}QC_{01s}=\pm\frac{3\pi}{8}\sqrt{\frac{2(1+\epsilon^{2})}{Pr\epsilon Gr}}\sqrt{1-\frac{32\epsilon^{2}2(1+\epsilon^{2})}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})Pr\epsilon Gr}}$

$\cong\frac{3\pi}{8}\sqrt{\frac{1}{2\epsilon Pr}}\sqrt{1-\frac{2}{Pr\epsilon Gr}}$

$\cong\pm\frac{3\pi}{8}\sqrt{\frac{2}{Pr\epsilon Gr}(1-\frac{2}{Pr\epsilon 6r})}$

$\tau c_{01S}=0,$ $\tau c_{t1S}=\frac{2}{\sqrt{Gr}}QC_{01s},$

$\epsilon<1$ の時、 ここでも 3種の無次元パラメータが全部縮退して、
$TS_{1|s}=(1-)\cong(1-)\underline{3\pi}\underline{2(1+\epsilon^{2})}\underline{3\pi}\underline{2}$ それらの積 $Pr\epsilon Gr$の関数となっている。この式の平方根の中は単

$s Pr\epsilon Gr s Pr\epsilon Gr$ 調増加関数と単調減少関数の積となっており $\backslash Pr\epsilon Gr$ は 2以上で
である。 この主流解が存在するためには、 $TC_{l1}$の時間発展の移流 あり、4の時最大値 1/4をとって、その後単調減少し、 $0$ に収束す

る。 $0$ に収束する理由として、 この対流実験装置の形状が閉じて項に線形項 $\epsilon QC_{01}$ が存在することが不可欠である。 この項は閉
いることが重要である。温度分布の舌状の貫入が進むことによっ

ループの下部加熱上部冷却という境界条件を表現している て結果的に左右の温度差が解消されてゆく。
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:–

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{J’}^{:}$
$\dot{x}\backslash$

$-\prime:^{=}:..\cdot\cdot.$

. $-+..\cdot..\cdot:\cdots$ $\cdot$ :.

の解であり、 $\omega_{i}>0$ の実数解を持つ条件は

$f(0) \frac{-(i+e^{2})\epsilon}{PrGr2}(1-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})})<0,$

すなわち、

$\epsilon Gr>\frac{12(1+\epsilon^{2})}{(1-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})})Pr}\cong\frac{2}{Pr}$

である。こうして、主流解が存在する条件が満たされると岡時に、
非主流解は不安定化する事がわかる。

続いて、 主流解の安定性を調査する。すなわち、 主流解に対し
て、線形化方程式は、

続いて非、それぞれの定常解に対して、線形不安定性を調査する．$\underline{\partial}\{\begin{array}{l}QC_{Ql}\Gamma C_{t1}\Gamma S_{l}\end{array}\}=$

Fig $5$

ぞ

$-1$
定常解の温度分布て、線形不安定性を調査する． $[_{\frac{8\epsilon}{3\pi}TC_{11S}}^{\sqrt{Gr}} \epsilon^{-1}(1-\frac{8}{3\pi}TS_{11I}.)\frac{(1+\epsilon^{2})}{\frac {}{}8\epsilon_{3\pi}QC_{0ts}Pr\sqrt{Gr}}\frac{1}{2}.o\frac{8\epsilon QC_{01S}}{\frac{(1+\epsilon^{2})3\pi}{Pr\sqrt{G\prime}}}][_{\Gamma S_{|1}}^{Qc_{01}’}rc_{11})$

$\partial t$

まずは、非主流解に関して、 線形化方程式は

$\frac{\partial}{\partial t}[rs_{\dagger 1}’\iota whereA=i-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})}Q’ e^{\frac{-1}{\sqrt{Gr}}\frac{1}{2}0}QC_{0t}’\tau c_{\theta 1},)=(..,,\sim(1+\epsilon^{2}\sqrt{PrG\prime}^{)_{\sqrt{PrGr}^{)}}},..(\begin{array}{llll}\sqrt{G\prime}^{+\dot{n})}-\iota \frac{1}{2} 0 \epsilon(1\frac{8}{3\pi}TS_{l1S}) -\sqrt{PrGr}(1+\epsilon^{2}\rangle_{+j\omega} \frac{8\epsilon QC_{01S}}{3\pi}\frac{8\epsilon}{3\pi}\Gamma C_{\iota)s}\frac{8\epsilon\rho c_{o}}{3\pi}L \frac{(1+\epsilon^{2})}{p_{r}\sqrt{Gr}}+i\omega \end{array}) を代 QC入\ovalbox{\tt\small REJECT} 01=して Xe\grave{} m-, TC_{11}=Ye^{KoJ}, TS_{11}’=Ze^{h\prime}[_{rs_{11}}^{QC_{01}}\tau c_{11})=[_{0}^{0}0)$

を代入して

$[ \epsilon 0A\frac{-1}{\sqrt{Gr}}0\frac{-(1+\epsilon^{2}}{Pr\sqrt{G\prime}}+\dot{m})\frac{-(1+\epsilon^{2})}{Pr\sqrt{Gr}}0+/\prime\omega]\{\begin{array}{l}QC_{0/}’TC_{1l}^{|}xr_{||}\end{array}\}=[_{0}^{0}0)$
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式

$2ST\triangleleft$

llCSl)l($S$よ-$Q\ovalbox{\tt\small REJECT}$

り c
$+O\grave{}$

lSi$\omega$ ) $=0,$

自明で無い解を持つた-め 1には、行列式刈より、 $QC_{01\delta}^{2}=( \frac{3\pi}{8})^{2}\frac{l+\epsilon^{2}}{2\epsilon lr}c,$ $TS_{11S}= \frac{3\pi}{8}(1-\frac{2(1+\epsilon^{2})}{Pr\epsilon Gr}),$
$l \mathcal{C}_{t\}f}=\frac{2}{\sqrt{Gr}}QC_{01S},$

$\langle\sqrt{PrGr}^{)_{+}}\prec 1+\epsilon^{2}$ぬ$),$ -の$,)[(\sqrt{Gr}^{+j}\omega,-\omega,x_{\sqrt{PrGr}^{)_{+\dot{w}_{r}\sim\omega,)-\frac{\epsilon A}{2}]=0}}}^{\triangleleft 1+\epsilon^{2}}$

この式は 2種類の解を持ち、 一方は、
$C \equiv 1-\frac{32\epsilon^{2}2(1+\epsilon^{\backslash })}{3_{l}r^{2}(1+\epsilon^{2})Pr\epsilon C\prime},$ $B\equiv\sqrt{PrGr}(1+\epsilon^{2})$

$\omega,$ $=0$, の，$=^{-(1+\epsilon^{2})}\sqrt{PrG\prime}$

’

従って、
すなわち、 常に安定である。他方の解は、

$-1$ $\prec 1+E^{2}$

。

$(FGr-1+\grave{w})(-B*j\varpi)(-B+\dot{a})t(\Gamma^{+i\triangleleft)\frac{s\langle l+\epsilon^{2})}{2Pr}\mathcal{C}-\frac{(1+\epsilon^{2})}{p_{Y}\sigma_{F}}(-\ovalbox{\tt\small REJECT} k\emptyset)=0}-2Gr’$

$(\sqrt{Gr}^{+ia)_{f}-の_{}i)(\sqrt{PrG_{-r}}}-(1+\epsilon^{2})_{+iの,-\omega,)-\frac{\epsilon A}{2}=0},$

すなわち、 すなわち、

$[|,z_{+\langle t)^{2}+0J,\tau_{\theta r}^{(\frac{(1+\epsilon^{2})}{Pr}J)+\frac{(1+\epsilon^{2})\epsilon A}{PrGr2}]-ia,[2_{\sqrt{Gr}}^{1}}\omega,\star(\frac{(1+\epsilon^{2})}{Pr}+1)]}^{1}$
$-i\omega^{3}+H\omega^{2}+i\omega F-G=0,$

$\nu t\lambda ere$

の解である。 ここにも 2種類の解が存在し、 一方は、

$\omega,=-\sqrt{2Cr}^{(\frac{(1+\epsilon^{2})}{Pr}+1\rangle}1,$ $\omega,=\neq\sqrt{\frac{1}{4Cr}(1-\frac{(1+\epsilon^{2})}{Pr})^{2}+\frac{\epsilon}{2}(1-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{\sim}(1+\epsilon^{2})})}$ $F \equiv\frac{\epsilon(1+\epsilon^{2})}{2Pr}(1-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})}+\frac{2}{\epsilon Gr})$

やはり、 常に安定である。他方の解は、
$\mathcal{C}\equiv\frac{\epsilon(1+\epsilon^{2})}{p_{r}\sqrt{G\prime}}[1-\frac{32\epsilon^{2}2(1+\epsilon^{2})}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})Pr\epsilon Gr}]$

の$,=Q\ovalbox{\tt\small REJECT} f(\omega,)=の^{}2+$の$, \frac{1}{\sqrt{\theta}}(\frac{(1+\epsilon^{2})}{I\vee}+1)+\frac{(i+\epsilon^{2})\epsilon}{R\theta 2}(1\frac{32\epsilon^{2}}{3_{2}\prime(i+\epsilon^{2})})=0$

$ff \equiv\frac{1}{\sqrt{Gr}}(1+2\frac{(1+\epsilon^{2})}{Pr})$
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$\omega$ に $\omega_{r}+j\omega_{r}$ を代入して、

$-j(\omega_{r}+j\omega,)^{3}+H(\omega_{r}+\dot{w},)^{2}+r(\omega_{r}+\dot{w}_{i})F-G=0,$

すなわち、

$[(3\omega_{r}^{2}-\omega_{i}^{2})\omega, +H(\omega_{r}^{2}-\omega_{j}^{2})-F\omega_{j}-G]+$

$i\omega_{r}[(-\omega^{2}+3\omega_{j}^{2})+2H\omega_{i}+f]=0.$

虚数部 $arrow$ より、

$\omega_{r}[-\omega_{r}^{2}+3\omega_{;}^{2}+2H\omega_{i}+F]=0,$

この方程式には二種の解が有り、一方は

$\omega_{r}=0$ の時、実数部司より、

$g(\omega_{i})\equiv\omega^{3}+H\omega_{i}^{2}+F\omega,$$+G=0$

となり、 $\epsilon$ と Grの積が $Pr$の関数と成っているようにいわば縮退
しているため、 安定性マップは 2次元で表現される $\langle$Fig.6)。 す
なわち、 閉ループのアスペクト比が小さくて過熱部冷却部の温度
差が大きい装置は、 アスペクト比が大きくて過熱部冷却部の温度
差が小さい装置に相当する。
また、 この中立曲線は 1 $p_{]}=1/2$ で漸近線を持ち、粘性が小さく

熱伝導性の良い流体では、 主流は常に安定である。逆に、粘性が
大きく、熱伝導性が悪い流体では、加熱部冷却部温度差が大き
くなると、定常主流解は不安定となる。例えば、水を想定した Pr6
の場合、 $\epsilon G\tau=16$ を超えると、正負の 2個の定常主流解が存在
し、 $\epsilon Gr=5$ を超えるとその定常主流解は不安定化する。たとえ
ば、 反時計廻りの定常主流解は、わずかなノイズが存在すると、
次第に、 その解軌道が定常状態からずれ始め、やがて時計周りの
定常主流解付近に移動する、 しかし、 その状態も不安定であるた
め、 やがて再び、 反時計廻り状態に戻ってくる事をくりかえす。
すなわち、 主流のカオス的反転が引き起こされる。

これが正の実数解を持つための条件は $g(O)<0$

すなわち、

$\epsilon Gr<\frac{12(1+\epsilon^{2})}{1-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})}Pr}$

しかしながら、今は主流解が存在する前提なので、

$\epsilon Gr>\frac{12(1+\epsilon^{2})}{32\epsilon^{2}Pr}$

$1-\overline{3\pi^{2}(1+\mathcal{E}^{2})}$

001 07
1 キ

$11Pr$

Fig.6 Stabihty map of 3 vanable
従って、不安定解は存在しない。 model
では、他方の解は

$\omega_{r}^{2}=+3\omega_{j}^{2}+2H\omega_{i}+F$
5. 数値実験

であり、その時、実数部 $\triangleleft$ より、 上述の 2次元スペクトル・モデルを、 トランケーション波数を
ループの接線方向に $3M$ 半径方向に $M$ とし、 $F$一言語でコー2 2

$[(3\omega_{r}-\omega_{1})\omega_{j}+H(\omega, -\omega_{i})-F\omega_{l}-($刃 $=0.$2 2
ディングした。 トランケーション波数の比が 3対 1なのは、空間

すなわち、 解像度を接線方向と半径方向に均-にすることを前提とし、ルー
プのアスペクト比 $(\mathfrak{R})$ が 1/6であることに対応している。

$f(\omega_{j})\equiv 8\omega_{j}^{3}+8H\omega_{j}^{2}+2(F+H^{2})\omega,+(HF-$の $=0$

$-\cdot--arrow-\sim\cdotrightarrowrightarrow$

$|f\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 線は

$HF-G^{\backslash }=$ Of(O) $=$ o、すなわち、
$E|\Downarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}/_{1}\#\Uparrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}^{1}\Uparrow^{1}|\ovalbox{\tt\small REJECT}|^{1}\sqrt1\mathbb{E}^{lll}\Uparrow\#_{111I}E^{!1}\}_{1W\Uparrow\{\{}$

す
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1な (わ 1
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1
$+R\epsilon$2))–$\epsilon$(2l$+R\epsilon$2)(l–

$\Re\acute{}$3(2l$\epsilon+$

2

$\epsilon$2)
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$\epsilon$

2
$\theta$

)-$\sqrt{}\epsilon R$

(l
$+\theta\epsilon$

2)
$D$–3$\pi$

2u(l
$+\epsilon$ 2)

$2(1+\epsilon^{2})_{J=0}R\epsilon\theta$

$E\#\Uparrow^{\sqrt{}}|V_{1}1_{11}^{I1\{}_{\vee-}\iota|_{|\#|}^{\phi|l}\underline{V1}E|\Uparrow_{-}V_{|\phi}\mathbb{E}\}||_{\uparrow}\triangleleft/\sqrt{}q\mathbb{E}_{1}^{\backslash }4_{1}^{I}\sqrt{}$

すなわち、
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}t\prec|t||\#\ovalbox{\tt\small REJECT}\}\}_{1V^{1}\|\dashv_{\lfloor}|9|\ovalbox{\tt\small REJECT};]\backslash \{\}-H4\oint_{[}l^{\triangleleft}E11^{I}\#N$

$–\neg$

$\frac{2}{\epsilon Gr}[1+\frac{4(1+\epsilon^{2})}{p_{r}}]=[1-\frac{2(1+\epsilon^{2})}{p_{r}}][1-\frac{32\epsilon^{2}}{3\pi^{2}(1+\epsilon^{2})}]$

すなわち、 $E_{-}^{\{}\eta^{\}}\Uparrow\sqrt{}\sqrt{}\backslash (\sqrt{}\prod_{-}^{-}\lambda 1^{\int}\mathfrak{y}^{\#}\sqrt{}$

$\epsilon Gr=21+\frac{4(1+\epsilon^{2})}{p_{r}}\underline{1+\frac{4}{p_{r}}}-\underline{\sim}2$

$Fig.73$ 変数モデルによる主流の時系列 (横軸は無次元時間)

$32_{\mathcal{E}^{2}}$ $2(1+\epsilon^{2})$ 2 図の配置について、第 1行の左から $\epsilon G$「$-\iota\alpha\rangle,80\beta 0,50,40$, 第 2行左から

$[1-\overline{22}]1-\overline{p_{r}}$ $1-\overline{p_{r}}$ $\epsilon G$「30$\lambda$5 $\lambda$0,18,16、第 3行左から 1 $G$「-14,12,10$\theta\delta$,、第 4行左から
$3\pi(1+\mathcal{E})$

$\epsilon G$「-7ft $\delta$ ,4 $\beta$、の順にならへてある。
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窒内実験ではアスペクト比が 120であるにもかかわらず、 $1/6$ 3変数モデルの結果とは、いくつかの点で、質的に異なる。ま
の数値実験を行う理出は、ここでの目的は実験ループ内を再現す ず、．．r.

$\hat{}$
流が不安定となる臨界点は、 5から 7付近に移動した。ま

ることよりも、自由度の大/$J$ .がもたらす効果を調べることにある た、3変数モデルではカオス的反転が繰り返されていた、 $\prime Gr=1S,$

からである。 自由度を大きくしたときに、計算時聞を節約するた 20,25,30の場合に、主流は安定化した。すなわち、 2種類の反転
めに、アスペクト比を]/6とした。 領域の問に安定領域が挟まる形となった。
まずは、最小自鈎度モデルの例として、あえて廟由度を減らし、 $\epsilon Gr$ が 8から 14までの聞の主流の反転は、温度分布を見ると滑

上記 3変数モデルを時間発展させてみた。水を想定して、プラン らかであり、層流カオス反転と名付けることが出来る。 $\epsilon Gr$ が
トル数 $Pr$ を 6に固定して，$\epsilon Gr$ を $3_{1}i,5,6,7,8,9,10,12,14,i6,18,20$ , 40から $1\alpha$} までの主流の反転は、温度分布を見ると良く乱れてい

25,30,40, 50,60,80,100の 20通 $\iota)$ に変化させた。計算条件は時？,$\eta$刻 るので、乱流カオス反転と名付けることが出来る。しかも、 $\epsilon$ Cr
み幅 $D$「$-1/10$, 討算終了無次元時刻は $2\alpha n$ である。初期値はノイ が 7の場合は、時問発展の前半は、激しく反転が繰り返されてい
ズを想定して、すべてのモード (と言っても 3個) の初期振幅と るにも関わらず、後半では、安定化している。 $\epsilon Gr$ が 16の場合
して、$1.0\cross l\nu$を選ぶと、Fig.6のような主流の時系列が得られた。 も、前半は層流カオス反転でありながら、後半では、安定なのか
定常主流の中立曲線 $(P_{F}5)$ を超えたパラメーター領域からカ 判断に迷うような、Sen調 vityが感じられる。初期値依存挫が予想

オス的振る舞いを示し、上認線形不安定理論に完全に一致した。 されるので、次のようなパラメータ連続変化実験を行った。
また、 $\epsilon Gr$が大きいときは、周期的に反転する傾向が有ることも
わかる。また、 3変数モデルの厳密な定常解から時開発展させる 7. パラメータ連続変化実験
と、定常のままでいることは確認してある。

初期条件として、 $\epsilon G$「$-1$ の時の 3変数モデルの定常解を選び、
6. 大自註度モデル数値実験 実験条件としての $Ic_{xr}$の値を 1から 100まで、無次元時間 $400(r$

かけてゆっくりと変化させ続けながら時間発展させた。その時の
自由度が 大きくなると振る舞いはどの様に変化するのだろう 主流の時系列が Fig.9のグラフのうち、黒実線である。驚くべき

か。 トランケーション波数を $1S:5$ $($自由度 $2S0)$ にして、初期値 ことに $\epsilon Gr$ が 60付近まで、主流の反転は見られない。また、安
をノイズ (全モードの振幅を i $\cross$ l(戸) 計算終了時刻を 10000まで 定している主流の大きさは徐々に減少している様子が認められる。
上げて時間発展させた結果が Fig.$8ab$ である。 この減少は、 3変数モデルでの定常主流解が $\epsilon Gr$に対して単調増

加関数であったことと矛盾する。すなわち、 3変数モデルには含
まれていないモードが主流の安定化に貢献していると考えられる。

$r\circ\cdot\cdot,.|\cdots(Ac\cdots 0^{\cdot}\cdot p)::,:\cdots$
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.
ス反転と名付けたパラメータ領域は g大きな初期値依存性が有るこさらに、パラメータ固定実験 (Fig.s) と比較すると、層流カオ

とがわかった。すなわち、安定状態とはほど遠いノイズ状態の初
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くりと、 1まで変化させる実験を行った。その結果が $Fig9$ のもう
一つのグラフ (緑色) である。今度は $\epsilon Gr$が 55付近まで、激し

$/x—\vee-\cdots\cdot\cdot$ く反転を繰り返し、その後は先の連続 Up実験を逆にたどるよう
に安定状態を傑ったまま推移した。パラメータ固定実験 (Fig. $S$ )

Fig.Sa 多自由度モデルによる主流の時系列 (横軸は無次元時間) での層流カオス反転のパラメータ領域でも安定している事が特徴
図の配置については、 Fig7と同様である。 である。パラメータ連続変化実験が以前の状態を引きずるという

履歴性を持つものとしたら、パラメータ固定実験 (Fig.8) の 2種
$\mathfrak{x}\cdot\cdot,.e*\nwarrow.(3_{arrow.}\cdot\cdot$ 類のカオス反転領城に挟まれた層流安定状態の履歴性が発現した

$\underline{\mathscr{B},}^{i}-\backslash \mathscr{D}\mathscr{D}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と解釈できる。

$\prime^{-}-\mathscr{B}_{\vee}^{\vee}\infty-\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\wedge}--\prime R_{-}\mathscr{B}|..\underline{\backslash }_{w}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-},$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }^{1}\backslash -\vee\cdot..-A_{---}$

$\mathscr{B}\overline{\mathscr{B}_{v}}^{1^{-}}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\cdot-f\mathscr{B}_{d}^{\vee\sim}--\infty-\cdot.-|^{-\overline{\bigwedge}}\backslash -\ovalbox{\tt\small REJECT}\bigwedge_{1}_{\mathscr{P}}^{1}m\mathscr{B}$

$-\dot{r_{-}rightarrow\underline{\delta}}$

$\check{\mathscr{Z}}_{\sim F}^{1}--\ovalbox{\tt\small REJECT}’||^{-}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}\prime!}^{1}\mathscr{R}_{=}^{-r}R-|-I^{\mu 1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}^{\wedge}|\grave{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}}$ゆ
$\oint..\langle\wedge\cdot x.=$

Fig $SU$ 多自歯度モデルによる計算終了時刻における温度分布 Fig9 パラメータ連続変化実験における主流の時系列
図の配置については、 Fig7と同様である。 $\langle$横軸は無次元時聞 40000まで)
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8. 層流安定からの脱出実験

パラメータ固定実験 (Fig.8) で発現した層流カオス反転とパラ
メータ連続変化実験で発現した層流安定状態という、振る舞いの
多重性をさらに確認するために、 さらなる実験を行った。
そのためにまず、パラメータ連続変化 Up 実験における、 $\epsilon$ Gr

の値が、 3,4,5,6,7,8,9, 10, 12,14, 16,18,20,25,30,40,50,60,80, 100になっ

た瞬間の 20種の状態を初期状態にして、それらの $\epsilon$ Grの値を実
験条件にしたパラメータ固定実験を計算終了時刻 2000まで行い、
その安定性を確認した。 その結果が、 Figl $O$ である。

$\varpi^{f}-\#^{\Downarrow\sqrt{}\Downarrow Y\#^{1}\{\backslash }$’ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}-$ $H_{-}$ $H_{-}$

ロ「日ロロ
ロロ臼
自

$\epsilon$ Grが 40と 50の場合、及び、 10から 16の場合では、 カオス的
反転が復活した。 $\epsilon$ Grが 16から 30の場合には、一時的には、カ
オス的反転が復活したが、 やがて、安定状態に収束していくよう
に見える。

9. 最後に

無限自由度とは言えないが、かなり大きな自由度 (15-5 モデル
では $2S0)$ を持つ閉ループ内熱対流系において、小自由度系の特
徴を持つカオス的振る舞いが、 実現されたことの意味は大きい。
それを実現するための必要条件はあらゆるモードの成長を平等に
許すため、 ノイズのみの初期条件で時間発展させることである。
しかしながら、その調査の過程で明らかになった、 より重要な

ことは、以下のとおりである。

1. このカオス的振る舞いは、初期条件に、大きく依存し、同じ実
験条件下でも、安定化させる事が可能であること

2. 一旦、実現した小自由度的カオスは、ひたすら長時間の時間発
展をさせるうちに、 いつかは、定常安定になるという、過渡的現
象である可能性が強い。

3. 現実の複雑系の予測可能性が低いのは、初期値依存性が高いか
らという理由だけではなく、 多自由度系は、 たくさんの種類の振
る舞いの多重性を持っているからであると思われる。

Fig.10 安定性確認実験における主流の時系列 (横軸は無次元時間) 4. 現実の室内実験の長時間パラメーター固定実験で現れた、自発
図の配置については、Fig7と同様である。 的レジームシフトは、 振る舞いの多重性とノイズがもたらす、絶

妙な共同作業である可能性が強い。 小自由度モデル (3変数ロ

パラメータ連続変化実験においても主流が不安定であった、 $\epsilon$ ーレンツ的モデル) の持つカオス的振る舞いは、 多自由度系にお
$c_{\ulcorner-}100,80$, の 3例を除いて、総て安定であった。 いても、 初期条件に強く依存しながら、有限の時間の間でのみ実
続いて、 多重性のもう一方の振る舞いである、層流カオス反転 現可能な過渡的現象であったとしても、 理想化された実験条件と

状態に移行させるため、 上記、 安定性確認実験で使用した 20種制御不能性を内包した現実世界の 「ギャップ」に思いを巡らせれ

類の初期状態に人為的にノイズを混入させるため、 すべてのモー ば、 この過渡的現象こそが、真に 「リアル」である可能性がある，
ドの振幅に一律に $1.0\cross 1\sigma^{1}$ を加えて無次元時間 2000までパラメ すなわち、適当なノイズ (現実世界のノイズであれ、 数値計算世

$-$ク固定実験を行った。 その結果は、 Figll である。 界の数値誤差であっても) に曝され、 幾種類かの過渡的現象を彷
復い続けているのが 「現実」 であるかも知れないのである。

翻
$H_{-}($ $H_{-}’N$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}^{1}/_{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}}$ $\square _{-}$ $\alpha_{-}\{$

臼期臼日日
日自自自白

Fig.11 安定からの脱出実験における主流の時系列 (横軸は無次元時間)

図の配置については、 Fig7と同様である。
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Appendx

$CCC(n,n’,n’) \equiv\frac{1}{2\pi}f^{\pi}\omega s/\theta\cos n’\theta\cos/t’\theta ae$

$CSS(n,n’,n^{-}) \equiv\frac{1}{2\pi}\iota^{2\pi}\cos/\theta\sin n’\theta_{S1}’nn"\theta\theta$

$SSC(n,n’,n^{\prime\ovalbox{\tt\small REJECT}}) \equiv\frac{1}{2\pi}f^{n}\sin/\theta\sin n^{\theta}\theta\cos n"\theta m$

$SCS(n,n^{\ovalbox{\tt\small REJECT}},n") \equiv\frac{1}{2\pi}\iota^{2\pi}\sin/\theta\cos n^{-}\theta\sin n$” $\theta d\theta$

RCCC$(k,k’,k’ \gamma\equiv\frac{1}{\pi}C_{2}^{2}\kappa ncos(k)cos(k’ r)\cos(k"r)$de

RCSS$(k,k^{-},k’) \equiv\frac{1}{\pi}L_{\pi}^{2}\pi 2\cos(k)\sin(k^{\nu}r)\sin(k’ r)\star$

RSSC$(k,k’,k’) \equiv\frac{1}{\pi}\Gamma_{\frac{\pi 2\pi}{2}}$ sin(ke) $\sin(k’ r)\cos(k"r)\mathscr{K}$

RSCS$(_{-} \ell,k’,k’)\equiv\frac{1}{\pi}C_{2}^{2}\pi\pi\sin(k)\cos(k^{t}r)\sin(k"r)$de

ただし、 $n’=0$ の時は人為的に la をかける。

$GaJt/,j^{1},I)=R_{J\cdot/}(RSCS,RCS\}\gamma, GGS[i,l’,l.)=R3_{/f}(RCSS,RSa\gamma$

66$\subset$篭 $j^{1},j’)=R3_{J/}(RSSC,RCCC\gamma, C\prime\alpha(j,i’,j’)=R_{/J^{\backslash }}(RCCC,RSSCj,$

where
$R3,.(Rn,Rn)$
$\cong R1_{l-2J-2},(Rfl)+R1_{k-2/},(RT1)+R1_{1,-2\swarrow(RT1)+R1_{x\swarrow},(RT1)}$

$+R2_{1^{1}-2/-2f}.(RJ2)+_{-}a_{-2jf}(Rl2)+_{-}\Omega_{tJ-2f}.(RJ2)+_{-}a_{rJ},(R\mathcal{J}2)$

and
$\Lambda 4_{P.t/}(RI\infty\equiv k^{1}$ PRrCS,$,,$ $\lrcorner V_{PJ\parallel}(RCS5j\underline{=}$Pt $RCSS_{PJy}$

$R1_{xJJ}(RSa\gamma\equiv-k’ PRCSS_{lj/},$ $-\alpha_{xJ\mathcal{X}}(RCSS\gamma\equiv-lRSCS_{JJ}\ldots$

$R1_{xg\gamma}(-wcs\gamma\equiv k’ lRXC,,$ $-n_{tJP(RCS5)}$ミーズ $RCCC_{tJ\mathcal{X}}.$

$R1_{tJ\nearrow.(MC\delta\gamma\equiv-k’ PRCCC_{\parallel JJ^{J}}},$ $R_{xJ,x}.(RCS37\equiv lRSSC_{PJP}.$

$(\begin{array}{l}Au_{n}..\prime N2_{n1}.M_{nt}.\end{array})\equiv[_{k’+\epsilon^{2}(2^{2}}^{(k}_{d,2},’|,$
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$NRI_{nr//}=(\Lambda W(i,j’-2,n")AW(i,t" n^{\dagger X}))(\begin{array}{l}RCSS(i,;.- 2,;.,- 2)+RCSS(j/^{\backslash }- 2,l^{})RCSS(j_{\prime\prime}’,- 2)+RCSS(i,:^{},l^{})\end{array})$

$NR/_{n^{},p}.=(\Lambda W(\sqrt{}.,j’-2,n")AWO^{\cdot},j’,n"))(_{RSCXj,j,l-2)+RSCS(j,f^{\prime\cdot/})}^{Rscw_{J},-2_{l’}-2)+Rfcw_{l}j’-2,/}$

$NRJ_{fg}.=(JW(i,j’-2,n’)/1W(i,j^{1},n^{1/}))(_{RCc\alpha jj}^{RCC\mathcal{C}(i,j^{2}-2,j"-2)+RCCC(i,j^{}-2,y}$

$NRj_{n/J’}=(\prime wke\prime e.\Lambda W(k,l^{},k^{1}\equiv l[k^{2}-k^{2}-\epsilon^{2}(1-k^{2})J^{SS\mathcal{C}(j,:-2_{J’}-2)+RSS.C(j_{J}-2_{J’}’}RSSC(j,\prime’,\prime’\cdot+RSSC_{J^{l}},$
”’

$.,$

$NQ,..=NQ_{n.\prime\prime\prime.l},(RSCS),$ $NQ_{m//\prime^{i}}.=NQ,(RCSS)$

$NQ_{n,j,f}.=NQ_{\hslash.\hslash}..d../\cdot J^{\cdot}(RSSC),$ $NQ_{n.n.}J^{\cdot}J^{t}=NQ_{n.\prime J\nu}.(RCCC)$ ,

wkere

$NQ_{n.nJJJ^{1}}.(RT)\equiv(\begin{array}{l}Qak-2,k^{|}-2,n,n^{\prime|})Qgk-2,k^{\mathfrak{l}},n,n")Qgk,k^{}-2,n,n’)Q\alpha k,k’,n,n,,)\end{array})\cdot[_{RT_{kj^{1}f-2}’+RT_{t\prime\prime}}^{RT_{1-2J^{1-2}J^{l}-2}+RT_{k-2j^{}-2j}}RRT_{t-2Jd^{\prime(-2}}T_{tJ-2j-2}++RRT_{k-2\prime.\prime}T_{tJ’-2f}..\cdot)$

and $QQ(k,k’,n,n”)\equiv fl^{k^{2}-}k^{2}-e^{2}(n^{2}-n^{\prime\prime 2}+1)]$
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