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ABSTRACT.

1. Since 1811, Poisson issued many papers on the definite integral, containing transcendental, and
remarked on-the necessity of careful handling to the diversion from real to imaginary, especially, to
Fourier explicitly, in tha rivalry of each other, both compete in the heat and heat diffusing equations.

2. On the other hand, Poisson feels incompatibility with Euler and Laplace’s ’passage’, on which
Laplace had issued a paper in 1809, entitled : On the 'reciprocal’ passage of results between real and
imaginary, after presenting the sequential papers on-the occurring of ’one-way’ passage in 1782-3.

To these passages, Poisson proposes the direct, double integral in 1811,13,15 and 20.

In the last pages of a paper of fluid dynamics in 1831, Poisson remembers to put again the restriction,
saying that the provings of eternity of time in the exact differential become necessarily defective, for it
includes the series of transcendental. (§ 1, 2, 3, 5, 6)

3. As a contemporary, Fourier is made a victim by Poisson. To Fourier’s main work : The analytical
theory of heat in 1822, and to the relating papers, Poisson points the diversion applying the what~
Poisson-called-it ’algebraic’ theorem of De Gua or the method of cascades by Roll, to transcendental
equation. Moreover, about their disputes, Darboux, the editor of Buvres de Fourier, evaluates on the
correctness of Poisson’s reasonings in 1888. Drichlet also mentions about Fourier’s method as a sort of
singularity of passage from the finite to the infinite. (§ 1, 3, 4, 7)

1. INTRODICTION

123,45 Fourier’s works are summerized by Dirichlet, a disciple of Fourier, as follows :

o a sort of singularity of.passage from the finite to the infinite
e to offer a new example of the prolificity of the analytic process

The first is our topics which Fourier and Poisson point this problem in life and the other is, in other
words, the sowing seeds to be solved from then on. Dirichlet says in the following contents, Fourier
(1768-1830) couldn’t solve in life the question in relation to the mathematical theory of heat, in Solution
d’une guestion relative a le théorie mathématiques de la chaleur (The solution of a question relative to
the mathematical theory of heat) 4] :

La question qui va nous occuper et qui a pour objet de determiner le états succes-
sifs d’une barre primitivement échauffée d’une maniére quelconque et dont les deux
extrémités sont entretenues & des températures données en fonction de temps, a déja
été résolue par M. Fourier dans un Mémoire inséré dans le Vol. VIII'de la collection de
I’Académie Royale des Sciences de Paris. La méthode dont cet illustre géometre a fait us-
age dans cette recherche est une espéce singuliére de passage du fini a Uinfini, et offre un
nouvel ezemple de la fécondité de ce procédé analytique qui avait déja conduit ’auteur
4 -tant de résultats remarquables dans son grand ouvrage sur la théorie de la chaleur.

Date: 2013/01/15.

'We have showed the detail of the another heated collision between Poisson and Navier in [17].

2Basica,lly, we treat the exponential / trigonometric / logarithmic / 7 / et al. / functions as the transcendental functions.

3Translation from Latin/French/German into English/Japanese mine. We state our assertion with English only.

4We use the underline to specify the meaning of 'root’ in our problems, and the italic words to emphasize our assertion.
and use the symbols § : chapter, § : article of the original.

5To establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death: Daniel
Bernoulli(1700-82), Euler(1707-83), d’Alembert(1717-83), Lagrange(1736-1813), Laplace(1749-1827), Fourier(1768-1830),
Gauss(1777-1855), Poisson(1781-1840), Navier(1785-1836), Cauchy(1789-1857), Dirichlet(1805-59), Stokes(1819-1903),
Riemann(1826-66).
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Jai traité la méme question par une analyse dont la marche differe beaucoup de celle de
Fourier et qui donne lieu & I’emploi de quelques artifices de calcul, qui paraisent pouvoir
étre utiles dans d’autres recherches.  [4, p.161] ( Italics mine. )

Riemann studies the history of research on Fourier series up to then (Geschichte der Frage iiber die
Darstellbarkeit einer willkiihrlich gegebenen Function durch eine trigonometrische Reihe, [39, pp.4-17].)
We cite one paragraph of his interesting description from the view of mathematical history as follows :

@ Fourier 23z B+ 2 RE DML (21, Dec., 1807) ZBH L85, »b2 2L EBD (/772
ZABNL) Bl ZABMOEMBRATERRITL S LT60THY, BRKaOAR
O Lagrange (4FF7 1) bIORIICHZY LUBLAY, EHTD LERFLE, @ TOWRIIT
AL 77 AR XERICEMEN TS WS, (FE2, Dirichlet BtORRABEICLS) @ *
/=¥, Poisson T2 ERR BPEL, BIEIZ, Lagrange DRBYT 3 KI5/ 0—H
2. HHEBORBOERDDIC=ARBOKBEBMELERA L TVWIEFRRH IR, £ZTZ0
HRFELZRBRLISGRENRN L RMHB LT, @ Fourier & Poisson D415 7= sHaBIfk %
MECHRE ORI TORVEZRET 302 THMIEKR LT, Lagrange DMIIZH 5 —BESL
HIEO W 5 ESTHIEA—oOBLMZRITORNWTIFI—0hD, 25 LHERIT
EHTBD,  [39, p.10]

y=2/YsinX1rdX sin:v7r+2/Ysin2X7rdX sin2z7r+~--+2/YsinnX7rdX sinnzm, (1)

@® ¥FE Poisson iZLVBAINT—HiX (1) THEIERDHD, WH-T,.x=Xe¢Thid. y
=Y LYY M X CHET AR THDS, @ ZOBRIIHMNICT—Y oBKLIT2RD
i —RLT, 2RV BAOFRBHEESICHE ; LrL, TRIEEZIARTLIZN,
{72 & Lagrange DS IRE [ dX 2o TV BEEhBFER) X, 4ARLZAX D
REE2E-TWERES5, @ HORITEEMTHL. EXHILEROWK L H B EBMAD sine
CEAREBMTHERICERL L S L LELRELSICITIZYENENDMS, (39, pp.10-11]

Poisson mentions the universality as follows :

WOETHARLNE ) ILRVEFENFRORDLYIZ, BRI E Tl TRERROWIIRMES
FRALEH L EHZLHEFOMRICLIVBIICMILES LB Eho L BS, Th
ARITROBVEVERTH S, [22, p.123]

-Poisson attacks the definite integral by Euler and Laplace, and Fourier’s analytical theory of heat, and
manages to construct universal truth in the paradigms.

One of the paradigms is made by Euler and Laplace. The formulae (3) deduced by Euler, are the
target of criticism by Poisson. Laplace succeeds to Euler and states the passage from real to imaginary
or reciprocal passage between two, which we mention in below.

The other is Fourier’s application of the method of De Gua or cascades. The diversion from (??) to
(18) is Fourier’s essential tool to distinguish the root of the transcendental equations for heat theory.
Dirichlet calls these passages a sort of singularity of passage from the finite to the infinite. cf. Chapter 1.
We think that Poisson’s strategy is to destruct both paradigms and make his own paradigm to establish
the univarsal truth between mathematics and physics. We would like to show it from this point of view
in our paper.

2. POISSON’S PROPOSITIONS ON THE PASSAGE FROM REAL TO IMAGINARY

Euler states the definite integral in Supplement V to Leonhardi Euleri Opera Omnia Ser.I, XI, Sectio
Prima, Caput VIII, [5] in 1781, as follows :
4) On the definite integral of the interval of variable limit from = = 0 to z = oo.
§124. In the following forms, the interval from z = 0 to x = oo, the most simple case
is on the circle, [ (1_‘2—’;);, whose value is J, where, assuming the diameter = 1, then the
length of circumference is .
Next, by the method, which is known as only one absolutely,

™19z [z=° ] T namel e R
1+=z)m mr’ ¥ (1+z)*  nsinZX

nsin 22X
Next, our integral of problem wxll be

/m*@x e =Ag*" 19z e,

=00



with the help of the formula : f0°° Oz - e7® = 1, the values of séquential integrals are
deduced as follows :

/w@a:-e""”:l, /m20x'e°”=1~2, /m36m-e"z=1-2-3, /x48z~e’”=1-2-3-4,
( omitted. )
§133. If we assume p = fcos 8, q= fsin 6,
(p+qv—=1)" = f*(cos nf + v/~1sin nf), (p—gv/—1)" = f*(cos nh — v/—1sin nf) (2)
where, 0 = g, f=vVr?*+¢? A= [z"'9z e 2. Here, our method turns into :
A B A
p+qv/—=1  f(cos nf ++/—1sin nf)

§134. At first, adding both hand-sides of the expression (2), and next, subtracting and devideing
with 24/—1, then we get

- _ n— oy . Asin nf
/y" Loy -e ””cosqyzm—}.i?f, and /y 18y -e "”’smqy=—s;—;~7}——

These integral formulae have been left during the longest period, as the completely arbitrary
numbers with respect to p and g, although we have tried it in vain, we have restricted as plus
value number with respect to p. Hence, it is worthy to challenge to understand the below paired
integral formulae :
We assume A =1-2-3-4---(n—1), p, ¢ > 0: arbitrary, \/(p? + ¢2) = f. The angle
made by these values is 8 or 8 = ;-';. The values by remarkable integral are as follows :
Acos né

Formula 1 : / "9z - e " cos gz = =, Formula 2 : / " '0r - e P sin qz = Asin nf
4] f" o fn
[5, p.337-343]

Poisson talks about Euler’s.integral method as follows :

®3)

These formulas owe to Euler, which however, he have discovered by a sort of induction
based on diversion from real to imaginary ; although the induction is allowed as the
discovering method, however, we must verify the result with the direct and strict method.
(20, 1 1, p.219], cf. Chapter 2. ,
In 1809, Laplace publishes Mémoire sur divers points d’analyse, [15], in which he introduces the tech-
niques of integral, entitled : Sur les intégrales définies des E‘quations a différences partielles. and Sur le
passage réciproque des Résultats réels auz Résultats imaginaire. Laplace uses also the divisional integral
like Euler, and from here Poisson critisizes Laplace’s diversion from real to imaginary.  Poisson issued
Mémoire sur les intégrales définies [20] in 1813, in which he called our attention to induce from real to
imaginary number, using the following example.

q1.
_ - —bz . _ d; bz . dz -
/e % cosaz 2" Vdx = Y, /e " sinaz 2" dz = z, = d—y = —/e b2 sinaz 2"dz, =l b2 cos az z"dx
a a
[e b sinaz z"dz = —te~"sinaz 2" + ¢ et cosaz 2™ ldz + 2 e sinax 2"~ dz,
[e * cosaz z"dz = —}e " cosaz 3" ~ & [ e~ cosaz "~ lde + 2 [ e~b% cosaz & ldz

where, we assume b and n positive. This value of A is independent of b, for if bz = 6, then we get
A= b"/e_b’”x"“ldz = /e_ef)"_l'dﬂ

Finally, we get as follows :
Y= cosnt / e0gn1dp 4= sinnt _ / e—0gn-14g

(62 + a2) ¥ (b2 + a2> 2

where, ¢ is the arc of tan %, namely ¢ = arctan %. Poisson concludes we should use the direct and vigorous
method as the following :
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b DARIT Euler (283 bOER, HiZZhbDRERORYE~ORAET HHED
HRIZIVRHLAEALOT, MRRBRFEBLLTRRIBITAVIERHEILLTH, &R
ZEEN OB R ETHB T 5 48R H 5, Fa% nouveau Bulletin ® n® 42 [19] CZERSDE
BRIZE > THERALELARIT, BIFAOKHNRBERT TR b=0L LTHLHEEENE, [20,91,
p.219]

3. ARGUMENT BETWEEN FOURIER AND POISSON ON APPLYING THE THEOREM OF DE GUA TO
TRANSCENDENTAL EQUATIONS

There were the strifes between Poisson and Fourier to struggle for the truth on mathematics or math-
ematical physics for the 23 years since 1807. Poisson [32, p.367) asserts that :
e It is not able to apply the rules served the algebra to assure that an equation hasn’t imaginary,
to the transcendental equation.
o Algebraic theorems are unsuitable to apply to transcendental equations.
o Generally speaking, it is not allowed to divert the theorems or methods from real to transcen-
dental, without careful and strict handling,.
On the other hand, Fourier [11, p.617] refutes Poisson :
o Algebraic equations place no restriction on analytic theorems of determinant ; It is applicable to

all transcendental, what we are considering, in above all, heat theory.

o It is sufficient to consider the convergence of the series, or the figure of curve, which the limits of
these series represent them in order.

o Generally speaking, it is able to apply the algebraic theorems or methods to the transcendental
or all the determined equations.

(fig.1) Paper spectrum interferring between Poisson and Fourier. Rem. MS : manuscript
Fourier = (MS:)[13] (ex:)[18] [6] (2nd.v:)[7] (prize.1)[8] (prize.2)[9] [10] [11] [12]

T [20] [21] [23]\, / I /|
Poisson => [24] [25] [26] [27] [28] [29] [30] [31) [32] [33] [34] [35] [36] [37] [38]

4. FOURIER’S PRINCIPLE

Chapter 3. Propagation de la chaleur dans un solide rectangulaire infini, pp.141-238.

86 Dévelopment d’une function arbitraire en siries trigonométriques
€ 219. An arbitrary function can be developed under the following form :

a1 sinx + agsin 2z + a3 sin 3z + a4 sindzx - - -

Fourier states his kernel in § 219 — 221. He redescribes these articles from the corresponding of his first
version. He announces these correction in 'Discours Preliminaire’, however, the proof is completely same
with the expression of first version, except the expression (4).

(D) gcp(a:) = a1 sinz + a2 sin 2z 4+ a3z sin 3z + a4sin4x - - - 4)

€ 221. Fourier states only from the proving of orthonormal relation, so Poisson is disapointed with the
lack of vigorousness and exactitude of the very mathematical importance in the future.

Lagrange, dans les anciens Mémoires de Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches sur la

théorie de la chaleur, avaient déja fait usage de sembles expressions ; mais il m’a semblé

qu’elles n’avaient point encore été démonstrées d’une maniére précise et rigoureuse ;

[24, 928, p.46]
The following are Fourier’s description about the proof of trigonometric series.

On peut aussi vérifier 'équation précédente (D) (art. 219), en déterminant immédiatement

les quantités a1, ag, as, ---,a;, -+ dans I'équation

p(x) = aysinz + azsin2x +azsin3z + -+ +a;sinjz - -



pour cela on multipliera chacun des membres de derniére équation par sinizdz, i étant
un nombre entier, et on prendra l'intégrale depuis z = 0 jusqu’a z = 7, on aura

/cp(.f) sinizdzx = a; /sinxsin izdr + ag /sin 2zsinizdr + - - a; /sinja: sinizdr + - - -
Chapter 5 De la propagation de la chaleur dans une sphére solide, pp 304-331.

§ 1 Solution générale, pp.304-316.
9 284. ( Deduction of the determinated equation of the root )

Soit y = e™u, u étant une fonction de z, on aura u = k% On voit d’abord que,
la valeur de t devenant infinie, celle de v doit &tre nulle dans tous les points, puisque
le corps est entierement refroidi. On ne peut donc prendre pour m qu’une quantité
négative. Or k a une valeur numérique positive ; on en conclut que la valeur de u dépend
des arcs de cercle, ce qui résulte de la nature connue de I’équation mu = k%. Soit
u = Acos nz + Bsin nz, on aura cette condition m = —kn?  Ainsi l'on peut exprimer
une valeur particuliére de v par I’équation

2
e—kn t

v = (A cos nx + Bsin na:) (5)

n est un nombre positif quelconque, et A et B sont des constantes. On remarquera
d’abord que la constante A doit étre nulle ; car lorsqu’on fait z = 0, la valeur de v, qui
exprime la température du centre, ne peut pas étre infinie ; donc la terme A cos nzx doit

étre omis.
Du plus, le nombre n ne peut pas étre pris arbitrairement. En effet, si, dans I’équation
déterminée
v
— +hv=0 6
7t (6)
on substitute la valeur de v, on trouvera
nz cos nz + (he —1)sin nr =0 )
Comme ’équation doit avoir lieu & la surface, on y supposera z = X, rayon de la spheére,
ce qui donnera ta:"; v = 1—hX. Soit A le nombre 1 — hX et posons nX = ¢, on aura
@me—= = A Il faut donc un arc ¢ qui, divisé par sa tangente, donne un quotient connu

A, et Uon prendran = %. Il est visible qu’il y a une infinité de tels arcs, qui ont avec
leur tangente un rapport donné ; en sorte que 1’équation de condition i m’:)fl <~ =1-hX
a une infinité de racines réelles. {2, 9 284, pp.305-6]

—kn2
After supposing A = 0 of (5), Fourier substitutes v = ¢ '; : (sin nw) for (6), then gets the equation (7).
9 288. The equation of real root as 'procéde d’approximation’. Fourier proposes the method, which is
nearly the what is called Newton approximation or the Newton method. We iterate the approaching

by differentiation until we get the root of the crossing point made with the tangent and the curve :
Tyyy =Ty, — %((%)5, f(zy) #0.
La régle que I’on vien d’exposer pouvant s’appliquer au calcul de chacune des racines
de ’équation -

€
=1-hX 8
tane hX, ®)

qui ont d’ailleurs. des limits données, on doit regarder toutes ces racines comme des
nombres connus. Au reste, il était seulement nécessaire de se convaincre que I’équation
a une infinité de racines réelles. On a rapporté ici ce procédé d’approzimation, parce
qu’il est fondé sur une construction remarquable qu'on peut employer utilement dans
plusieurs cas, et qu’il fait connaitre sur-le-champ la nature et les limits des racines ; mais
I’application qu’on ferait de ce procédé a I'équation dont il s’agit serait beaucoup trop
lente ; il serait facile de recourir dans la pratique & une autre méthode d’approzimation.
(2, 9 288, p.311]

€ 291. ( Heat diffusion equation in the sphere. )
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La fonction arbitraire F(z) entre dans chaque coefficient sous le signe de l'intégration
et donne a la valeur de v toute la généralité que la question exige ; on parvient ainsi a
I’équation suivante :

zv _ sin mz [ zF(z)sin mz A _ny2e + sin noz [ zF(z)sin nyx dz

—’C‘nzzt
e . 9
2 X - ﬁsin 2mX X - ﬁsin 2ny X ©)

Telle est la forme que ’on doit donner a I'intégrale générale de 1'équation
o v 20v
ot~ " 0x? + z 0z
pour qu’elle représente le mouvement de la chaleur dans la sphére solid. En effet, toutes
les conditions de la question seront remplies :
1. L’équation aux différences partielles sera satisfaite.
2. La quantité de la chaleur qui s’écoule a la surface conviendra & la fois & 1’action
mutuelle des derniéres couches et & l'action de 'air sur la surface, c’est-a-dire que
I’équation gg + hv = 0, a laquelle chacune des parties de la valeur de v satisfait
lorsque z = X, aura lieu aussi lorsqu’on prendra pour v la somme de toutes ces
parties.
3. La solution donnée conviendra & ’état initial lorsqu’on supposera le temps nul. (2,
q 291, p.314-5)
8 2 Remarkes diverses sur cette solution, pp.317-334.
9 305. ( The proof of the equation (8) has only real roots. )

L’usage que l'on a fait précédement de 1’équation
€
tane A (10)
est fondé sur une construction géométrique qui est trés propre & expliquer la nature de
ces équations, En effet, cette construction fait voir clairement que toutes les racines sont
réelle ; en méme temps elle en fait connaitre les limits et indique les moyens de déterminer
la valeur numérique de chacune d’elle. L’examen analytique des équations de ce genre
donnerait les mémes résults. On pourra d’abord reconnaitre que I'équation précédente,
dans laquelle A est un nombre connu, moindre que 'unité, n’a aucune recine imaginaire
de la forme m + ny/—1. 1l suffit de substituer au lieu de ¢ cette derniér qantité, et
Pon voit, aprés les tranformations, que le premier membre ne peut devenir nul lorsqu’on
attribue & m et n de valeur réelles, & moins que 7 soit nulle. (Here, Darboux comments
as we show bellow.) On démontre aussi qu'il ne peut y avoir dans cette méme équation

£C0SE — Asine
Ccos€e

aycune racine imaginaire, de quelque forme que ce soit.  En effet :

1. les racines imaginaires du facteur Cols = = 0 n’appartiennent point & ’équation ¢ — Atane = 0,

puisque ces racines sont toutes de la forme m + ny/—1 ;
2. I’équation sine — § cos¢ = 0 a nécessairement toutes ses racines réelles lorsque A est moindre que

Punité.

Pour prouvercette derniére proposition, il faut considérer sin € comme le produit d’une
infinité de facteurs, qui sont

2 2 2 2
e(1-5) (1= 552) (1= 5272) (1= ) -+

est considérer cose comme dérivant de sine par la différentiation. On supposera qu’au
lieu de former sine du produit d’un nombre infini de facteurs on emploie seulement les
m premiers, et que ’on désigne le produit par ¢,,(g). Cela posé, on aura I’équation

e—Atane =0, ou 0

#m(€) = 5¢'m(e) = 0.

Or, en donnant au nombre m ses valeurs successives 1, 2, 3, --- depuis 1 jusqu’a 'infini,
on reconnaitra, par les principes ordinaires de I’Algébre, la nature des fonctions de £ qui
correspondent & ces différentes valeurs de m. On verra que, quel que soit le nombre m des



facteurs, les équations en € qui en proviennent ont les caractéres distinctifs de celles qui
ont toutes leurs racines réelles. De la on conclut rigoureusement que 'équation (10) dans
laquelle A est moindre que I'unité, ne peut avoir aucune racine imaginaire. Cette méme
proposition pourrait encore étre déduite d’une analyse différente que nous emploierons
dans un des Chapitres suivants. [2, 9305, pp.329-330]
G. Darboux remarks that the description above following from (10) is not exact, and Fourier’s description
has many mistakes in the following articles.
§ 6 De mouvement de la chaleur dans un cylindre solide, pp.332-358
Fourier deduces solution of the heat equation from the general solution summed particular solutlons
by using integral. From here, we see that our problems discussing between Poisson and Fourier is not
only the problem on the roots of the solution, but also the problem of integral of the equations.
4 308. (Application of the theorem of De Gua to transcendental equation. )

SO =10+ P L O o o PV e (11)
y=Ju= @02 ~ (@302 " (a2 = YT ag Tapr TY YTV
dy %y dy . dy  ,d% d?y dy d*y
e = s - 29192 ...
T @Y BTl 0 0 i T =0
et, en générale,
dy d’H—ly d'i+2y
26¢ + (i + )d9i+1 +9d9i+2 =0

Or,

e si on écrit dans I'ordre suivant 1’équation algébrique X =0 et toutes celles qui en

dérivent par la différentiation X =0, <X =0, ‘fizx =0, ‘imX =0,

¢ et si 'on suppose que toute racine réelle d'une quelconque de ces équations,
étant substituée dans celle qui la préceéde et dans celle qui la suit, donne deux résultants
de signe contraire, il est certain

e que la proposée X = 0 a toutes ses racines réelle,

e et que, par conséquent, il en est de méme de toutes ses équations subordonées
o0 £r-0 f¥-o ..
ces propositions sont fondees sur la theorie des équations algébriques et ont été démontrées
depuis longtemps.  [2, § 308, pp.335-7)

To prove having root only real and positive, Fourier summarizes as follows :

Il suffit donc de prouver que les équations y = 0, do =0, g;—% =0, ---,remplis-
sant la condition précédente. Or cela suit de I’équation générale
dy d+ly +0d1+2y
de doi+l doit2

. N " o . i+l
car, si I'on donne & § une valeur positive qui rend nulle la fluxion® 391 , les deux

7.

=0

+(i+1)

autre termes d;, et —71;% recevront des valeurs de signe opposé. A 1’égard des valeurs
négatives de 0, il est visible, d’aprés la nature de la fonction f(8), qu'aucune quantité
negative mise & la place de 6 ne pourrait rendre nulle ni cette fonction, ni aucune de
celles qui en dérivent par la différentiation ; car la substitution d’une quantité négative
quelconque donne & tous les termes le méme sign. Donc on est assuré que I’équation
y = 0 a toutes ses racines réelles et positives. [2, q 308, pp.335-7]

Darboux, the editor of “(Buvres de Fourier”, comments and aids Fourier as the progenitor of this sort

of problems :
Dans le XIX® Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique, page 382, Poisson présente
a ce sujet quelques remarques critiques qui paraissent justifiées. Il ne faudrait pas
conclure des remarques précédentes que la théoréme de Fourier ne peut étre d’aucune
utilité dans I’étude des équations transcendantes. Convenablement appliqué, il joue, au
contraire, dans la résolution de ces équations, un réle trés important que Fourier a été

Ratio of flux, which is the technical term used by Newton’s differential and integral method.
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le primier a signaler. On s’en assurera aisement en relisant divers passages de I’Ouvrage
que nous avons cité plus baut. G.D. [2, § 308, p.336, footnote].

5. POISSON’S HEAT THEORY IN RIVALRY TO FOURIER

Poisson [24] traces Fourier’s work of heat theory, from the another point of view. Poisson emphasizes,
in the head paragraph of his paper, that although he totally takes the different approaches to formulate
the heat differential equations or to solove the various problems or to deduce the solutions from them,
the results by Poisson are coincident with Fourier’s.

FAOEML LS LT AR, B 1812 ££iZ Fourier K217 bl E 0B — L ORK D
Mo hEETHo, BNRUIFLRCEREI AL LFHEEKS : FUIZOMIXZEL TR
VAT BEANRERRELIBRT20IMLOERR Lo | HRADIEROEEE N2, H)
¢ LTHT & TOHEMEIIM L T, ROoFRIXPDOERIL Fourier RBEHLELDE L —H
T5, L, ZHo0ORITHBRDIZENIETE, M2 s,

o BOWHFBRNEERILT S0,

o TNLEMRLEY B4 OMBORERDIDH,

Fourier K & 3 2EMICRRZFEEZR- M6, [24, pp.1-2]

Poisson points out the various difficulties of Fourier’s applying to the physical problems :

En adoptant celle qui réduit la sphére d’activité de ce rayonnement &4 une. étendue
insensible, j’ai formé 1'équation différentielle du mouvement de la chaleur dans l'intérieur
d’un corps hétérogene, pour lequel la chaleur spécifique et 1a conductibilité varient d’une
maniére quelque d’un point & un autre. Dans le cas particulier de ’homogénéité, cette
équation coincide avec celle de M. Fourier a donnée la premier dans le mémoire cité, en
la déduissant de 1’action des élémens contigus du corps, ce qui n’a pas paru exempt de
difficulté. Outre cette équation, comme a tous les points du corps, il en existe une autre
qui n’appartient qu’aux points de la surface supposée rayonnante, et que M. Fourier a
également donnée.  [24, p.6] ( Italics mine. )

Poisson [24] considers the proving on the convergence of series of periodic quantities by Lagrange
and Fourier as the manner lacking the exactitude and vigorousness, and wants to make up to it.

Dans le mémoire cité dans ce n.°, j’ai considéré directment les formules de cette
espéce qui ont pour objet d’exprimer des portions de fonctions, en séries de gquantités
périodiques, dont tous les termes satisfont & des conditions données, relatives aux limites
de ces fonctions. Lagrange, dans les anciens Mémoires de Turin, et M. Fourier, dans ses
Recherches sur la théorie de la chaleur, avaient déja fait usage de sembles expressions ;
mais il m’a semblé qu’elles n’avaient point encore été démonstrées d’une maniére précise
et rigoureuse ; et c’est & quoi j’ai taché de suppléer dans ce Mémoire, par rapport & celles
de ces formules qui se présentent le plus souvent dans les applications. (24, §2, 928,
p.46] ( Italics mine. )

Poisson proposes the different and complex type of heat equation with Fourier’s (a)p. For example,
we assume that interior ray extends to sensible distance, which forces of heat may affect the phenomina,
the terms of series between before and after should be differente.

947 ( Heat equations by Poisson )

On aura enfin
du  ,rd*u | d?u | d%u
@r G = (Gm+ g7 + 5)

pour ’équation différentielle du mouvement de la chaleur dans l'intérieur de la masse du

corps que l'on considére. [24, §5, 947, p.82]
Poisson concludes on this question, priding himsellf on the originality of proof and defending himself on
the lack of exactitude :  To get the root of this equation, Poisson introduces two methods to distinguish
the root of a transcendental equation :
468 ( Definition of the method of cascades by Poisson. )

Euler a démontré que les équations sin £ = 0, cos £ = 0, n’ont pas de racines
imaginaires : d’ailleurs on s’assurer aisément, 4 I’égard de ces équations fort simples, que
’on n’y peut pas satisfaire en prenant z = p + gv/—1, & moins qu’on n’ait ¢ = 0 ; mais il
n’en est pas de méme ; dés qu’il s’agit d’une équation transcendante un peu compliquée ;
et d’un autre coté, les réegles que les géometres ont trouvées pour s’assurer, a priori, de

(12)



la réalité de toutes les racines d’une équation donnée, ne conviennent qu’aux équations
algébriques, et ne sont point applicables en général aux équation transcendantes. En
effet, ces régles se réduissent & deux :

® I'une est celle que Lagrange a donnée, d’aprés la consideration de P’équation auz
carrés des différences ; équation que ’on peut regarder comme impossible & former,
dans le cas des équations transcendantes :

o l'autre régle se déduit de 'ancienne méthode proposée pour la résolution des équations
numériques, et connue sous le nom de méthode des cascades ; en voice 1’énoncé le
plus général. [27, pp.381-2]

Poisson explains the méthode des cascades as follows :

5, X = 0855 n RORPHBATH DR, n—1 B0 THIZER LR XD = ¢
ERDBDI. EAB—RTHE2LE : ZOMRORABRESBRCHEATEROZZ ORRT
H5, LhLl, X =0fEE0BEFRRATHY, X' =0, X" =0,--- 2LOFBRRE I 0F
DHEREFIETOLEBRTHS ; TN TEORATLITCHEAHKR RS S, PR, &
OTHHRLREE, ZOFBROBEE—EY T2, ETORBERTHI LHMP>TVB L H 7R,
sin x =0 &%%cos =0 L HTHRINTVWBEHEETHB, [27, pp.381-2

Il est & remarquer que lors méme qu’on aurait prouvé, d’aprés, la forme ou quelque
propriété d’une équation transcendante X = 0, que I'on a X - X” négatif pour X’ = 0,
X’ - X" négatif pour X" = 0, X" - X*) négatif pour X" = 0, et ainsi de suite jusqu’a
I'infini, on n’en pourrait pas conclure que cette équation X = 0 n’ait pas de racines
imaginaires. [27, pp.382-3] 7

Here, Poisson puts a very simple example of transcendental equation and iterates the differential :

X=e"+be* =0 (13)

where, we assume a > 0 and b : an arbitrary, given quantities. The equation of an arbitrary degree with
respect to 7 is also

x® = €® + bed® =, x=1) _ bai~l. eaz(l _a) =0, x G+ bat-- e‘“(a _ 1) =0,

X(i—l) i X(i+1) — _b2a2i—l . e2az(1 _ a)2 =0 (14)

8 Finally, Poisson concludes : the transcendental equation of example (13) has numberless imaginaries :
if b <0, (13) has only real root, and if b > 0 no root.  [27, p.383].
G.Darboux comments if b < 0, (13) has only real root, it is true, however, Poisson doesn’t put the case
of b = 0. cf Chapter 6. Poisson’s footnote of this paragraph is followed, which remarks about the
transferrence of the algebraic equations to transcendeltal equations :
FTET, REDORD SN HRN & REAR & R 2V BEEERICERT 5 2 L iT—REIz %
RUVFIZOWTERERTBER ol T, BT BBV TOH BB T, ( Journal
de I'Ecole Polytechnique, 19° Cahier, page 382 ), ® =i 5 D#RAlIL. S TORNEK TH B = &
Bhpo TV HFRALH DA REROMIZBEL TS, FRALIIER. UT0L>2H5
HBRNT, E<ONBEOMBICHTL 3HBR (15) L+_ETH D ; Ehb, BEREIMHTS
BilIoT, BARDI—RIBAGLERLIS T30 Db EDRVERIETZ LIz
2%, FMILEH sine =0, cosz =0 & BRT 2 FERCB LT, FMYHRERPLM S 0T
FRLTHE5 L, EBEPOMOLPOFETELMEZZIT LS, RODPOBSHRETELSZ LA
REBIZE L THMHIm—oERA L TWRWES S, (32, pp.367-8]
2 3 4

6. POISSON’S REFUTATION TO FOURIER’S DEFECT

Poisson issued Note sur les racines des équations transcendantes, [35] in 1830, in which he points
out Fourier’s defect of description of the roots of transcendental equations in Théorie analytique de la
chaleur, {2, p.335] issued in 1822. Fourier may be felt hurt by this problem with Poisson, and moreover,
it seems that such collisions in opinion disturb to evaluate Poisson of today.

7Poisson conjuctures the defect of proof in the case of series consisted of exact differential. cf. Chapter ??.
8This equation (14) is the same as (16).
9Poisson [29], JEP 12 (1823), 405-509. There is a gap of citation of pages.
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Fourier ROBA, ¥EEZVRYFBACRBROFELAND HICROTRAI L BESEX
ICHHEALTWA, T4, De Gua DEBITH cascades DHELZEM L T35, HAEROREKD
REFBOBELTHERTHIF L BBHRIFILH->T, EBFBXOBESTLRELHANRSHS
HbOLEZXTWD, ROBMIMICETSH 2 WX TEOEHRIIMET 2F0ICRAZ RV - KR E
® =, [35, pp.90-1]

Poisson’s description is mismatches with Fourier. Poisson [35] states this contradiction in the case of
transcendental equations as follows : we assume a, b given constants, z € R. We remark that, in this
paper, he omits to state the detail condition of @ and b. It seems to that he reconsiders it from the other
analysis. (cf. [27, pp.383].) Anyway, we get the following (16) , according to the same process as (14).

X dtx
%— . W = —b2(1 - a)2a2"+le2“, reR (16)
From X = 0, we also get ‘f;;ff =% —ba™e®® = 0. Finally, he deduces an imaginary root of the real part
T = 1—"15_"%" and the infinite imaginary part : = = ";'L"a'i, meZ or0, i=+-1.

. , , L g e gl , -
Donc toute racine réelle de ’équation intermédiaire %.—;.—’f— = 0, étant substituée dans

, . . n m42 .
les deux équations adjacentes %—;f,f- =0et %:—,,;)f— = 0, donnera des results de signe
contraire; donc d’apré la régle de M. Fourier, 1’équation e — be** = 0, et toutes celles
qui s’en déduisent par différentiation, devraient avoir toutes leures racines réelles; et, au
contraire, chacune de ce équations a une seule racines réelle et une infinité de racines

imaginaires, comprises sous la forme :
log ba™ + 2imy/—1
xr =

l-a
n désignant le rapport de la circonférence au diamétre, et ¢ étant une nombre entier ou
zéro. --- Javais pensé que les équations transcendantes semblables & celle-ci :1°
2 3 4
T T
1- =0 (17)

T+ - + -
@2 (@2 (42
pourraient étre assimilées aux équations algébriques, & cause de ’accroissement des
dénominateurs qui permettrait de négliger les termes d’un rang trés-éloignés 1. Mais
en y réfléchissant de nouveau, j’ai reconnu que cette considération ne serait pas satis-
faisante.!? En effet, ’équation différentielle de I’ordre n serait, dans cet exemple,

z z? z3

Tnfi 1 2nsln+e 123 n+ln+2nsd
or, quelque grand que soit n, on ne pourrait pas la réduire & ses premiers termes, parce
que les valeurs de z qui s’en déduisent sont aussi trés-grandes et comparables & n. (35,
pp.92-5]

After Poisson [34],'3 continuously, Poisson appends his opinion about proof of exact differential in
the last pages of [36, pp.173-4]. His conjecture is based on the preceding analysis in [27, pp.382-3]. cf.
Chapter 5.

The proof of the conservation in time and space of an exact differential was discussed by Lagrange,
Cauchy, Stokes, and others. The herein-called “Poisson conjecture” in 1831, cited in the Introduction as
one of our main motivations for this study, It had its beginnings with the incomplete proof by Lagrange
[14]. However, thereafter, Cauchy [1] had presented a proof as early as 1815, while Power and Stokes [40]
had tried by other methods. To date Cauchy’s proof is still considered to be the best. Poisson concludes
the proof is defect, and even the equation made of tenscendentals satisfy with exact differential at the
original time of movement, the equations satisfy no more with it during all the time:

=0

1

10This (17) equals to (15). This series are the similar to transcendental equations : e or e"z, what we know, the

following formulae, :

6 8

z? z3 z* 2 4 z z
z =1 bt e =1 e — ——  —— —
=t et Tae e = T @ @y

11Mémoires de I’ Académie, tome VIII, page 367. sic. Poisson [32]
12Rourier points out Poisson’s withdrawal of this expression (17) in Fourier [12, p.126].
13This note’s accepted date is signed as Lu : 2/mars/1829.



In 1824, Fourier [10] examined various roots of real or imagibnary root for practical heat problems. In
his title, he seems to emphasize the qui dépendendent de la théorie de la chaleur. Namely he considers it is

Mais la démonstration qu’ on donne de cette proposition suppose que les values de
u, v, w, doivent satisfaire non seulement aux équations différentielles du mouvement,
mais encore & toutes celles qui s’en déduisent en les différentiant par rapport a t; ce
qui n’a pas toujours lieu & égard des expressions de u, v, w, en séries d’exponentielles
et de sinus ou cosinus dont les exposans et les arcs sont proportionnelles au temps ; et
la démonstration étant alors en défaut, il peut arriver que la formule udx + vdy + wdz
soit une différentielle exacte a l'origine du mouvement, et qu’elle ne soit plus & toutes
autre époque. Nous en donnerons des exemples et nous développerons davantage cette
remarque dans la applications que nous ferons par la suite, des fomules de ce mémoire a
différentes questions.  [36, 973. pp.173-4] (Italic mine.)

7. FOURIER’S DEFENSE AND ENHANSEMENT OF HIS THEORY

roots 'depending on’ or 'relating to’ just the heat theory. And he assures, according to our demonstration,
all the roots are reals.

(1)

Les coefficients k, ¢, d représentent respectivement la conducibilité de chaleur, la
densité; X est le rayon total de sphére, z est la rayon de la couche sphérique dont on
vent déterminer la température v, et ¢ mesure le temps écoulé depuis P’instant ol le
refroidissement commence, jusqu’a l'instant oli la température prend la valeur désignée
parv. {10, p.613-4]

Nous avons rapporté plus haut la solution que 1’on trouve en intégrant les équations
du mouvement de la chaleur dans la sphére ; mais nous avons réduit cette solution au cas
ol la surface est assujettie dans tous les points & une température constante zéro. On a
vu comment la formule ainsi réduit saccorde avec le théoréme général que I’on vient de
démontrer. On peut aussi considérer les cas plus général ot la chaleur du solide se dissipe
a travers la surface dans un milieu dont la température est constante. On attribuera au
coeflicient qui mesure la conducibilité extérieure une value déterminée H, et I'on aura
pour exprimer les températures variables du solide ’équation suivante :

[=<] k.2 X
_ sin(n;x) e cdm™it X o nX H
v = 2; p e ﬁ S X) /0 do aFa sin(n: o), (2) tan(n: X) 1 % X

Les quantités z, v, ¢, k, ¢, d, ont la méme signification que dans I’article précédent. Le
coefficient H exprime la conducibilité de la surface relative au milieu dont la température
constante est zéro. La fonction F, représente, comme nous l'avons dit, le systéme des
temperatures initiales. L’équation (2) donne pour la valeur de n;, une infinité de racines,
et nous avons démontré plusieurs fois, soit par le calcul, soit par des considérations
propres a la théorie de la chaleur, que toutes ces racines sont réelles ; la température
variable v est la double de la somme de tous les termes dont la valeur est indiquée. [10,
p.622]

Here, (18) comes from (9) and (8) in the main work, respectively.

In 1829, Fourier published 'Mémoire’ [11] using the same title with [2]. It may be he tries to enhanse

his theory. :

9 1. Objet de la question, formule qui en dorine la solution. (The object of the problem, the formula which
gives the solution.) Fourier says : I don’t talk about here the fundamental problems of heat equations.
There were several years since the equations did a service to the calculation. Or, we are doubted that
the mathematic analysis allow to apply this genre of phenomina.

this problem.

MWERICHBARERITICES W HSRHER & 8 5% (Poisson) OBRICLER T IBRIERER
53, ENTIOREADLINOHELOFTEREBRELE, LAL, ZOMEIRERRESR S
NTORVWEE, BENLRBRICERFHAT, JOBEFEARERLESEITEEMPHY &
DEofk, BRERIT TR0 LELWVWE S oTnF, i s RERPRETIZLFIFICL Y
DX, BEEFXE, TOERITKESOMFWEBL IR AONAEFL, 15, #HALEY

141t may be Fourier {10], which proposed in 1824, the time appeared in the bottom of [10, p.617).
155 [12, p.127]. In this paper Fourier cites his papers :

(18)

In reply to Poisson, Fourier discusses

179



DT, TOLDENLZHATIEE ML AMIMEICHES., (12, p.127).

L’application que j’ai faite de cette analyse a donné lieu ( 19¢ Cahier de I’Ecole poly-
technique, page 382, 383 ),16 & des objections qu’il m’avait paru inutil de réfuter, parce
gqu’ducun des géomeétres qui ont traité depuis des questions analogues ne s’arrété a ces
objections : mais comme je les trouve reproduites dans le nouveau volume de la collection
de nos Mémoires ( tom. VIII, nouveaux Mémoires de 1’ Academle des sciences, Mémoires
sur Uéquilibre et le Mouvement des Corps élastiques page 11 ), cette réputation est de-
venue en quelque sorte nécessaire, je I’ai donc insérée dans un article du présent Mémoire.
Elle a pour objet de prouver que I'exemple cité par M. Poisson ( ’Ecole polytechnique,
19¢ Cahier, page 383 ), en alléguant que dans ce cas ’application du théoréme serait
fautive, donne au contraire une conclusion conforme & la proposition générale.  [11,
pp.616-7] (Italic mine.)

HREOMY 3 2 ANbELS, 1 ABITES (Poisson) B e® HBUE (1+ £)™(ZZizn ik
B|IR) IZOVWTORBOELVWEFELRERLTWARWVWE, 2 ABREROIKT. 'real 215
Y RED) LW EERERT LV I EEBN TV 587, ( Théorie de la chaleur, page 373,
R page 380, art. 312 ¥BRE X, )8

180

In 1830, Fourier published the Remargues [12], which may be the last paper to Poisson in life, after

only 7 days since Poisson’s proposal [35], in which Fourier says :

paragraph number instead of the article number, for the article number is none in his paper. )
€9 10. Fourier states his same theory in 4308 of the main work. cf. 9308 in Chapter 4.

X=e"~

Pour établir cette conséquence, nous allons rappeler le calcul méme qui est emplyé
par Pauteur : et afin de rendre les expressions plus simples, sans altérer en rien les
conclusions que 'on en déduit, nous considérerons seulement 1’équation e — e3%. Le
lecteur pourra s’assurer facilement qu’il n’y a ici aucune différence entre les conséquences
qui conviennent & 1’équation e” — be®®, a et b étant positifs, et celles que I’'on déduirait
de I’équation tre-simple e* — e2* = 0.

Ecrivant donc
dn+1X e 2n+le2x dn+2X .
dxntl T dgnt?

et posant 'équation & W =0, ou e® — 2™ = 0, €2* = 0, on en tire la valeur de e*

T _0 = an:ei_zneZ::

d:l}"

pour la substituer dans les deux valeurs de "1,, et ‘%;,—’f—. Par cette élimination, on
trouve

arX =9n 2z dn+2X _ _2n+162:z et arX dn+2X _22'n+le4x

de™ * o dgnt? T ) dzn dx'n+2

I'on détermine la valeur du produit dsz ‘fiW:'f’ qui est —22"+1¢42 19 J’auteur en

conclut que toute racine réelle de ’équation intermédiaire ‘g;,, , étant substituée dans
P’équation qui précéde et dans cette qui suit, donne deux resultats de signes contraires :
c’est cette conclusion que ’on ne peut pas admettre.

En effet, si, la valeur réelle de = qui rend nulle la fonction intermédiaire e*
réduit & zéro le facteur e* commun aux deux termes, cette méme valeur de z étant
substituée dans la fonction qui précede, savoir eZ — 2™e?®, et dans celle qui suit, savoir

e _ 9ntle2z réduira [’une et lautre & zro. Les deux résultats ne sont donc point de
signes différents, ils sont les mémes. Pour que I'un des résultats fiit positif et 'autre
négatif, il faudrait ne considérer parmi les racines réelles de ’équation e* — 2"+1¢2% = 0,
que celles de ces racines qui ne rendent point nul le facteur e®. [12, pp.122-4] (Italic
mine.)

2,2
—on+2, a:’

J’ai publiés, il y a plusieurs années, dans un Mémoire spécial ( Bulletin des Sciences, Société Philoma~
tique, années 1818, page 61, et 1820, page 156.).

T _ 2n+262z
)

(Remark. We counter and show the

(19)

16pgisson [32, pp.367-8). Fourier’s citation of pages 382-3 are same with the pages 367-8 by Poisson. cf. We show the
pages 367-8 in above [32, pp.367-8].

17poisson [32}, pp.357-355. The page 11 corresponds to 357+10=367. cf. Footnote of p.367.

181n 1824, Fourier [10], published in 1827, examined various roots of real or imagibnary root for practical heat problems.
For this fact, we choice the corresponding Japanese word : * RE®D’.

19¢f. Poisson’s assertion : (16).



Here, Fourier’s assertion is that if we assume the intermediate function %,:Xi— zero, then the common
term e® = 0. We substitute this same value for the two equations before and after of this intermediate
function, then have zeros which are the same sign each other as follows : Then both equations of (19)
are zeros and have the same sign respectively.

9 19. Fourier remarked, taking ’another principles’ and devoting himself entirely. ’several years’ to
improve further the method of De Gua and Roll as follows :

Quant aux principes que j’ai suivis pour résoudre les équations algébriques; ils sont
treés-differents de ceux qui servent de fondement aux recherches de de Gua ou a la méthode
des cascades de Rolle. L’un et l'autre auteur ont cultivé 'analyse des équations ; mais ils
n’ont point résolu la difficulté principale, qui consiste & distinguer les racines imaginaires.
(omitted:) J’ai traité la méme question par d’autres principles, dont l'auteur de objection
parait n'avoir point pris connaissance. J'ai publiés, il y a plusieurs années, dans un
Mémoire spécial ( Bulletin des Sciences, Société Philomatique, années 1818, page 61, et
1820, page 156.)  [12, p.127] (Ttalic mine.) :

8. CONCLUSIONS

(1) We must consider our problem as the totality among the definite integral, the trigonometric
series, etc., for Poisson’s objection to Fourier is relating to the universal and fundamental problem of
analytics, as we show Poisson’s analytical/mathematical thought or sight in the Chapter 1, 5, etc.  (2)
Fourier’s theoretical works in life are : theorem on the discriminant of number and range of real root,
heat and diffusion theory and equations, practical use of transcendental series, theoretical reasons to the
wave and fluid equations and many seeds to be done in the future as like Dirichlet’s expression : to offer
a new example of the prolificity of the analytic process. (3) To Fourier’s method : we think, a rough-
and-ready method for prompt application by request from physic/mathematics.  Poisson’s objections
are very useful for Fourier to prove the series.theory, however, in vain for Fourier’s passing away. It is
toword a sort of singularity of passage from the finite to the infinitem like Dirichlet’s expression.
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