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ABSTRACT.
1. Since 1811, Poisson issued many papers on the definite integral, containing transcendental, and

remarked on the necessity of careful handling to the diversion from real to imaginary, especially, to
Fourier explicitly, in tha rivalry of each other, both compete in the heat and heat diffusing equations.

2. On the other hand, Poisson feels incompatibility with Euler and Laplace’s ‘passage’, on which
Laplace had issued a paper in 1809, entitled: On the ‘reciprocal‘ passage of results between real and
imaginary, after presenting the sequential papers on the occurring of ‘one-way’ passage in 1782-3.

To these passages, Poisson proposes the direct, double integral in 1811,13,15 and 20.
In the last pages of a paper of fluid dynamics in 1831, Poisson remembers to put again the restriction,

saying that the provings of etemity of time in the exact differential become necessarily defective, for it
includes the series of transcendental. (\S 1, 2, 3, 5, 6)

3. As a contemporary, Fourier is made a v\’ictim by Poisson. To Fourier’s main work : The analytical
theory of heat in 1822, and to the relating papers, Poisson points the diversion applying the what-
Poisson-called-it ‘algebraic’ theorem of De Gua or the method of cascades by Roll, to transcendental
equation. Moreover, about their disputes, Darboux, the editor of CEuvres de Founer, evaluates on the
correctness of Poisson’s reasonings in 1888. Drichlet also mentions about Fourier’s method as a sort of
singularity of passage from the finite to the infinite. (\S 1, 3, 4, 7)

1. INTRODICTION
1, 2, 3, 4, 5 Fourier’s works are summerized by Dirichlet, a disciple of Fourier, as follows :. a sort of singularity of passage from the finite to the infinite. to offer a new example of the prolificity of the analytic process

The first is our topics which Fourier and Poisson point this problem in life and the other is, in other
words, the sowing seeds to be solved from then on. Dirichlet says in the following contents, Fourier
(1768-1830) couldn’t solve in life the question in relation to the mathematical theory of heat, in Solution
d’une question relative a le th\’eorie math\’ematiques de la chaleur (The solution of a question relative to
the mathematical theory of heat) [4] :

La question qui va nous occuper et qui a pour objet de determiner le \’etats succes-
$sifS$ d’une barre primitivement \’echauff\’ee d’une maniere quelconque et dont les deux
extr\’emit\’es sont entretenues \‘a des temperatures donn\’ees en fonction de temps, a d\‘ej\‘a
\’et\’e r\’esolue par M. Fourier dans un M\’emoire ins\’er\’e dans le Vol. VIII de la collection de
l’Acad\’emie Royale des Sciences de Paris. La m\’ethode dont cet illustre g\’eom\‘etre a fait us-
age dans cette recherche est une esp\‘ece singuloere de passage $du$ fini a l’infini, et offre un
nouvel exemple de la f\’econdite de ce proc\’ed\’e analytique qui avait d\’ej\‘a conduit l’auteur
\‘a tant de r\’esultats remarquables dans son grand ouvrage sur la $tfoe\prime orie$ de la chaleur.

Date: 2013/01/15.
$1We$ have showed the detail of the another heated collision between Poisson and Navier in [17].
$2_{Basically}$, we treat the exponential/trigonometric/logarithmic $/\pi/$ et al. /functions as the transcendental functions.
$3_{Translation}$ from Latin/French/German into English/Japanese mine. We state our assertion with English only.
$4_{We}$ use the underline to specify the meaning of ‘root’ in our problems, and the italic words to emphasize our assertion.

and use the symbols \S : chapter, $\P$ : article of the original.
$5_{To}$ establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death. Daniel

Bernoulli(i700-82), Euler(1707-83), d’AIembert(1717-S3), Lagrange(1736-1813), Laplace(1749-1827), Fourier(1768-1830),
Gauss(1777-1855), Poisson(1781-1840), Navier(1785-lS36), Cauchy(1789-1857), Dirichlet(1805-59), Stokes(lS19-1903),
Riemann(1826-66).
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$J$ ’ai traite la m\^eme question par une analyse dont la marche differe beaucoup de celle de
Fourier et qui donne lieu \‘a l’emploi de quelques artifices de calcul, qui paraisent pouvoir
\^etre utiles dans d’autres recherches. [4, p. 161] (Italics mine. )

Riemann studies the history of research on Fourier series up to then (Geschichte der Frage uber die
Darstellbarkeit einer willkuhrlich gegebenen Function durch eine tmgonometnsche Reihe, [39, pp.4-17]. $)$

We cite one paragraph of his interesting description from the view of mathematical history as follows :
$\bullet$ Fourier が熱に関する最初の論文 $(21, Dec., lS07)$ を提出した時、ある全く任意の (グラフによ
る具象的な) 既知関数を三角関数の級数展開で表現させようとするものであり、最初は流石の白髪
の Lagrange (当時 71歳) もこの論文にかなり当惑したが、きうばりと拒否した。 $\bullet$ その論文は
今もフランス国立文書館に収納されているという。 (注 2

。 Dirichlet 博士の口頭報告による) $\bullet$ そ
れがため、Poisson は全体を注意深く熟読し、即座に、 Lagrange の振動する弦に関する論文の一節
に、 ある任意の関数の記述のために三角関数の級数展開を使用している個所があるが、 そこでこの
記述方法を発見したに違いないと異議申し立てた。 $\bullet$ Fourier と Poisson の知られた対抗関係を
如実に物語るこの申立ての誤り $|$を論駁するため急いで方向転換して、 Lagrange の論文にもう一度立
ち返りたい ; そうすれば何一つ明らかになっていないアカデミーの中の、 こうした出来事に行
き着ける。 [39, p.10]

$y=2 \int Y\sin X\pi dX\sin x\pi+2\int Y\sin 2X\pi dX\sin 2x\pi+\cdots+2\int Y\sin nX\pi dX\sin nx\pi$, (1)

$\bullet$ 事実、Poisson により引用された一節は (1) である事が分かる。 従って、 $x=X$ とすれば、 $y$

$=Y$ となり、 $Y$ は横軸 X に対応する縦軸である。 $\bullet$ この形式は確かにフーリエ級数とは全く違う
; 一見して、 ある取り違えの可能性が充分にある ; しかし、それは単なる外見でしかない。

何故なら Lagrange が積分記法 $fdX$ を使っている事が (娯解される原因) だ。今日なら $\Sigma\Delta X$ の

記法を使っていただろう。 $\bullet$ 彼の論文を通読すると、彼がある全く任意の関数をある無限個の sine
による級数展開で任意に記述しようとしたとは信じるにはほど遠い事がわかる。 [39, pp.10-11]

Poisson mentions the universality as follows :
いつまでも得られそうにない普遍的方式の代わりに、 私はこれまで取って来た最良の事は偏微分

方程式を導出した力学や物理学の性質により個別に積分しようと努めた事にあったと思う。 これが

本論文で私の言いたい目的である。 [22, p.123]

Poisson attacks the definite integral by Euler and Laplace, and Fourier’s analytical theory of heat, and
manages to construct universal truth in the paradigms.

One of the paradigms is made by Euler and Laplace. The formulae (3) deduced by Euler, are the
target of criticism by Poisson. Laplace succeeds to Euler and states the passage from real to imaginary
or reciprocal passage between two, which we mention in below.

The other is Fourier’s application of the method of De Gua or cascades. The diversion from $($ ?? $)$ to
(18) is Fourier’s essential tool to distinguish the root of the transcendental equations for heat theory.
Dirichlet calls these passages a sort of singulanity of passage from the finite to the infinite. cf. Chapter 1.
We think that Poisson’s strategy is to destruct both paradigms and make his own paradigm to establish
the univarsal truth between mathematics and physics. We would like to show it from this point of view
in our paper.

2. POISSON’S PROPOSITIONS ON THE PASSAGE FROM REAL TO IMAGINARY

Euler states the definite integral in Supplement $V$ to Leonhardi Euler$\dot{Y}$ Opem Omnia Ser. $I,$ $XI$, Sectio
Prima, Caput VIII, [5] in 1781, as follows:

4$)$ On the definite integral of the interval of variable limit from $x=0$ to $x=\infty.$

\S 124. In the following forms, the interval from $x=0$ to $x=\infty$ , the most simple case
is on the circle, $\int_{(1+x)}\neg$ , whose value is $\frac{\pi}{2}$ , where, assuming the diameter $=1$ , then the
length of circumference is $\pi.$

Next, by the method, which is known as only one absolutely,

$\int\frac{x^{m-1}\partial x}{(1+x)^{n}}\{\begin{array}{l}x=0x=\infty\end{array}\}=\frac{\pi}{n\sin\frac{m\pi}{n}}$ , namely, $\int_{0}^{\infty}\frac{x^{m-1}\partial x}{(1+x)^{n}}=\frac{\pi}{n\sin\frac{m\pi}{n}}$

Next, our integral of problem will be

$\int x^{\lambda}\partial x\cdot e^{-x}=\lambda x^{\lambda-1}\partial x\cdot e^{-x},$
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with the help of the formula : $\int_{0}^{\infty}\partial x\cdot e^{-x}=1$ , the values of sequential integrals are
deduced as follows :

$\int x\partial x\cdot e^{-x}=1,$ $\int x^{2}\partial x\cdot e^{-x}=1\cdot 2,$ $\int x^{3}\partial x\cdot e^{-x}=1\cdot 2\cdot 3,$ $\int x^{4}\partial x\cdot e^{-x}=1\cdot 2\cdot 3\cdot 4,$

(omitted. )
\S 133. If we assume $p=f\cos\theta,$ $q=f\sin\theta,$

$(p+q\sqrt{-1})^{n}=f^{n}(\cos n\theta+\sqrt{-1}\sin n\theta) , (p-q\sqrt{-1})^{n}=f^{n}(\cos n\theta-\sqrt{-1}\sin n\theta)$ (2)

where, $\theta=pq,$ $f=\sqrt{p^{2}+q^{2}},$ $\Delta=\int x^{n-1}\partial x\cdot e^{-x}$ . Here, our method turns into:

$\frac{\Delta}{p+q\sqrt{-1}}=\frac{\Delta}{f^{n}(\cos n\theta+\sqrt{-1}\sin ne)}$

\S 134. At first, adding both hand-sides of the expression (2), and next, subtracting and devideing
with $2\sqrt{-1}$ , then we get

$\int y^{n-1}\partial y\cdot e^{-py}\cos qy=\frac{\Delta\cos n\theta}{f^{n}}$ , and $\int y^{n-1}\partial y\cdot e^{-py}\sin qy=\underline{\Delta sn\theta}$

These integral formulae have been left during the longest period, as the completely arbitrary
numbers with respect to $p$ and $q$ , although we have tried it in vain, we have restricted as plus
value number with respect to $p$ . Hence, it is worthy to challenge to understand the below paired
integral formulae :

We assume $\Delta=1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdots(n-1),$ $p,$ $q\geq 0$ : arbitrary, $\sqrt{(p^{2}+q^{2})}=f$ . The angle
made by these values is $\theta$ or $\theta=pq$ . The values by remarkable integral are as follows:

Formula 1 : $\int_{0}^{\infty}x^{n-1}\partial x\cdot e^{-px}\cos qx=\frac{\Delta\cos n\theta}{f^{n}}$ , Formula 2 : $\int_{0}^{\infty}x^{n-1}\partial x\cdot e^{-px}\sin qx=\frac{\Delta\sin n\theta}{f^{n}}$ (3)

[5, p.337-343]
Poisson talks about Euler’s integral method as follows :

These formulas owe to Euler, which however, he have discovered by a sort of induction
based on diversion from real to imaginary ; although the induction is allowed as the
discovering method, however, we must verify the result with the direct and strict method.
$[20, J1, p.219]$ , cf. Chapter 2.

In 1809, Laplace publishes M\’emoire sur divers points d’analyse, [15], in which he introduces the tech-
niques of integral, entitled : Sur les integrales &$\acute{}$finies des \’Equations \‘a diff\’erences partielles. and Sur le
passage $\gamma$ ciproque des R\’esultats r\’eels aux R\’esultats imaginaire. Laplace uses also the divisional integral
like Euler, and from here Poisson critisizes Laplace’s diversion from real to imaginary. Poisson issued
M\’emoire sur les int\’egrales &

$\acute{}$

finies [20] in 1813, in which he called our attention to induce from real to
imaginary number, using the following example.
$\P 1.$

$\int e^{-bx}\cos axx^{n-1}dx=y,$ $\int e^{-bx}\sin axx^{n-1}dx=z,$ $\Rightarrow\frac{dy}{da}=-\int e^{-bx}\sin axx^{n}dx,$ $\frac{dz}{da}=\int e^{-bx}\cos axx^{n}dx$

$\{\begin{array}{l}\int e^{-bx}\sin axx^{n}dx=-\frac{1}{b}e^{-bx}\sin axx^{n}+\frac{a}{b}\int e^{-bx}\cos axx^{n-1}dx+\frac{n}{b}\int e^{-bx}\sin axx^{n-1}dx,\int e^{-bx}\cos axx^{n}dx=-\frac{1}{b}e^{-bx}\cos axx^{n}-\frac{a}{b}\int e^{-bx}\cos axx^{n-1}dx+\frac{n}{b}\int e^{-bx}\cos axx^{n-1}dx\end{array}$

where, we assume $b$ and $n$ positive. This value of $A$ is independent of $b$ , for if $bx=\theta$ , then we get

$A=b^{n} \int e^{-bx}x^{n-1}dx=\int e^{-\theta}\theta^{n-1}d\theta$

Finally, we get as follows :

$y= \frac{\cos nt}{(b^{2}+a^{2})^{\frac{n}{2}}}\int e^{-\theta}\theta^{n-1}d\theta, z=\frac{\sin nt}{(b^{2}+a^{2})^{\frac{n}{2}}}\int e^{-\theta}\theta^{n-1}d\theta$

where, $t$ is the arc of $\tan\frac{a}{b}$ , namely $t=$ arctan $\frac{a}{b}$ . Poisson concludes we should use the direct and vigorous
method as the following :
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これらの公式は Euler に拠るものだが、彼はこれらの実数量の虚数量への流用に基ずくある種の
推論により見出したもので、推論は発見手段としては取り敢えず用いる事が出来るとしても、結果
を直接かつ厳密な方法で確認する必要がある。私が nouveau Bulletin の $n^{o}42[19]$ で二重積分の考
察によって証明した公式は、前例の特別な場合だけでなく、$b=0$ としても導出される。 [20, $T1,$

p.219]

3. ARGUMENT BETWEEN FOURIER AND POISSON ON APPLYING THE THEOREM OF DE GUA TO
TRANSCENDENTAL EQUATIONS

There were the strifes between Poisson and Fourier to struggle for the truth on mathematics or math-
ematical physics for the 23 years since 1807. Poisson [32, p.367] asserts that :. It is not able to apply the rules served the algebra to assure that an equation hasn’t imaginary,

to the transcendental equation.. Algebraic theorems are unsuitable to apply to transcendental equations.. Generally speaking, it is not allowed to divert the theorems or methods from real to transcen-
dental, without careful and strict handling.

On the other hand, Fourier [11, p.617] refutes Poisson:. Algebraic equations place no restriction on analytic theorems of determinant; It is applicable to
all transcendental, what we are considering, in above all, heat theory.. It is sufficient to consider the convergence of the series, or the figure of curve, which the limits of
these series represent them in order.. Generally speaking, it is able to apply the algebraic theorems or methods to the transcendental
or all the determined equations.

(fig. 1) Paper spectrum interfemng between Pouson and Founer. Rem. $MS$ : manuscript

Fourier $\Rightarrow(MS:)[13]$ (ex:) [18] [6] (2nd. $v:$ ) $[7]$ (prize.1) [8] (prize.2) [9] [10] [11] [12]

$\uparrow$ [20] [21] $[23]\backslash$

Poisson $\Rightarrow[24]$ [25] [26] [27] [28] [29] [30] [31]
$[32]\nearrow[33]$

[34]
$[35]\downarrow$ $[36]\nearrow\iota_{[37]}$

[38]

4. $FoURIER’ S$ PRINCIPLE

Chapter 3. Propagation de la chaleur dans un solide rectangulaire infini, pp.141-238.

\S 6 D\’evelopment d’une function arbitraire en s\’aries tmgonom\’etmques
$\P 219$ . An arbitrary function can be developed under the following form:

$a_{1}\sin x+a_{2}\sin 2x+a_{3}\sin 3x+a_{4}\sin 4x\cdots$

Fourier states his kemel in $\P 219-221$ . He redescribes these articles from the corresponding of his first
version. He announces these correction in ‘Discours Preliminaire’, however, the proof is completely same
with the expression of first version, except the expression (4).

$(D) \frac{\pi}{2}\varphi(x)=a_{1}\sin x+a_{2}\sin 2x+a_{3}\sin 3x+a_{4}\sin 4x\cdots$ (4)

$\P 221$ . Fourier states only from the proving of orthonormal relation, so Poisson is disapointed with the
lack of vigorousness and exactitude of the very mathematical importance in the future.

Lagrange, dans les anciens M\’emoires de Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches sur la
th\’eorie de la chaleur, avaient d\’ej\‘a fait usage de sembles expressions ; mais il $m’ a$ sembl\’e
qu’elles n’avaient point encore \’et\’e d\’emonstr\’ees d’une maniere pr\’ecise et rigoureuse ;
$[24, \P 28, p.46]$

The following are Fourier’s description about the proof of trigonometric series.
On peut aussi v\’erifier l’\’equation pr\’ec\’edente $(D)$ (art. 219), en d\’eterminant imm6diatement
les quantit\’es $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3},$ $\cdots,$ $a_{j},$ $\cdots$ dans l’\’equation

$\varphi(x)=a_{1}\sin x+a_{2}\sin 2x+a_{3}\sin 3x+\cdots+a_{j}\sin jx\cdots$
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pour cela on multipliera chacun des membres de derni\‘ere \’equation par $\sin$ ixdx, $i$ \’etant
un nombre entier, et on prendra l’int\’egrale depuis $x=0$ jusqu’\‘a $x=\pi$ , on aura

$\int\varphi(x)\sin ixdx=a_{1}\int\sin x\sin ixdx+a_{2}\int\sin 2x\sin ixdx+\cdots a_{j}\int\sin jx\sin ixdx+\cdots$

Chapter 5 De la propagation de la chaleur dans une sph\‘ere solide, pp 304-331.

\S 1 Solution g\’en\’erale, pp.304-316.
$\P 284$ . (Deduction of the determinated equation of the root)

Soit $y=e^{mt}u,$ $u$ \’etant une fonction de $x$ , on aura $u=k_{\partial x}^{\partial^{2}u}=$ On voit d’abord que,
la valeur de $t$ devenant infinie, celle de $v$ doit \‘etre nulle dans tous les points, puisque
le corps est entierement refroidi. On ne peut donc prendre pour $m$ qu’une quantite
n\’egative. Or $k$ a une valeur num\’erique positive ; on en conclut que la valeur de $u$ d\’epend
des arcs de cercle, ce qui r\’esulte de la nature connue de l’\’equation $mu=k_{\partial x}^{\partial^{2}u}=$ . Soit
$u=A\cos nx+B\sin nx$ , on aura cette condition $m=-kn^{2}$ Ainsi l’on peut exprimer
une valeur particuliere de $v$ par l’\’equation

$v= \frac{e^{-kn^{2}t}}{x}(A\cos nx+B\sin nx)$ (5)

$n$ est un nombre positif quelconque, et $A$ et $B$ sont des constantes. On remarquera
d’abord que la constante $A$ doit \^etre nulle ; car lorsqu’on fait $x=0$ , la valeur de $v$ , qui
exprime la temp\’erature du centre, ne peut pas \^etre infinie ; donc la terme $A$ $\cos nx$ doit
\^etre omis.

Du plus, le nombre $n$ ne peut pas \^etre pris arbitrairement. En effet, si, dans l’\’equation
d\’etermin\’ee

$\frac{\partial v}{\partial x}+hv=0$ (6)

on substitute la valeur de $v$ , on trouvera

$nx\cos nx+(hx-1)\sin nx=0$ (7)

Comme l’\’equation doit avoir lieu \‘a la surface, on $y$ supposera $x=X$ , rayon de la sph\‘ere,
ce qui donnera $\frac{nX}{\tan nX}=1-hX$ . Soit $\lambda$ le nombre $1-hX$ et posons $nX=\epsilon$ , on aura
$\frac{\in}{\tan\epsilon}=\lambda$ Il faut donc un arc $\epsilon$ qui, divis\’e par sa tangente, donne un quotient connu

$\lambda$ , et l’on prendra $n= \frac{\epsilon}{X}$ . Il est visible qu’il $y$ a une infinite de tels arcs, qui ont avec
leur tangente un rapport donn\’e; en sorte que l’\’equation de $condition\frac{nX}{\tan nX}=1-hX$

a une infinite de racines r\’eelles. [2, $\P 284,$ pp.305-6]

After supposing $A=0$ of (5), Fourier substitutes $v= \frac{e^{-kn^{2}t}}{x}(\sin nx)$ for (6), then gets the equation (7).
$\P 288$ . The equation of real root as ‘proc\’ede d’approximation’. Fourier proposes the method, which is
nearly the what is called Newton approximation or the Newton method. We iterate the approaching
by differentiation until we get the root of the crossing point made with the tangent and the curve :
$x_{\nu+1}=x_{\nu}- \frac{f(x_{\nu})}{f’(x_{\nu})},$ $f’(x_{\nu})\neq 0.$

La r\’egle que l’on vien d’exposer pouvant s’apphquer au calcul de chacune des racines
de l’\’equation

$\frac{\epsilon}{\tan\epsilon}=1-hX$ , (8)

qui ont d’ailleurs des limits donn\’ees, on doit regarder toutes ces racines comme des
nombres connus. Au reste, il \’etait seulement n\’ecessaire de se convaincre que l’\’equation
a une infinite de racines r\’eelles. On a rapport\’e ici ce proc\’ed\’e d’approximation, parce
qu’il est fond\’e sur une construction remarquable qu’on peut employer utilement dans
plusieurs cas, et qu’il fait connaitre sur-le-champ la nature et les limits des racines; mais
l’application qu’on ferait de ce proc\’ed\’e \‘a l’\’equation dont il s’agit serait beaucoup trop
lente; il serait facile de recourir dans la pratique \‘a une autre m\’ethode d’approximation.
$[2, \P 288, p.311]$

$\P 291$ . (Heat diffusion equation in the sphere. )
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La fonction arbitraire $F(x)$ entre dans chaque coefficient sous le signe de l’int\’egration
et donne \‘a la valeur de $v$ toute la g\’en\’eralit\’e que la question exige ; on parvient ainsi \‘a
l’\’equation suivante :

$\frac{xv}{2}=\frac{\sin n_{1}x\int xF(x)\sin n_{1}xdx}{X-\frac{1}{2n_{1}}\sin 2n_{1}X}e^{-kn_{1}^{2}t}+\frac{\sin n_{2}x\int xF(x)\sin n_{2}xdx}{X-\frac{1}{2n_{2}}\sin 2n_{2}X}e^{-kn_{2^{2}}t}+\cdots$ (9)

Telle est la forme que l’on doit donner \‘a l’int\’egrale g\’en\’erale de l’\’equation

$\frac{\partial v}{\partial t}=k\frac{\partial^{2}v}{\partial x^{2}}+\frac{2}{x}\frac{\partial v}{\partial x}$

pour qu’elle repr\’esente le mouvement de la chaleur dans la sph\‘ere solid. En effet, toutes
les conditions de la question seront remplies :

1. $L$ ’\’equation aux differences partielles sera satisfaite.
2. La quantit\’e de la chaleur qui s’\’ecoule \‘a la surface conviendra \‘a la fois \‘a l’action

mutuelle des derni\’eres couches et \‘a l’action de l’air sur la surface, $c’ est-\grave{a}\ulcorner$dire que
l’\’equation $T\overline{x}\partial v+hv=0$, \‘a laquelle chacune des parties de la valeur de $v$ satisfait
lorsque $x=X$, aura lieu aussi lorsqu’on prendra pour $v$ la somme de toutes ces
parties.

3. La solution donn\’ee conviendra \‘a l’\’etat initial lorsqu’on supposera le temps nul. [2,
$\P 291$ , p.314-5$]$

\S 2 Remarkes diverses sur cette solution, pp.317-334.
$\P 305$ . (The proof of the equation (8) has only real roots. )

L’usage que l’on a fait pr\’ec\’edement de l’\’equation

$\frac{\epsilon}{\tan\epsilon}=\lambda$ (10)

est fond\’e sur une construction g\’eom\’etrique qui est tr\‘es propre \‘a expliquer la nature de
ces \’equations, En effet, cette construction fait voir clairement que toutes les racines sont
r\’eelle; en m\^eme temps elle en fait connaitre les limits et indique les moyens de d\’eterminer
la valeur num\’erique de chacune d’elle. $L$ ’examen analytique des \’equations de ce genre
donnerait les m\^emes r\’esults. On pourra d’abord reconnaitre que l’\’equation pr\’ec\’edente,
dans laquelle $\lambda$ est un nombre connu, moindre que l’umit\’e, n’a aucune recine imaginaire
de la forme $m+n\sqrt{-1}.$ $u$ suffit de substituer au lieu de $\epsilon$ cette dernier qantit\’e, et
l’on voit, apr\‘es les tranformations, que le premier membre ne peut devenir nul lorsqu’on
attribue \‘a $m$ et $n$ de valeur r\’eelles, \‘a moins que $n$ soit nulle. (Here, Darboux comments
as we show bellow.) On d\’emontre aussi qu’il ne peut $y$ avoir dans cette m\^eme \’equation

$\epsilon-\lambda\tan\epsilon=0$ , ou $\frac{\epsilon\cos\epsilon\sin\epsilon}{c}=0$

aucune racine imaginaire, de quelque forme que ce soit. En effet :
1. les racines imaginaires du facteur $\frac{1}{cos\epsilon}=0$ n’appartiennent point \‘a l’\’equation $\epsilon-\lambda\tan\epsilon=0,$

puisque ces racines sont toutes de la forme $m+n\sqrt{-1}$ ;
2. l’\’equation $\sin\epsilon-\frac{e}{\lambda}\cos\epsilon=0$ a n\’ecessairement toutes ses racines r\’eelles lorsque $\lambda$ est moindre que

$1’ u\dot{m}t\acute{e}.$

Pour prouvercette derni\‘ere proposition, il faut consid\’erer $\sin\epsilon$ comme le produit d’une
infinite de facteurs, qui sont

$\epsilon(1-\frac{\epsilon^{2}}{\pi^{2}})(1-\frac{\epsilon^{2}}{2_{t}^{2}\pi^{2}})(1-\frac{\epsilon^{2}}{3^{2}\pi^{2}})(1-\frac{\epsilon^{2}}{4^{2}\pi^{2}}) \cdots$

est consid\’erer $\cos\epsilon$ comme d\’erivant de $\sin\epsilon$ par la differentiation. On supposera qu’au
lieu de former $\sin\epsilon$ du produit d’un nombre infini de facteurs on emploie seulement les
$m$ premiers, et que l’on d\’esigne le produit par $\varphi_{m}(\epsilon)$ . Cela pos\’e, on aura l’\’equation

$\varphi_{m}(\epsilon)-\frac{\epsilon}{\lambda}\varphi_{m}’(\epsilon)=0.$

Or, en donnant au nombre $m$ ses valeurs successives 1, 2, 3, depuis ljusqu’al’in且血，
on reconnaitra, par les principes ordinaires de l’Alg\‘ebre, la nature des fonctions de $\epsilon$ qui
correspondent \‘a ces diff\’erentes valeurs de $m$ . On verra que, quel que soit le nombre $m$ des
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facteurs, les \’equations en $\epsilon$ qui en proviennent ont les caract\‘eres distinctifs de celles qui
ont toutes leurs racines $\underline{r\acute{e}elles}$. De l\‘a on conclut rigoureusement que l’\’equation (10) dans
laquelle $\lambda$ est moindre que l’umt\’e, ne peut avoir aucune racine imaginaire. Cette m\^eme
proposition pourrait encore \^etre d\’eduite d’une analyse diff\’erente que nous emploierons
dans un des Chapitres suivants. [2, $(|305$ , pp.329-330$]$

G. Darboux remarks that the description above following from (10) is not exact, and Fourier’s description
has many mistakes in the following articles.
\S 6 De mouvement de la chaleur dans un cylindre solide, pp.332-358

Fourier deduces solution of the heat equation from the general solution summed particular solutions
by using integral. From here, we see that our problems discussing between Poisson and Fourier is not
only the problem on the roots of the solution, but also the problem of integral of the equations.
$\P 308$ . (Application of the theorem of De Gua to transcendental equation. )

$y=f( \theta)=1-\theta+\frac{\theta^{2}}{(2!)^{2}}-\frac{\theta^{3}}{(3!)^{2}}+\frac{\theta^{4}}{(4!)^{2}}-\cdots=0,$ $\Rightarrow$ $y+ \frac{dy}{d\theta}+\theta\frac{d^{2}y}{d\theta^{2}}=y-y+\theta y=0$ (11)

$y+ \frac{dy}{d\theta}+\theta\frac{d^{2}y}{d\theta^{2}}=0, \frac{dy}{d\theta}+2\frac{d^{2}y}{d\theta^{2}}+\theta\frac{d^{3}y}{d\theta^{3}}=0, \frac{d^{2}y}{d\theta^{2}}+3\frac{d^{3}y}{d\theta^{3}}+\theta\frac{d^{4}y}{d\theta^{4}}=0, \cdots$

et, en g\’en\’erale,

$\frac{d^{i}y}{d\theta^{i}}+(i+1)\frac{d^{i+1}y}{d\theta^{i+1}}+\theta\frac{d^{i+2}y}{d\theta^{i+2}}=0$

Or,. si l’on \’ecrit dans l’ordre suivant l’\’equation alg\’ebrique $X=0$ et toutes celles qui en
d\’erivent par la differentiation $X=0,$ $\frac{dX}{dx}=0,$ $\frac{d^{2}}{dx}x\tau=0,$ $=d^{3}Xdx=0,$ $\cdots$. et si l’on suppose que toute racine r\’eelle d’une quelconque de ces \’equations,

\’etant substitu\’ee dans celle qui la pr\’ec\‘ede et dans celle qui la suit, donne deux r\’esultants
de signe contraire, il est certain. que la propos\’ee $X=0$ a toutes ses racines r\’eelle,. et que, par consequent, il en est de m\^eme de toutes ses \’equations subordon\’ees

$\frac{dX}{dx}=0, \frac{d^{2}}{dx}x\tau=0, \neg d^{3}X=0dx,$

ces propositions sont fond\’ees sur la th\’eorie $d$es \’equations alg\’ebriques et ont \’et\’e d\’emontr\’ees
depuis longtemps. [2, $\P 308$ , pp.335-7]

To prove having root only real and positive, Fourier summarizes as follows :
Il suffit donc de prouver que les \’equations $y=0,$ $Ad\theta d=0,$ $\frac{d^{2}}{d}\theta\not\leq=0,$

$\cdots$ , remplis-
sant la condition pr\’ec\’edente. Or cela suit de l’\’equation g\’en\’erale

$\frac{d^{i}y}{d\theta^{i}}+(i+1)\frac{d^{i+1}y}{d\theta^{i+1}}+\theta\frac{d^{i+2}y}{d\theta^{i+2}}=0$

car, si l’on donne \‘a $\theta$ une valeur positive qui rend nulle la fluxion6 $\frac{d^{i+1}v}{d\theta^{t+1}}$ , les deux
autre termes $\frac{d}{d}\theta 1i$. et $\frac{d^{i+2}v}{d\theta\cdot+2}$ recevront des valeurs de signe oppos\’e. $A$ l’\’egard des valeurs
n\’egatives de $\theta$ , il est visible, d’apr\‘es la nature de la fonction $f(\theta)$ , qu’aucune quantity
negative mise \‘a la place de $\theta$ ne pourrait rendre nulle ni cette fonction, ni aucune de
celles qui en d\’erivent par la differentiation; car la substitution d’une quantit\’e n\’egative
quelconque donne \‘a tous les termes le m\^eme $sign$ . Donc on est assur\’e que l’\’equation
$y=0$ a toutes ses racines r\’eelles et positives. [2, $\P 308$ , pp.335-7]

Darboux, the editor of $(E$uvres de Fourier“, comments and aids Fourier as the progenitor of this sort
of problems :

Dans le XIXe Cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique, page 382, Poisson pr\’esente
\‘a ce sujet quelques remarques critiques qui paraissent justifi\’ees. Il ne faudrait pas
conclure des remarques pr\’ec\’edentes que la th\’eor\’eme de Fourier ne peut \^etre d’aucune
utility dans l’\’etude des \’equations transcendantes. Convenablement appliqu\’e, il joue, au
contraire, dans la r\’esolution de ces \’equations, un r\^ole tr\’es important que Fourier a \’et\’e

$6_{Ratio}$ of flux, which is the technical term used by Newton’s differential and integral method.
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le primier \‘a signaler. On s’en assurera aisement en relisant divers passages de l’Ouvrage
que nous avons cit\’e plus baut. G. $D$ . [2, $\P 308$ , p.336, footnote].

5. $PoISSON’ S$ HEAT THEORY IN RIVALRY TO FOURIER

Poisson [24] traces Fourier’s work of heat theory, from the another point of view. Poisson emphasizes,
in the head paragraph of his paper, that although he totally takes the different approaches to formulate
the heat differential equations or to solove the various problems or to deduce the solutions from them,
the results by Poisson are coincident with Fourier’s.

私が展開しようとする問題は、 最初は lS12年に Fourier 氏に授けられた学士院の第一位の懸賞の
懸かった主題であった。懸賞論文は書記局に保管され私も閲覧出来る : 私はこの論文を通して私よ
り前に得た基本的な諸結果を指摘するのに細心の注意を払った; 私は初めに次の事を言いたい。例
として挙げた全ての特殊問題に関しては、私の本論文中の各式は Fourier 氏が出したものと全く一致
する。 しかし、二つの論文で共通なのはそれだけだ。何故なら、. 熱の微分方程式を定式化するため、. それらを解決したり個々の問題の解を得るため、
Fourier 氏とは全面的に異なる方法を取ったからだ。 [24, pp. 1-2]

Poisson points out the various difficulties of Fourier’s applying to the physical problems :
En adoptant celle qui r\’eduit la sph\‘ere d’activit\’e de ce rayonnement \‘a une \’etendue

insensible, $j’ ai$ form\’e l’\’equation diff\’erentielle du mouvement de la chaleur dans l’int\’erieur
d’un corps h\’et\’erogene, pour lequel la chaleur sp\’ecifique et la conductibilit6 varient d’une
maniere quelque d’un point \‘a un autre. Dans le cas particulier de l’homog\’en\’eit\’e, cette
\’equation coincide avec celle de M. Fourier a donn\’ee la premier dans le m\’emoire cit\’e, en
la d\’eduissant de l’action des \’el\’emens contigus du corps, ce qui n’a pas paru exempt de
difficult\’e. $O$utre cette \’equation, comme \‘a tous les points du corps, il en existe une autre
qui n’appartient qu’aux points de la surface suppos\’ee rayonnante, et que M. Fourier a
\’egalement donn\’ee. [24, p.6] (Italics mine. )

Poisson [24] considers the proving on the convergence of series of periodic quantities by Lagrange
and Fourier as the manner lacking the exactitude and vigorousness, and wants to make up to it.

Dans le m\’emoire cite dans ce $n^{o},$ $j’ ai$ consid\’er\’e directment les formules de cette
esp\‘ece qui ont pour objet d’exprimer des portions de fonctions, en sines de quantit\’es
p\’eriodiques, dont tous les termes satisfont \‘a des conditions donn\’ees, relatives aux limites
de ces fonctions. Lagrange, dans les anciens M\’emoires de Turin, et M. Fourier, dans ses
Recherches sur la th\’eorie de la chaleur, avaient d\’ej\‘a fait usage de sembles expressions ;
mais il $m’ a$ sembl\’e qu’elles n’avaient point encore \’et\’e $d\acute{e}monstoees$

’ d’une mani\‘ere $poe\prime cise$

et mgoureuse; et c’est \‘a quoi $j’ ai$ t\^ach\’e de $suppk’er$ dans ce M\’emoire, par rapport \‘a celles
de ces formules qui se $pr\acute{\epsilon}$ sentent le plus souvent dans les applications. [24, \S 2, $1|28,$

p.46] (Italics mine. )
Poisson proposes the different and complex type of heat equation with Fourier’s $(a)_{P}$ . For example,

we assume that interior ray extends to sensible distance, which forces of heat may affect the phenomina,
the terms of series between before and after should be differente.
$\P 47$ (Heat equations by Poisson)

On aura enfin
$(a)_{P} \frac{du}{dt}=a^{2}(\frac{d^{2}u}{dx^{2}}+\frac{d^{2}u}{dy^{2}}+\frac{d^{2}u}{dz^{2}})$ (12)

pour l’\’equation differentielle du mouvement de la chaleur dans l’int\’erieur de la masse du
corps que l’on consid\‘ere. $[24, \S 5, \P 47, p.82]$

Poisson concludes on this question, priding himsellf on the originality of proof and defending himself on
the lack of exactitude: To get the root of this equation, Poisson introduces two methods to distinguish
the root of a transcendental equation :
$1|68$ (Definition of the method of cascades by Poisson. )

Euler a d\’emontr\’e que les \’equations $sinx=0,$ $\cos x=0$ , n’ont pas de racines
imaginaires : d’ailleurs on s’assurer ais\’ement, \‘a l’\’egard de ces \’equations fort simples, que
l’on n’y peut pas satisfaire en prenant $x=p+q\sqrt{-1}$ , \‘a moins qu’on n’ait $q=0$ ; mais il
$n$ ‘en est pas de m\^eme; d\‘es qu’il s’agit d’une \’equation transcendante un peu compliqu\’ee;
et d’un autre c\^ot\’e, les r\‘eegles que les g\’eom\‘etres ont trouv\’ees pour s’assurer, \‘a prion, de
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la r\’eaht\’e de toutes les racines d’une \’equation donn\’ee, ne conviennent qu’aux \’equations
alg\’ebriques, et ne sont point apphcables en g\’en\’eral aux \’equation transcendantes. En
effet, ces r\’egles se r\’eduissent \‘a deux :. l’une est celle que Lagrange a donn\’ee, d’apr\‘es la consideration de l’\’equation aux

carr\’es des diff\’erences; \’equation que l’on peut regarder comme impossible \‘a former,
dans le cas des \’equations transcendantes :. l’autre r\‘egle se d\’eduit de l’ancienne m\’ethode propos\’ee pour la r\’esolution des \’equations
num\’eriques, et connue sous le nom de m\’ethode des cascades; en voice l’\’enonce le
plus g\’en\’eral. [27, pp.381-2]

Poisson explains the m\’ethode des cascades as follows :
即ち、$X=0$ がある $n$次の代数方程式である時、$n-1$ 回の微分で常に実根しか持たない $X^{(n-1)}=0$

となるのは、 それが一次であるからだ : その前述の規則が代数方程式に適用可能なのはこの状況で
ある。 しかし、 $X=0$ は任意の超越方程式であり、 $X’=0,$ $X”=0,$ $\cdots$ などの方程式等はこの手
の性質を持った全ての方程式である ; それでその規則はもはや適用出来なくなろう。少なくとも、極
めて特殊な場合、 この方程式の級数が一通りでなく、全ての根が実数であると分かってぃるような、
$\sin x=0$ とが $\cos x=0$ とかで構成されている場合である。 [27, pp.381-2]

Il est \‘a remarquer que lors m\^eme qu’on aurait prouv\’e, d’apr\‘es, la forme ou quelque
propri\’et\’e d’une \’equation transcendante $X=0$ , que l’on a $X\cdot X"$ n\’egatif pour $X’=0,$
$X’\cdot X"’$ n\’egatif pour $X”=0,$ $X”\cdot X^{(4)}$ n\’egatif pour $X”’=0$ , et ainsi de suite jusqu’\‘a
l’infini, on n’en pourrait Pas conclure que cette \’equation $X=0$ n’ait pas de racines
imaginaires. [27, pp.382-3] 7

Here, Poisson puts a very simple example of transcendental equation and iterates the differential :

$X=e^{x}+be^{ax}=0$ (13)
where, we assume $a>0$ and $b$ : an arbitrary, given quantities. The equation of an arbitrary degree with
respect to $i$ is also

$X^{(i)}=e^{x}+be^{ax}=0, X^{(i-1)}=ba^{i-1}\cdot e^{ax}(1-a)=0, X^{(i+1)}=ba^{i}\cdot\cdot e^{ax}(a-1)=0,$

$X^{(i-1)}\cdot X^{(i+1)}=-b^{2}a^{2i-1}\cdot e^{2ax}(1-a)^{2}=0$ (14)
8 Finally, Poisson concludes : the transcendental equation of example (13) has numberless imaginaries:
if $b<0,$ (13) has only real root, and if $b>0$ no root. [27, p.383].
G.Darboux comments if $b\leq 0,$ (13) has only real root, it is true, however, Poisson doesn’t put the case
of $b=0$ . cf. Chapter 6. Poisson’s footnote of this paragraph is followed, which remarks about the
transferrence of the algebraic equations to transcendeltal equations :

私は嘗て、代数から求められた規則を虚数根を持たない超越方程式に適用することは一般的に出来
ない事について注意を促す機会があった。また、破綻する場合につぃてのある例を挙げた。 $($ Joumal
de l’Ecole Polytechnique, 19e Cahier, page 382 )。 9これらの規則は、全ての根が実数であること
がわかっている方程式をある充分な回数の微分を想定している。それらは結局、以下のようなある
方程式で、多くの物理学の問題に出てくる方程式 (15) とすべきである ; だから、際限なく微分する
事によって、我々がある一次方程式から要求しようとするものと少も違わない結果に達することに
なる。 同じ事が $\sin x=0,$ $\cos x=0$ と関係する方程式に関してや、初期温度が中心からの等距離で
同じであろうと、 半径とかの何らかの方法で変化を受けようが、 球の中の熱分布問題で生じるどん
な問題に関しても絶対に何一っ証明していないだろう。 [32, pp.367-8]

$1-x+ \frac{x^{2}}{(2!)^{2}}-\frac{x^{3}}{(3!)^{2}}+\frac{x^{4}}{(4!)^{2}}-\cdots=0$ (15)

6. $PoISSON’ S$ REFUTATION TO FOURIER’S DEFECT

Poisson issued Note sur les mcines des \’equations transcendantes, [35] in 1830, in which he points
out Fourier’s defect of description of the roots of transcendental equations in Th\’eorie analytique de la
chaleur, [2, p.335] issued in 1822, Fourier may be felt hurt by this problem with Poisson, and moreover,
it seems that such collisions in opinion disturb to evaluate Poisson of today.

$7_{Poisson}$ conjuctures the defect of proof in the case of series consisted of exact differential. cf. Chapter??.
$8_{This}$ equation (14) is the same as (16).
9Poisson[29], JEP 12 (1823), 405-509. There is a gap of citation of pages.
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Fourier 氏の場合は、数学者達が代数方程式で実根の存在を知るために見つけた規則を超越方程式
にも適用している。元々、 De Gua の定理は古い cascades の方法を基礎とする。 ある任意の次数の
代数方程の根が全て実根である事を確認出来る事に倣って、 超越方程式の場合でも同じ効用がある
ものと考えている。 私の熱分布に関する第 2論文でその定理は破綻する好例に根拠を置いた反論を
書いた。 [35, pp.90-1]

Poisson’s description is mismatches with Fourier. Poisson [35] states this contradiction in the case of
transcendental equations as follows : we assume $a,$ $b$ given constants, $x\in \mathbb{R}$ . We remark that, in this
paper, he omits to state the detail condition of $a$ and $b$ . It seems to that he reconsiders it from the other
analysis. (cf. [27, pp.383].) Anyway, we get the following (16), according to the same process as (14).

$\frac{d^{n}X}{dx^{n}}\cdot\frac{d^{n+2}X}{dx^{n+2}}=-b^{2}(1-a)^{2}a^{2n+1}e^{2ax}, x\in \mathbb{R}$ (16)

Rom $X=0$, we also get $\frac{d^{n}X}{dx^{n}}=e^{x}-ba^{n}e^{ax}=0$ . Finally, he deduces an imaginary root of the real part

: $x=z_{1^{\frac{ba^{n}}{-a}}}10$ and the infinite imaginary part : $x= \frac{2m\pi}{1-a}i,$ $m\in \mathbb{Z}$ or $0,$ $i=\sqrt{-1}.$

Donc toute racine $oe\prime elle$ de l’\’equation interm\’ediaire $\frac{d^{n+1}X}{dx^{n+1}}=0,$ \’etant substitu\’ee dans
les deux \’equations adjacentes $\frac{d^{n}X}{dx^{n}}=0$ et $\frac{d^{\mathfrak{n}+2}X}{dx^{n+2}}=0$ , donnera des results de signe
contraire; donc d’apr\‘e la r\‘egle de M. Fourier, l’\’equation $e^{x}-be^{ax}=0$ , et toutes celles
qui s’en d\’eduisent par differentiation, devraient avoir toutes leures racines r\’eelles; et, au
contraire, chacune de ce \’equations a une seule racines r\’eelle et une infinite de racines
imaginaires, comprises sous la forme :

$x= \frac{\log ba^{n}+2i\pi\sqrt{-1}}{1-a}$

$\pi$ d\’esignant le rapport de la circonf\’erence au diam\‘etre, et $i$ \’etant une nombre entier ou
z\’ero. $\cdot\cdot$ $J$ ’avais pens\’e que les \’equations transcendantes semblables \‘a celle-ci:10

$1-x+ \frac{x^{2}}{(2!)^{2}}-\frac{x^{3}}{(3!)^{2}}+\frac{x^{4}}{(4!)^{2}}-\cdots=0$ (17)

pourraient \^etre assimil\’ees aux \’equations alg\’ebriques, \‘a cause de l’accroissement des
d\’enominateurs qui permettrait de n\’egliger les termes d’un rang tr\‘es-\’eloign\’es 11. Mais
en $y$ r\’efl\’echissant de nouveau, $j’ ai$ reconnu que cette consideration ne serait pas satis-
faisante. $i2$ En effet, l’\’equation diff\’erentielle de l’ordre $n$ serait, dans cet exemple,

$1- \frac{x}{1\cdot n+1}+\frac{x^{2}}{1\cdot 2\cdot n+1\cdot n+2}-\frac{x^{3}}{1\cdot 2\cdot 3\cdot n+1\cdot n+2\cdot n+3}+\cdots=0$

or, quelque grand que soit $n$ , on ne pourrait $paS$ la r\’eduire \‘a ses premiers termes, parce
que les valeurs de $x$ qui s’en d\’eduisent sont aussi tr\‘es-grandes et comparables \‘a $n$ . [35,
pp.92-5]

After Poisson $[$34$]^{}$ continuously, Poisson appends his opinion about proof of exact differential in
the last pages of [36, pp.173-4]. His conjecture is based on the preceding analysis in [27, pp.382-3]. cf.
Chapter 5.

The proof of the conservation in time and space of an exact differential was discussed by Lagrange,
Cauchy, Stokes, and others. The herein-called “Poisson conjecture” in 1831, cited in the Introduction as
one of our main motivations for this study, It had its beginnings with the incomplete proof by Lagrange
[14]. However, thereafter, Cauchy [1] had presented a proof as early as 1815, while Power and Stokes [40]
had tried by other methods. To date Cauchy’s proof is still considered to be the best. Poisson concludes
the proof is defect, and even the equation made of tenscendentals satisfy with exact differential at the
original time of movement, the equations satisfy no more with it during all the time:

$10_{This}(17)$ equals to (15). This series are the similar to transcendental equations : $e^{x}$ or $e^{-x^{2}}$ , what we know, the
following formulae, :

$e^{x}=1+x+ \frac{x^{2}}{(2!)^{2}}+\frac{x^{3}}{(3!)^{2}}+\frac{x^{4}}{(4!)^{2}}+\cdots, e^{-x^{2}}=1-x^{2}+\frac{x^{4}}{(2!)^{2}}-\frac{x^{6}}{(3!)^{2}}+\frac{x^{8}}{(4!)^{2}}-\cdots$

1lM\’emoires de l’Acad\’emie, tome VIII, page 367. sic. Poisson [32]
$12_{Fourier}$ points out Poisson’s withdrawal of this expression (17) in Fourier [12, p.126].
$13_{This}$ note’s accepted date is signed as Lu: $2/mars/1829.$
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Mais la d\’emonstration qu’ on donne de cette proposition suppose que les values de
$u,$ $v,$ $w$ , doivent satisfaire non seulement aux \’equations diff\’erentielles du mouvement,
mais encore \‘a toutes celles qui s’en d\’eduisent en les diff\’erentiant par rapport \‘a $t$ ; ce
qui n’a pas toujours lieu \‘a l’\’egard des expressions de $u,$ $v,$ $w$ , en s\’eries d’exponentielles
et de sinus ou cosinus dont les exposans et les arcs sont proportionnelles au temps ; et
la d\’emonstration \’etant alors en defaut, il peut arriver que la formule $udx+vdy+wdz$
soit une diff\’erentielle exacte \‘a l’origine du mouvement, et qu}$elle$ ne soit plus \‘a toutes
autre \’epoque. Nous en donnerons des exemples et nous d\’evelopperons davantage cette
remarque dans la applications que nous ferons par la suite, des fomules de ce m\’emoire \‘a
differentes questions. [36, $\P 73$ . pp.173-4] (Italic mine.)

7. $FoURIER’ S$ DEFENSE AND ENHANSEMENT OF HIS THEORY

In 1824, Fourier [10] examined various roots of real or imagibnary root for practical heat problems. In
his title, he seems to emphasize the qui d\’ependendent de la th\’eone de la chaleur. Namely he considers it is
roots ‘depending on’ or ‘relating to’ just the heat theory. And he assures, according to our demonstration,
all the roots are reals.

Les coefficients $k,$ $c,$ $d$ repr\’esentent respectivement la conducibilit\’e de chaleur, la
densit\’e; $X$ est le rayon total de sph\‘ere, $x$ est la rayon de la couche sph\’erique dont on
vent d\’eterminer la temp\’erature $v$ , et $t$ mesure le temps \’ecoul\’e depuis l’instant o\‘u le
refroidissement commence, jusqu’\‘a l’instant o\‘u la temp\’erature prend la valeur d\’esign\’ee
par $v$ . [10, p.613-4]

Nous avons rapport\’e plus haut la solution que l’on trouve en int\’egrant les \’equations
du mouvement de la chaleur dans la sph\‘ere ; mais nous avons r\’eduit cette solution au cas
o\‘u la surface est assujettie dans tous les points \‘a une temp\’erature constante z\’ero. On a
vu comment la formule ainsi r\’eduit saccorde avec le th\’eor\‘eme g\’en\’eral que l’on vient de
d\’emontrer. On peut aussi consid\’erer les cas plus g\’en\’eral o\‘u la chaleur du solide se dissipe
\‘a travers la surface dans un milieu dont la temp\’erature est constante. On attribuera au
coefficient qui mesure la conducibilit\’e ext\’erieure une value d\’etermin\’ee $H$ , et l’on aura
pour exprimer les temp\’eratures variables du sohde l’\’equation suivante :

(1) $v=2 \sum_{i=1}^{\infty}\frac{\sin(n_{i}x)}{x}\frac{e^{-k}\overline{c}7^{n^{2}t}}{X-\frac{1}{2n}\sin(2n_{i}X)}\int_{0}^{X}d\alpha\alpha F\alpha\sin(n_{i}\alpha)$ , (2) $\frac{n_{i}X}{\tan(n_{i}X)}=1-\frac{H}{k}X$ (lS)

Les quantit\’es $x,$ $v,$ $t,$ $k,$ $c,$ $d$ , ont la m\^eme signffication que dans l’article pr\’ec\’edent. Le
coefficient $H$ exprime la conducibilit\’e de la surface relative au milieu dont la temp\’erature
constante est z\’ero. La fonction $F_{\alpha}$ represente, comme nous l’avons dit, le systeme des
temperatures initiales. $L$ ’\’equation (2) donne pour la valeur de $n_{i}$ , une infinite de racines,
et nous avons d\’emontr\’e plusieurs fois, soit par le calcul, soit par des consid\’erations
propres \‘a la th\’eorie de la chaleur, que toutes ces racines sont r\’eelles ; la temp\’erature
variable $v$ est la double de la somme de tous les termes dont la valeur est indiqu\’ee. [10,
p.622]

Here, (18) comes from (9) and (8) in the main work, respectively.
In 1829, Fourier published ‘M\’emoire’ [11] using the same title with [2]. It may be he tries to enhanse

his theory.
$\P 1$ . Objet de la question, formule qui en donne la solution. (The object of the problem, the formula which
gives the solution.) Fourier says : $I$ don’t talk about here the fundamental problems of heat equations.
There were several years since the equations did a service to the calculation. Or, we are doubted that
the mathematic analysis allow to apply this genre of phenomina. In reply to Poisson, Fourier discusses
this problem.

唯単に計算原理だけに基ずいた抽象的定理だと謂う彼 (Poisson) の意見にも考慮する事は有益だ
ろう。それでこの観点から別の研究 14の中でそれを提案した。しかし、 この問題は慎重な配慮がなさ
れていないまま、根本的な提案に疑義を挟んで、 この超越方程式が虚根を持っ事に数年間かかりき
りだった。指摘を受けてやっと正しいと分かったのだ。今は色々な証明を提案することだけにとど
めよう。実を言えば、 この定理は大部分の数学的真理と共に良く知られた事だし、昔 15、勉強したも

$14_{It}$ may be Fourier [10], which proposed in 1824, the time appeared in the bottom of [10, p.617].
$15_{cf}[12, p.127]$ . In this paper Fourier cites his papers :
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ので、そのためそれらを証明する事を加える位は簡単に出来る。 [12, p.127].
L’application que $j’ ai$ faite de cette analyse a donn\’e lieu $(19^{e}$ Cahier de l’\’Ecole poly-

technique, page 382, 383 $)^{}$ \‘a des objections qu’il m’avait paru inutil de r\’efuter, parce
qu’aucun des g\’eome tres qui ont tmit\’e depuus des questions analogues ne $s’ ar7\hat{e}t\acute{e}$ \‘a ces
objections: mais comme je les trouve reproduites dans le nouveau volume de la collection
de nos M\’emoires (tom. VIII, nouveaux M\’emoires de l’Acad\’emie des sciences, M\’emoires

sur l’\’equilibre et le Mouvement des Corps \’elastiques page $11),17$ cette r\’eputation est de-
venue en quelque sorte n\’ecessaire, je l’ai donc ins\’er\’ee dans un article du pr\’esent M\’emoire.

Elle a pour objet de prouver que l’exemple cit\’e par M. Poisson (l’Ecole polytechnique,
19e Cahier, page 383), en all\’eguant que dans ce cas l’application du th\’eor\‘eme serait
fautive, donne au contraire une conclusion conforme \‘a la proposition g\’en\’erale. [11,
pp.616-7] (Italic mine.)
非難の誤りは 2点から生じる。 1点目は著者 (Poisson) が関数 $e^{x}$ あるいは (l $+\star$ )n(ここに $n$ は

無限) についての無数の等しい因子を全然考慮していない事、 2点目は定理の文脈で、 ‘real’ という
語が 「現実の」 という意味を表すという事を忘れている事だ。 $(Tl\epsilon’0$面 edelachaleur, page373,
及び page 380, art. 312を参照せよ。 $)^{18}$

In 1830, Fourier published the Remarques [12], which may be the last paper to Poisson in life, after
only 7 days since Poisson’s proposal [35], in which Fourier says: (Remark. We counter and show the
paragraph number instead of the article number, for the article number is none in his paper. )
$\P 10$ . Fourier states his same theory in $\P 308$ of the main work. cf. $\P 308$ in Chapter 4.

Pour \’etablir cette cons\’equence, nous allons rappeler le calcul m\^eme qui est emply\’e
par l’auteur : et afin de rendre les expressions plus simples, sans alt\’erer en rien les
conclusions que l’on en d\’eduit, nous consid\’ererons seulement l’\’equation $e^{x}-e^{ax}$ . Le
lecteur pourra s’assurer facilement qu’il n’y a ici aucune difference entre les consequences
qui conviennent \‘a l’\’equation $e^{x}-be^{ax},$ $a$ et $b$ \’etant positifs, et celles que l’on d\’eduirait
de l’\’equation tr\‘e-simple $e^{x}-e^{2x}=0.$

\’Ecrivant donc

$X=e^{x}-e^{2x}=0$ $\Rightarrow$ $\frac{d^{n}X}{dx^{n}}=e^{x}-2^{n}e^{2x},$ $\frac{d^{n+1}X}{dx^{n+1}}=e^{x}-2^{n+1}e^{2x},$ $\frac{d^{n+2}X}{dx^{n+2}}=e^{x}-2^{n+2}e^{2x},$

et posant l’\’equation $\frac{d^{n+2}X}{dx^{n+2}}=0$ , ou $e^{x}-2^{n+1}=0,$ $e^{2x}=0$ , on en tire la valeur de $e^{x}$

pour l\’a substituer dans les deux valeurs de $\frac{d^{n}X}{dx^{n}}$ et $\frac{d^{n+}}{dx}n\tau^{x_{T}}2$ . Par cette \’elimination, on
trouve

$\frac{d^{n}X}{dx^{n}}=2^{n}e^{2x},$ $\frac{d^{n+2}X}{dx^{n+2}}=-2^{n+1}e^{2x}$ , $et$ $\frac{d^{n}X}{dx^{n}}\cdot\frac{d^{n+2}X}{dx^{n+2}}=-2^{2n+1}e^{4x}$ (19)

1‘on d\’etermine la valeur du produit $\frac{d^{\mathfrak{n}}X}{dx^{n}}$ . $\frac{d^{n+2}X}{dx^{n+2}}$ , qui est $-2^{2n+1}e^{4x.19}$ $L$ ’auteur en
conclut que toute racine r\’eelle de l’\’equation interm\’ediaire $\frac{d^{n+1}X}{dx^{n+1}}$ , \’etant substitu\’ee dans
l’\’equation qui pr\’ec\‘ede et dans cette qui suit, donne deux resultats de signes contraires :
c’est cette conclusion que l’on ne peut pas admettre.

En effet, si, la valeur r\’eelle de $x$ qui rend nulle la fonction interm\’ediaire $e^{x}-2^{n+2}e^{2x},$

r\’eduit \‘a z\’ero le facteur $e^{x}$ commun aux deux termes, cette m\^eme valeur de $x$ \’etant
substitu\’ee dans la fonction qui pr\’ec\‘ede, savoir $e^{x}-2^{n}e^{2x}$ , et dans celle qui suit, savoir
$e^{x}-2^{n+1}e^{2x}$ , r\’eduira l’une et l’autre \‘a $aero\prime$ . Les deux r\’esultats ne sont donc point de
signes diff\’erents, ils sont les m\^emes. Pour que l’un des r\’esultats f\^ut positif et l’autre
n\’egatif, il faudrait ne consid\’erer parmi les racines r\’eelles de l’\’equation $e^{x}-2^{n+1}e^{2x}=0,$

que celles de ces racines qui ne rendent point nul le facteur $e^{x}$ . [12, pp.122-4] (Italic
mine.)

$J$ ’ai publi\’es, il $y$ a plusieurs ano\’ees, dans un $M6$moire sp\’ecial (Bulletin des Sciences, Soci\’et\’e Philoma-
tique, am\’ees 1818, page 61, et 1820, page 156.).

$16_{Poisson}$ [$32$ , pp.367-8]. Fourier’s citation of pages 382-3 are same with the pages 367-8 by Poisson. cf. We show the
pages 367-8 in above [32, pp.367-8].

$17p_{0}$isson $|32]$ , pp.357-355. The page 11 corresponds to $357+10=367$. cf. Footnote of p.367.
$18In$ 1824, Fourier [10], published in 1827, examined various roots of real or imagibnary root for practical heat problems.

For this fact, we choice the corresponding Japanese word :‘現実の’.
$19_{cf}$ . Poisson’s assertion : (16).

180



Here, Fourier’s assertion is that if we assume the intermediate function $\frac{d^{n+1}X}{dx^{n+1}}$ zero, then the common
term $e^{x}=0$ . We substitute this same value for the two equations before and after of this intermediate
function, then have zeros which are the same $sign$ each other as follows : Then both equations of (19)
are zeros and have the same $sign$ respectively.
$\P 19$ . Fourier remarked, taking ‘another principles’ and devoting himself entirely ‘several years’ to
improve further the method of De Gua and Roll as follows:

Quant aux principes que $j’ ai$ suivis pour r\’esoudre les \’equations alg\’ebriques, i$1S$ sont
tr\‘es-differents de ceux qui servent de fondement aux recherches de de Gua ou \‘a la m\’ethode
des cascades de Rolle. $L$ ’un et l’autre auteur ont cultiv\’e l‘analyse des \’equations ; mais ils
n’ont point r\’esolu la difficult\’e principale, qui consiste \‘a distinguer les racines imaginaires.
(omitted.) $J$ ’ai trait\’e la m\^eme question par d’autres principles, dont l’auteur de objection
parait n’avoir point pris connaissance. $J$ ’ai publi\’es, il $y$ a plusieurs ann\’ees, dans un
M\’emoire sp\’ecial (Bulletin des Sciences, Society Philomatique, ann\’ees 1818, page 61, et
1820, page 156.) [12, p.127] (Italic mine.)

8. CONCLUSIONS
(1) We must consider our problem as the totality among the definite integral, the trigonometric

series, etc., for Poisson’s objection to Fourier is relating to the universal and fundamental problem of
analytics, as we show Poisson’s analytical/mathematical thought or sight in the Chapter 1, 5, etc. (2)
Fourier’s theoretical works in life are : theorem on the discriminant of number and range of real root,
heat and diffusion theory and equations, practical use of transcendental series, theoretical reasons to the
wave and fluid equations and many seeds to be done in the future as like Dirichlet’s expression: to offer
a new example of the prolificity of the analytic process. (3) To Fourier’s method : we think, a rough-
and-ready method for prompt application by request from physic/mathematics. Poisson’s objections
are very useful for Fourier to prove the series theory, however, in vain for Fourier’s passing away. It is
toword a sort of singularity of passage from the finite to the infinitem like Dirichlet’s expression.
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