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1 はじめに

大規模な $n$次非対称疎行列 $A$を係数行列，$n$次元ベクトル $b$を右辺項とする線形方程式

$Ax=b$

を帰納的次元縮小 (Induced Dimension Reduction, IDR) 定理に基づく IDRstab 法 [9] に
よって近似的に解くことを考える．IDRstab法は，IDR$(s)$ 法 [10] における 1次の安定
化多項式を $l$次に拡張した解法であり，$s=1$ のとき，Bi-Conjugate Gradient stabilized
(BiCGstab) $(\ell)$ 法 [6] に帰着される．IDRstab 法と数学的に等価であり，実装法が異なる
GBi-CGSTAB $(s, L)$ 法 [11] も提案されているが，本論文では IDRstab法のみを扱う．

$s>1,$ $l>1$ を用いる IDRstab法は，しばしば IDR$(s)$ 法や BiCGstab(l) 法に比べて優
れた収束性を示す．しかし，$IDR(s)$ 法や BiCGstab $(P^{\}})$ 法と同様，漸化式から求まる残差
ノルム $\Vert r_{k}\Vert_{2}$ は収束するにも拘らず，丸め誤差の影響により真の残差ノルム $\Vert b-\Lambda x_{k}\Vert_{2}$

が反復の途中で停滞する現象 (以下，偽収束と呼ぶ) が起こり，十分な精度の近似解が得
られない場合がある．

近年，我々は偽収束を回避し近似解の精度を改善する変形アルゴリズムを提案した [2].
その基本的な着想は，IDRstab 法の近似解と残差を，従来の $BiCG$系統の解法でしばしば
用いられる典型的な漸化式

$x_{k}=x_{k-1}+p_{k_{\grave{\prime}}} r_{k}=r_{k-1}-Ap_{k}$ (1)

によって更新することである．ただし，ベクトル $A$窟は補助ベクトル籍に $A$ を陽に掛
けることで得る．従来の IDRstab法では，ある写像を用いて $Ap_{k}$ と数学的に等価なベク
トルを計算するため，計算過程の違いにより数値的には異なる収束性を示す．実際に，式
(1) の形式を用いた IDRstab法では，偽収束を回避できることを実験的に示している [2].
ただし，文献 [2] で取り上げたテスト問題は 1例だけであり，客観的な傾向を示すために
は十分とは言えない．また，なぜ偽収束を回避できるのか，その改善要因に関しても明確
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ではなかった．そこで本論文では，まず複数のテスト問題に提案した IDRstab 法を適用
し，その有効性をより詳しく検証する．次に，偽収束の改善要因を段階的な数値実験によ
り考察し，ベクトル $p_{k}$ に $A$ を陽に掛けることが偽収束を回避するために重要であること
を示す．
本論文の構成として，まず 2節で，従来の IDRstab法の概略を述べる．次に 3節では，式

(1) の形式を用いた IDRstab法の変形アルゴリズムを導出する．4節で，提案した IDRstab
法では偽収束を回避できることを数値実験により示す．5節で，偽収束の改善要因に関す
る数値的考察を行う．最後に，6節でまとめを行う．

2 IDRstab法
本節では，IDRstab 法の概略を述べる．初期近似解を $x_{0}$ , 対応する初期残差を $r_{0}\equiv$

$b-Ax_{0}$ とおく．IDRstab 法の残差 $r_{k}$ は，以下を満たすように生成される．
$r_{k}\in \mathcal{S}(P_{k}, A,\tilde{R}_{0})\equiv\{P_{k}.(A)v|v\perp \mathcal{K}_{k}(A^{*},\tilde{R}_{0})\}.$

ただし，整数 $k$ は $P$の倍数であり，$P_{k}(\lambda)$ は $\ell$次の安定化多項式の積で表される $k$次多項式

$P_{k}( \lambda)=(1-\sum_{i=1}^{\ell}\gamma_{i,k}\lambda^{i})P_{k-p}(\lambda)$

である．$\mathcal{K}_{k}(A^{*},\tilde{R}_{4)})$ は，$k$ 次のブロツク Krylov部分空間であり，$A$ の共役転置行列 $A^{*},$

および固定された $n\cross s$行列馬に対して，

$\mathcal{K}_{k}(A^{*}, Ro) \equiv\{\sum_{j<k}(A^{*})^{j}\tilde{R}_{0}\vec{\gamma}_{j}|\vec{\gamma}_{j}\in \mathbb{C}^{s}\}$

で定義される．$S(P_{k}, A,\tilde{R}_{0})$ は Sonneveld部分空間と呼ばれ，$k=0_{1}.1,$ $\ldots$ に対して帰納的

にその次元が縮小する [7, 9, 10]. $\mathcal{S}(P_{k}, A,\tilde{R}_{JC})$ に属する残差 $r_{k}$ は，IDR step と polynomial

step と呼ばれる 2 つの過程を経ることで，$S(P_{k+l}, A, Rb)$ に属する残差 $r_{k+l}$ へと更新さ

れ，この計算過程を 1 サイクルと数える．
1 サイクルの始まりにおいて，残差 $r_{k}$ と対応する近似解 $x_{k}$ , および $n\cross s$行列 $A$砥と対

応する行列破が得られているとする．ただし，$r_{k}$ と $A$砿の各列ベクトルは $S(P_{k}, A,\tilde{R}_{0})$

に属するものとする．ここで，行列 $\Pi_{i}^{(j)}$ を次のように定める．

$\Pi_{i}^{(j)}\equiv I-A^{i}U_{k}^{(j-1)}\sigma_{j}^{-1}\tilde{R}_{0}^{*}A^{j-i}, \sigma_{j}\equiv\tilde{R}_{0}^{*}A^{j}U_{k}^{(j-1)}, i=0,1, \ldots,j.$

まず，IDR stepでは，写像 $\Pi_{i}^{(j)}$ を用いて $P$ 回の繰り返し計算が行われる．ただし，$j$ 回目
$(j=1_{\grave{J}}2, \ldots, l)$ の繰り返しで生成される要素を上付き添え字 $(j)$ ’で表し，特に $r_{k}^{(0)}\equiv r_{k},$

$x_{k}^{(0)}\equiv x_{k},$ $U_{k}^{(0)}\equiv U_{k}$ とする．残差は $\Pi_{1}^{(j)}$ を用いて，

$r_{k}^{(j)}\equiv\Pi_{1}^{(j)}r_{k}^{(j-1)}=r_{k}^{(j-1)}-AU_{k}^{(J^{-1)}}\vec{\alpha}^{(j)_{:}}$

’

$\vec{\alpha}^{(j)}\equiv\sigma_{j}^{-1}(\tilde{R}_{0}^{*}A^{j-1}r_{k}^{(j-1)})$ (2)

と更新される．近似解を更新する漸化式は，$x_{k}^{(J)}=x_{k}^{(j-1)}+U_{k}^{(j-1)}\vec{\alpha}^{(j)}$

’

となる．また，$i$ 回目の

繰り返しでは，ベクトル $A^{i}r_{k}^{(j)}\equiv\Pi_{i+1}^{(j)}A^{i}r_{k}^{(j-1)}.$ $i=1,2,$ $\ldots,j-1$ を同様に写像によって計
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算し，$A^{j-1}r_{k}^{(j)}l$こ $\Lambda$を陽に撚:1ることで，ベクトノレ $A^{j}r_{k}^{(j)}$ を得る．そして，行列 $\Lambda^{i}U_{k}^{(j)},$ $i=$

$0,1,$ $\ldots,j+1$は，$A^{j}U_{k}^{(j)}$ の各列ベクトルが Krylov部分空間 $\mathcal{K}$

。
$(\Pi_{j^{j}}^{(’)}A, \Pi_{j}^{(j)}A^{j}r_{k}^{(j)})$ の基底

となるように構築される．特に，行列 $A^{i}U_{k}^{(j)},$ $i=0_{\grave{J}}1,$ $\ldots,j$ の各列ベクトルは写像 $\Pi_{i}^{(j)}$

によって計算され，$A^{j}$ Uk(のの各列ベクトルに $A$を陽に掛けることで，行列 $A^{j+1}U_{k}^{(j)}$ が得
られる (Figures 1-3参照)

次に，polynomial step では，残差 $r_{k}^{(\ell)}$ に安定化多項式を施すことで

$r_{k+\ell}=(I-\gamma_{1,k}A-\cdots-\gamma_{\ell,k}A^{\ell})r_{k}^{(\ell)}=r_{k}^{(f)}-\gamma_{1,k}Ar_{k}^{(t)}-\cdots-\gamma_{C,k}A^{\ell}r_{k}^{(E)}$ (3)

が得られる．ただし，係数 $\gamma_{1,k},$ $\gamma_{2,k}^{r},$ $\ldots,$
$\gamma_{\ell,k}$ は，残差ノルム $\Vert r_{k|\ell}\Vert_{2}$ の最小化にょり決

定される．近似解 $x_{k}^{(p)}$ を更新する漸化式は？ $x_{k+p=}x_{k}^{(\ell)}+\gamma_{1,k}r_{k}^{(l)}+\cdots+\gamma_{l.k}A^{\ell-1}r_{k}^{(\ell,)}$

となる．同様に，行列 $\Lambda^{j}U_{k}^{(\ell)},$ $i=0,1$ に安定化多項式を施すことで，行列 $\Lambda^{j}If_{k\dashv 1^{l}}=$

$(I- \sum_{i=1}^{\ell}\gamma_{i,k}A^{i})A^{j}U_{k}^{(\ell)},$ $j=0,1$ が得られる．
IDR step の $i$ 回目の繰り返しで得られる残差 $r_{k}^{(j)}$ は，直交条件 $v_{k}^{(j)}\perp \mathcal{K}_{k|j}(A^{*},\tilde{R}_{0})$ を

満たすベクトル $v_{k}^{())}$ を用いて，$r_{k}^{(J)}=P_{k}(\Lambda)v_{k}^{(\dot{j})}$

’

と書ける．従って，polynomial step で得
られる残差 $r_{k+l}=(I- \sum_{i=1}^{\ell}\gamma_{i,k}A^{i})F_{k}(A)v_{k}^{(p,)}$ は $S(F_{k+\ell}, A,\tilde{R}_{0})$ に属する (詳細は文献 [9]
参照).

3 偽収束を回避する IDRstab法
我々は，近似解と残差を式 (1) の形式で更新することで，偽収束の改善を図る．ただし，

式 (1) を用いる場合，従来の方法に比べて行列ベクトル積が余分に必要となる．そこで文
献 [1,2] に倣い，ベクトル更新の計算回数を削減することで，アルゴリズム全体の計算量
を従来の方法と同程度に抑える．

3.1 IDR step

1 サイクルの始まりにおいて，残差 $r_{k}$ と対応する近似解 $x_{k}$ , および $n\cross s$行列砥が得ら
れているとする．このとき，$(j-1)$ 回の繰り返しを行うことで，残差 $r_{k}^{(j-\perp)}$ と対応する近似
解 $x_{k}^{()^{-}1)}$ , およびベクトル $A^{i}r_{k}^{(j-1)},$ $i=1,2,$ $\ldots,j-2$ と行列 $\Lambda^{i}U_{k}^{(j-1)},$ $i=0,1,2,$ $\ldots,$ $j-1$

が得られ，$i$ 回目の繰り返しは以下のように行う．ただし，文献 $[1_{\dot{1}}2]$ に倣い，反復を行
う前に行列 $A^{*}R_{0}$ を一度だけ計算し保持しておき，行列 $\sigma_{j}$ を従来とは異なる式

$\sigma_{j}=(A^{*}\tilde{R}_{0})^{*}A^{j-1}U_{k}^{(J-1)}$

’

によって計算する．

まず，ベクトル $p_{k^{/’}}^{(’)}\equiv U_{k}^{(j-1)}\vec{\alpha}^{(j)},\vec{\alpha}^{(j)}\equiv\sigma_{j}^{-1}((A^{*}\tilde{R}_{0})^{*}A^{j-2}r_{k}^{(j-1)})$を計算し，近似解と
残差を次の漸化式によって更新する．

$x_{k}^{(r’)}=x_{k}^{(j-])}+p_{k}^{(j)}, r_{k}^{(j)}=r_{k}^{(j-1)}-Ap_{k}^{(j)}$ . (4)

ただし，ベクトル $\Lambda p_{k}^{(j)}$ lは $p_{k}^{(j)}l_{\overline{C}}A$を陽に掛けることで得る．ここで，残差を更新する従
来の漸化式 (2) では，$j=1$ のとき，行列 $AU_{k}^{(0)}$ が必要であるが，式 (4) では不要である
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$U_{k}^{(0)}$ $x_{k}^{(0)}$ $arrow$ $x_{k}^{(1)}$ $U_{k}^{(1)}e_{1}$ $U_{k}^{(1)}e_{2}$

$\Pi_{0,\nearrow}(1) \downarrow A \Pi_{0,\nearrow}(1) JA$

$AU_{k}^{(0)}r_{k}^{(0)} \prod_{arrow^{1}}(1)$
$r_{k}^{(1)}$ $AU_{k}^{(1)}e_{1}$ $AU_{k}^{(1)}e_{2}$

$\downarrow A \Pi_{1,\nearrow}^{(1)} \downarrow A \Pi_{1,\nearrow}^{(1)} \downarrow A$

$A^{2}U_{k}^{(1)}e_{1} A^{2}U_{k}^{(1)}e_{2}$

$U_{k}^{(0)}x_{k}^{(0)}arrow x_{k}^{(1)}$ $U_{k}^{(1)}e_{1}$ $U_{k}^{(1)}e_{2}$

$\Pi_{0,\nearrow}(1) \downarrow A \Pi_{0,\nearrow}(1) \downarrow A$

$r_{k}(arrow$ $AU_{k}^{(1)}e_{1}$$AU_{k}^{(1)}e_{2}_{r_{k}^{(1)}}$

Figure 1: The schemes of the first repetition for the original IDRstab (on the left) and
our variant (on the right).

$U_{k}^{(1)}$ $x_{k}^{(1)}arrow$ $x_{k}^{(2)}$ $U_{k}^{(2)}e_{1}$ $U_{k}^{(2)}e_{2}$

$\Pi_{0,\nearrow}^{(2)} \downarrow 4 \Pi_{0,\nearrow}^{(2)}$

$\tau^{:}A$

$AU_{k}^{(1)}r_{k}^{(1)}\Pi^{(2)}arrow^{1}$
$r_{k}^{(2)}$ $AU_{k}^{(2)}e_{1}$ $AU_{k}^{(2)}e_{2}$

$\downarrow\prime 1 \Pi_{1,\nearrow}^{(2)} \downarrow\wedge 1 \Pi_{1,\nearrow}^{(2)}$

$\star\Lambda$

$A^{2}U_{k}^{(1)}Ar_{k}^{(1)_{2}^{\prod_{arrow}}}(2)Ar_{k}^{(2)}$
$A^{2}U_{k}^{(2)}e_{1}$ $A^{2}U_{k}^{(2)}e_{2}$

$\downarrow A \Pi_{2,\nearrow}^{(2)} \downarrow A \Pi_{2,\nearrow}^{(2)} \downarrow A$

$A^{2}r_{k}^{(2)}$ $A^{3}U_{k}^{(2)}e_{1}$ $A^{3}U_{k}^{(2)}e_{2}$

$U_{k}^{(1)}x_{k}^{(1)}arrow x_{k}^{(2)}$ $U_{k}^{(2)}e_{1}$ $U_{k}^{(2)}e_{2}$

$\Pi_{0,\nearrow}^{(2)} \downarrow A \Pi_{0,\nearrow}^{(2)}$

$\sim^{1}$

$AU_{k}^{(1)}r_{k}^{(1)A}arrow$ $AU_{k}^{(2)}e_{1}$$AU_{k}^{(2)}e_{2}_{r_{k}^{(2)}}$

$\downarrow A\Pi_{1,\nearrow}^{(2)} \downarrow A \Pi_{1,\nearrow}^{(2)} \downarrow A$

Figure 2: The schemes of the second repetition for the original IDRstab (on the left) and
our variant (on the right).

$U_{k}^{(2)}$ $x_{k}^{(2)}$ $arrow$ $x_{k}^{(3)}$ $U_{k}^{(3)}e_{1}$ $U_{k}^{(3)}e_{2}$

$\Pi_{0}^{(3)} \Pi_{0}^{(3)}$

$\nearrow \downarrow \iota \nearrow j:d’\downarrow$

$AU_{k}^{(2)}$ $r_{k}^{(2)}$

$\prod_{arrow^{1}}(3)$

$r_{k}^{(3)}$ $AU_{k}^{(3)}e_{1}$ $AU_{k}^{(3)}e_{2}$

$\Pi_{1}^{(3)} \Pi_{1}^{(3\rangle}$

$ $\cdot$

$\Lambda$ $\nearrow$ $\downarrow$

$\downarrow$

$\nearrow$
$\dot{Y}.$

$A’\downarrow$

$A^{2}U_{k}^{(2)}$ $Ar_{k}^{(2)}$

$\prod_{arrow^{2}}(3)$

$Ar_{k}^{(3)}$ $A^{2}U_{k}^{(3)}e_{1}$ $A^{2}U_{k}^{(3)}e_{2}$

$\Pi_{2}^{(3)} \Pi_{2}^{(3)}$

$+ 1 \nearrow J. A \nearrow v\prime 1$

$A^{3}U_{k}^{(2)}A^{2}r_{k}^{(2)} \prod_{arrow^{3}}(3)$
$A^{2}r_{k}^{(3)}$ $A^{3}U_{k}^{(3)}e_{1}$ $A^{3}U_{k}^{(3)}e_{2}$

$\Pi_{3}^{\langle 3)} \Pi_{3}^{(3)}$

$\downarrow A \nearrow \downarrow A \nearrow \downarrow A$

$A^{3}r_{k}^{(3)} A^{4}U_{k}^{(3)}e_{1} A^{4}U_{k}^{(3)}e_{2}$

$U_{k}^{(2)}$ $x_{k}^{(2)}arrow$ $x_{k}^{(3)}$ $U_{k}^{(3)}e_{1}$ $U_{k}^{(3)}e_{2}$

$\Pi_{0,\nearrow}^{(3)} \downarrow\Lambda \Pi_{0,\nearrow}^{(3)} \downarrow\prime 1$

$AU_{k}^{(2)}r_{k}^{(2)}$ $A$

$1 \Pi_{1,\nearrow}^{(3)} \downarrow\Lambda \Pi_{1,\nearrow}^{(3)} \downarrow\prime 1$

$A^{2}U_{k}^{(2)}Ar_{k}^{(2)_{2}^{\prod_{arrow}}}(3)Ar_{k}^{(3)}$
$A^{2}U_{k}^{(3)}e_{1}$ $A^{2}U_{k}^{(3)}e_{2}$

$\downarrow A \Pi_{2,\nearrow}^{(3)} \downarrow A \Pi_{2,\nearrow}^{(3)} \downarrow A$

$A^{2}r_{k}^{(3)}$ $A^{3}U_{k}^{(3)}e_{1}$ $A^{3}U_{k}^{(3)}e_{2}$

$\downarrow A$

$A^{3}r_{k}^{(3)}$

Figure 3: The schemes of the third repetition for the original IDRstab (on the left) and
our variant (on the right).

(Figure 1参照). また，ベクトル $\vec{\alpha}^{(j)}$ の計算法も従来とは異なることに注意されたい．次
に，$j\geq 3$ のとき，ベクトル $A^{i}r_{k}^{(j)},$ $i=1,2,$ $\ldots,j-2$を，$\Pi_{i+1}^{(j)}$ を用いて

$A^{i}r_{k}^{(j)}\equiv\Pi_{i+1}^{(j)}A^{i}r_{k}^{(j-1)}=A^{i}r_{k}^{(j-1)}-A^{i+1}U_{k}^{(j-1)}\vec{\alpha}^{(j)}$

と計算する (Figure 3参照). $i\geq 2$のとき，$A^{j-2}r_{k}^{(j)}$ に $A$ を陽に掛けることで，ベクト
ノレ $A^{j-1}r_{k}^{(j)}$ を得る (Figures 2, 3参照). そして，行列 $A^{i}U_{k}^{(j)},$ $i=0,1,$ $\ldots,j-1$ の 1列目
は，$\Pi$ $\}$のを用いて

$A^{i}U_{k}^{(j)}e_{1}\equiv\Pi_{i}^{(j)}A^{i}r_{k}^{(j)}=A^{i}r_{k}^{(j)}-A^{i}U_{k}^{(j-1)}\vec{\beta}_{1}^{(j)}$
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とする．ただし，$\vec{\beta}_{1}^{(j)}\equiv\sigma_{j\rho_{1}}^{-1\prec;)},\overline{\rho}_{1}^{(\hat{J})}\equiv(A^{*}\tilde{R}_{0})^{*}$

」
$4^{j-1}r_{k}^{(j)}$ である．同様に，$q<s$ に対して，

$A^{j-1}U_{k}^{(j)}e_{q}$ に $A$ を陽に榔 $J$
-ることで，$-$

ベクトル $c_{q}^{(j)}\equiv A(A^{j-1}U_{k}^{(j)}e_{q})$ を計算し，$A^{i}U_{k}^{(j)},$

$i=0,1,$ $\ldots,$ $j-1$ の $(q+1)$ タリ目は，$\Pi_{i}^{(j)}$ を用いて

$A^{i}U_{k}^{(j)}e_{q+1}=\Pi_{i}^{(j)}A^{i+1}U_{k}^{(j)}e_{q}=A^{i+1}U_{k}^{(j)}e_{q}-A^{i}U_{k}^{(\dot{j}^{-1)}}\vec{\beta}_{q+1}^{()}J$

と計算する．ただし，$\vec{\beta}_{q+J}^{(j)}\equiv\sigma_{j\prime}^{-\rceil_{p_{q+1}^{\triangleleft j)}}},\vec{p}_{q+1}^{(j)}\equiv(A^{*}\tilde{R}_{0})^{*}c_{(1}^{(j’)}$ である．最後に，$i=\ell$ のと

き，$A^{\ell-\perp}r_{k}^{(l)}$ に $A$ を陽に掛けることで，ベクトル $A^{p}r_{k}^{(\ell)}$ を得る (Figure 3参照).
Figures 1-3に，従来の方法と提案する方法における 1-3回目の繰り返しの計算過程を示
す．ただし，$(s, P)=(2,3)$ とする 1. $\blacksquare$で囲まれたベクトルは，$A$ を傲こ推$\mapsto$fることで
得られる．また，文献 [9] に倣い，実装では数値的安定化のため，行列 $A^{j}U_{k}^{(j)}$ の各列ベク
トルをアーノルディ過程により正規直交化する．

3.2 polynomial step

IDR step の $P$回の繰り返しにより，残差 $r_{k}^{(\ell)}$

・

と対応する近似解 $x_{k}^{(l)}$ , ベクトル $A^{i}r_{k}^{(\ell)},$ $i=$

$1,2,$
$\ldots,$

$\ell$ , および $\ell+1$ 個の $n\cross s$行列 $\Lambda^{i}U_{k}^{(\ell)},$ $i=0,1,$ $\ldots$ , $\ell$が得られる．polynomial step
では，係数 $\gamma_{1,k},$ $\gamma_{2,k}\ldots.,$ $\gamma_{l,k}$ を決定した後，ベクトル $p_{k+l}^{(0)}\equiv\gamma_{1,k}r_{k}^{(t^{})}+\gamma_{2,k}Ar_{k}^{(l)}+\cdots+$

$\gamma_{l,k}A^{\ell-1}r_{k}^{(l)}$ を計算し，近似解と残差を次の漸化式にょって更新する．
$x_{k+\ell}=x_{k}^{(l)}+p_{k+l}^{(0)}, r_{k+\ell}=r_{k}^{(l)}-Ap_{k+l}^{(0)}$ . (5)

ただし，ベクトル $Ap_{k+\ell}^{(0)}$ lは $p_{k_{\mathfrak{p}}\cdot+}^{(0)}$, に $A$を陽に掛けることで得る．そして，行列 $U_{k}^{(\ell)}$ に安定
化多項式を施すことで，行列 $U_{k+\ell}$ が得られ，1 サイクルを終了する．
以上の計算過程により，式 (1) の形式を用いると同時に，IDR step の $j$ 回目の繰り返しで

は行列 $A^{j+1}U_{k}^{(j)}$ を構築する必要がなく，polynomial step では行列 $AU_{k}^{(l)}$ から $AU_{k+p}$. への

更新が不要となる．結果として，従来の方法に比べて 1サイクルあたり $\ell(\backslash 9^{2}+3_{\backslash }s+\frac{1}{2})-q-\frac{1}{2}$

回のベクトル更新を削減することができる (計算量の詳細は文献 [2] 参照).
提案する IDRstab法の変形アルゴリズムを，Algorithm 1に示す．ただし，アルゴリズ
ムの表記は MATLAB コードに従う．$q\leq \mathcal{S}$ に対して，行列 $W=[w_{1}, w_{2}, \ldots , w_{s}]$ の部分
行列 $[w_{1}, w_{2}, \ldots, w_{q}]$ , および列ベクトル $w_{q}$ は，それぞれ $W_{(:,1:(4)},$ $I\cdot\prime V_{(:,q)}$ と記述する．ま
た，$[W_{0\backslash }W_{1};\ldots ; W_{j}]\equiv[,/^{\gamma}/^{\prime T}$ である．さらに，Algorithm 1において，$U_{i},$

$V_{i},$ $r_{i},$ $u_{i},$ $i=0,1,$ $\ldots,i^{r}$よ，それぞれ $U,$ $V,$ $r,$ $u$ の成分を表し，$U=[U_{0};U_{1};\ldots;U_{j}],$

$V=[V_{0};V_{1};\ldots;V_{j}],$ $r=[r_{0};rl;\cdots;r_{j}],$ $u=[u_{0};u];\cdots$ ; $u_{j}]$ である．

4. 数値実験
本節では，提案した IDRstab 法の有効性を数値実験により検証する．本節の数値実験
は，$HP$ の $PC$(Intel Core $i72.67GHz$ CPU) で，Intel $C++11.1.048$ コンパイラの倍精度
演算で行われた．初期近似解は $0$ , 収束判定条件は $\Vert r_{k}\Vert_{2}<10^{-12}\Vert b\Vert_{2}$ とした．行列 $\tilde{R}_{0}$

は，各成分を区間 (0,1) 上の乱数で生成し，各列ベクトルを正規直交化して与えた．
1一般に，$P$ は数値的安定性の理由から偶数に選ばれるが [6], ここでは便宜的に奇数の場合を示す．
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Algorithm 1. Our proposed variant of IDRstab.
1. Select an initial guess $x$ and an $(n\cross s)$ matrix $\tilde{R}_{0}.$

2. Compute $r_{0}=b-$ Ax, $r=[r_{0}]$

% Generate an initial $(n\cross s)$ matrix $U=[U_{0}]$

3. For $q=1,2,$ $\ldots s$
}

4. if $q=1,$ $u_{0}=r_{0}$ , else, $u_{0}=Au_{0}$

5. $\vec{\mu}=(U_{0(:,1:q-1)})^{*}u_{0},$ $u_{0}=u_{0}-U_{0(:,1:q-1)}\vec{\mu}$

6. $u_{0}=u_{0}/\Vert u_{0}\Vert_{2},$ $U_{0(:,q)}=u_{0}$

7 End for

8. While $\Vert r_{0}\Vert_{2}>tol$

9. For $j=1,2,$ $\ldots,$
$\ell$

% The $IDR$ step

10. $\sigma=(A^{*}\tilde{R}_{\langle)})^{*}U_{j-1}$

11. if $j=1,\vec{\alpha}=\sigma^{-1}(R_{0}^{*}r_{0})-$ , else, $\vec{\alpha}=\sigma^{-1}((A^{*}\tilde{R}))^{*}r_{j-2})$

12. $x=x+U_{0^{(}}\vec{x},$ $r_{0}=r_{0}-A(U_{0}\vec{c\iota})$

13. For $i=1,2,$ $\ldots,j-2$

14. $r_{i}=r_{i}-U_{i+1}\vec{\alpha}$

15 End for

16 if $j>1,$ $r=[r;Ar_{j-2}]$

17. For $q=1,2_{\dot{0}}\ldots,$ $s$

18. if $q=$ l, u $=r$ , else, $u=[u_{1};u_{2};\ldots;u_{j}]$

19. $\vec{\beta}=\sigma^{-1}((A^{*}\tilde{R}_{0})^{*}u_{j-1})\}u=u-U\vec{\beta},$ $u=[u;Au_{j-1}]$

20. $\vec{\mu}=(V_{j(:,1:q-1)})^{*}u_{j},$ $u=u-V_{(:,1:q-1)}\vec{\mu}$

21. $u=u/\Vert u_{j}\Vert_{2},$ $V_{(:,q)}=u$

22 End for
23. $U=V$

24. End for

25. $r=[r;Ar_{\ell-1}]$

% The polynomial step

26. $\vec{\gamma}=[\gamma_{1\backslash }\prime\gamma_{2};\ldots ; \gamma_{\ell}]=\arg\min_{\vec{\gamma}}\Vert r_{0}-[r_{1}, r_{2}, \ldots, r_{\ell}]\vec{\gamma}\Vert_{2}$

27. $x=x+[r_{0}, r_{1_{-}}\ldots. , r_{\ell-1}]\vec{\gamma},$ $r_{0}=r_{0}-A([r_{0}, r_{1}, \ldots, r_{\ell-1}]\vec{\gamma})$

28. $U=[U_{0}-\sum_{j=1}^{\prime^{1}}\gamma_{j}U_{j}]$

29. End while
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$nnz$ : The number of nonzero

4.1 数値例 1

まず，テスト行列として，Tim Davis: Sparsc Matrix Collection [4] に収納されている
非対称疎行列より olm1000, sherman4, orsregl, add20, $\iota^{yde2961},$ $w_{c}mg3$ を取り上げる．
Table 1に，行列の次元数，非零要素数，条件数，応用分野を示す．右辺項 $b$ は，真の解
$\hat{x}=(1,1, \ldots, 1)^{T}$を与えて $b=A\hat{x}$ と設定した．パラメータは $(s_{i}\ell)=(4,4)$ とした．

Figure 4に，olm1000に対する各解法の相対残差 2 ノルム $(\Vert r_{k}\Vert_{2}/\Vert b\Vert_{2})$ , および真の相
対残差 2 ノルム $(\Vert b-Ax_{k}\Vert_{2}/\Vert b\Vert_{2})$ の振る舞いを示す．一般に，グラフの横軸は行列ベク
トル積数とする場合が多いが，従来の IDRstab 法と提案した方法では，1 サイクルあたり
の行列ベクトル積数が異なる．そこで本節では，各解法の収束速度を比較するため，横軸
をサイクル数とする．グラフの縦軸は相対残差 2 ノルムを表す．また Table2に，各解法
が収束までに要したサイクル数，行列ベクトル積数，計算時間 [秒], および反復終了時の
真の相対残差 2 ノルムを，それぞれ “Cycles”, “MVs”, $(Time[\sec]", " True res.$ $)$ として
示す．

Figure 4, Table 2より，次のことが言える．従来の IDRstab法では，漸化式から求ま
る残差ノルムと真の残差ノルムの振る舞いが異なり，偽収束が発生している．一方，提案
した IDRstab 法では偽収束を回避しており，得られた近似解の精度は従来の方法に比べ
て向上している．全ての行列に対して，各解法が収束までに要したサイクル数，および計
算時間は同程度である．

4.2 数値例 2

次に，正方領域 $\Omega=[0,1]\cross[0,1]$ における 2次元楕円型偏微分方程式の境界値問題 [5]
を取り上げる．

$- \frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}-\frac{\partial^{2}u}{\partial y^{2}}+D[(y-\frac{1}{2})\frac{cfe\iota}{\partial x}+(x-\frac{1}{3})(x-\frac{2}{3})\frac{\partial\uparrow\iota}{\partial y}]-43\pi^{2}u=G(x, y)_{\dot{\ell}}$ (6)

$u(x_{\grave{3}\prime}y)|_{\partial\Omega}=1+xy.$

方程式 (6) を刻み幅 $h=129^{-1}$ の 5点中心差分近似により離散化し，得られた線形方程式
を解く．係数行列の次元数は $128^{2}=16384$ であり，非零要素数は 81408となる．右辺項
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Figure 4: Convergence histories of the original IDRstab and our variant with $(s, P)=(4,$

4 $)$ for olm1000.

Table 2: Numbers of cycles and MVs, computation times and true relative residual norms
of the original IDRstab and our variant.

は，方程式 (6) の解が $u(x, y)=1+xy$ となるように設定し，$Dh=2^{-1}$ とした．パラメー
タは $(s, \ell)=(4,4),$ $(6,2),$ $(2,6)$ とした．

Figure 5に，$(s, \ell)=(2,6)$ に対する各解法の相対残差 2 ノルム $(\Vert r_{k}\Vert_{2}/\Vert b\Vert_{2})$ , および真

の相対残差 2 ノルム $(\Vert b-Ax_{k}\Vert_{2}/\Vert b\Vert_{2})$ の振る舞いを示す．グラフの横軸はサイクル数，
縦軸は相対残差 2 ノルムを表す．また Table3に，各解法が収束までに要したサイクル数，
行列ベクトル積数，計算時間 [秒], および反復終了時の真の相対残差 2ノルムを，それぞ
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Figure 5: Convergence histories of the original IDRstab and our variant with $(s, P)=(2,$

6 $)$ .

Table 3: Numbers of cycles and MVs, computation times and true relative residual norms
of the original IDRstab and our variant.

れ ‘Cycles”, $MVs$”, $(Time[\sec]$ ”, “True res.“ として示す．
Figure 5, Table 3より，次のことが言える．従来の $IDR_{h^{\backslash }}tab$ 法と提案した方法は，い

ずれも偽収束が発生している．ただし，提案した IDRstab法によって得られた近似解の精
度は，従来の方法に比べて大幅に向上しており，偽収束が改善されていることが分かる．
提案した IDRstab 法において僅かに偽収束が発生した要因は，残差ノルムの振動にょる
ものと考えられる [8]. 各解法が収束までに要したサイクル数，および計算時間は同程度
である．

5 改善要因の数値的考察
本節では，提案した IDRstab法ではなぜ偽収束を回避できるのか$\searrow$ その改善要因を 2つ
の数値実験により考察し，ベクトル $p_{k}^{(j)}$ に $\Lambda$ を陽に掛けることの重要性を示す．
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以下，補助ベクトル $q_{k}^{(j)},$ $j=0,1_{:}\ldots,$ $\ell$ を次のようにおく．

$q_{k+\ell}^{(j)}\equiv\{\begin{array}{ll}\sum_{i=1}^{\ell}\gamma_{l,k}A^{i}r_{k}^{(\ell)} (j=0) ,AU_{k+\ell}^{(j-1)}\vec{\alpha}^{(j)} (j=1,2, \ldots, \parallel) .\end{array}$

ただし，$q_{0}^{(j)}\equiv AU_{0}^{(j-1)}\vec{\alpha}^{(j)},$ $i=1,2,$ $\ldots.\ell^{1}$ である．このとき，従来の IDRstab法の残差
を更新する漸化式 (2), (3) は，それぞれ次のように書ける．

$r_{k}^{(j)}=r_{k}^{(j-1)}-q_{k}^{(j)}(j=1,2, \ldots, \ell) , r_{k+\ell}^{(0)}=r_{k}^{(\ell)}-q_{k+\ell}^{(0)}$ . (7)

一方，提案した IDRstab 法では，漸化式 (4), (5) より次のようになる．

$r_{k}^{(j)}=r_{k}^{(’-1)}J-Ap_{k}^{(j)}(j=1,2, \ldots, \ell) , r_{k+\ell}^{(0)}=r_{k}^{(p)}-Ap_{k+l}^{(0)}$ . (8)

本節の数値実験は，GNU $C++4.5.2$ コンパイラの倍精度演算で行われた．テスト行列

は，対角行列 $A=diag(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{1000}),$ $a_{i}\equiv\sqrt{1+9999(i-1)},$ $i=1,2,$ $\ldots$ , 1000を取

り上げ，収束判定条件は $\Vert r_{k}\Vert_{2}<10^{-15}\Vert b\Vert_{2}$ とした．パラメータは $(s_{\dot{・}}\ell)=(4_{:}4),$ $(6,2)$ ,
(2, 6) とした．プロセッサー，右辺項 $b$ , 初期近似解 $x_{0}$ , 行列 $R_{o}$ の設定については，4. 1
節と同様である．

5.1 丸め誤差の影響について

従来の IDRstab 法と提案した方法では，アルゴリズム中に現れるベクトル更新や内積
の計算法が異なるため，そこから発生する丸め誤差の影響に違いが出る可能性がある．そ
のため，両者の収束性を比較しただけでは，$p_{k}^{(j)}$ に $A$ を陽に掛けること自体の黄要性を判
断できない．そこでまず，従来の IDRstab 法と提案した方法において，ベクトル更新や
内積から発生する丸め誤差の影響に違いがないかを調べる．具体的には，従来の IDRstab
法の相対誤差ノルム

$\frac{\Vert p_{k}^{(j)}-\overline{p}_{k}^{(j)}\Vert_{2}}{\Vert\overline{p}_{k}^{(j)}\Vert_{2}}, \frac{\Vert q_{k}^{(’}J-\overline{q}_{k}^{J}\Vert_{2}}{||\overline{q}_{k}^{(j)}\Vert_{2}}$ (9)

の振る舞い，および提案した方法の相対誤差ノルム

$\frac{\Vert p_{k}^{(J)}-\overline{p}_{k}^{(j)}\Vert_{2}\prime}{||\overline{p}_{k}^{(j)}\Vert_{2}}, \frac{\Vert Ap_{k}^{(j)}-\overline{Ap}_{k}^{(j)}\Vert_{2}}{||\overline{Ap}_{k}^{(j)}||_{2}}$ (10)

の振る舞いをそれぞれ比較する．ただし，ベクトル $\overline{p}_{k}^{(j)}.$ $\overline{q}_{k}^{(j)},$ $\overline{Ap}_{k}^{(j)}$ は，パッケージソフ
トウェア $QD$ 2.3.12[3] による擬似 8倍精度演算で計算する．ここで，擬似 8倍精度演算
では，従来の IDRstab 法の $\overline{p}_{k}^{(j)}$ , $\overline{q}_{k}^{(j)}$ と，提案した方法の $\overline{p}_{k}^{(j)}$ , $\overline{Ap}_{k}^{(j)}$ は，それぞれ 16桁
一致することを付記しておく．また，本実験では対角行列を用いるため，行列ベクトル積
から発生する丸め誤差の影響は十分に小さい．

計算結果: Figures 6, 7に，従来の IDRstab法の相対誤差ノルム (9), および提案した方法
の相対誤差ノルム (10) の履歴をそれぞれ示す．グラフの横軸は行列ベクトル積数，縦軸
は相対誤差 2 ノルムを表す．Figures 6, 7より，従来の IDRstab法と提案した方法の相対
誤差ノルムは，いずれも $10^{-7}$ を上回っており，各パラメータ $(s$ , のに対して，両者は同
様の振る舞いをしていることが分かる．
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Figure 6: Histories of the first and second quantities in (9) for thc original $IDRst_{)}ab.$

$0 20 40 60 80 100 120$Number of MVs

Figure 7: Histories of the first and second quantit,ies in (10) for our variant.

5.2 行列 $A$を陽に掛けることの重要性

5.1節より，従来の IDRstab法の $p_{k}^{(j)},$ $q_{k}^{(j)}$ と，提案した方法の $p_{k}^{(j)}.$ $Ap_{k}^{(j)}$ は，ベクトル
更新や内積から発生する丸め誤差の影響を同程度に受けていると言える．従って，偽収束
に関わる丸め誤差が発生する演算の違いは，写像により計算した $q_{k}^{(j’)}$ を用いるのか$\searrow$

$p_{k}^{(\dot{\gamma})}$

に $A$ を陽に掛けるのか，という点だけであると判断できる．ここで，無限精度演算では，
写像により計算した $q_{k}^{(j)}$ は $Ap_{k}^{(j)}$ に等しいが，倍精度演算では両者の間に差が生じる可能
性がある．このとき，漸化式から求まる残差と真の残差の間にも差が生じ，偽収束が発生
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すると推測される．そこで，写像により計算した $q_{k}^{(j)}$ と $Ap_{k}^{(j)}$ の差を表す相対誤差ノルム

$\frac{\Vert q_{k}^{(j)}-Ap_{k}^{(j)}\Vert_{2}}{\Vert Ap_{k}^{(j)}\Vert_{2}}$ (11)

の振る舞いを調べる．そして，ベクトル $p_{k}^{(j)}$ に $A$ を陽に掛けることで，$q_{k}^{(j)}$ と $Ap_{k}^{(j)}$ の差

が修正され，偽収束を回避できると予想される．本小節では，$q_{k}^{(j)}$ と $Ap_{k}^{(j)}$

’

の差と，偽収
束の相関を明らかにするため，アルゴリズム中で $A$ を陽に掛ける箇所を段階的に変更し，
相対誤差ノルム (11) と偽収束がどのように変化するかを考察する．従来の IDRstab 法と
提案した方法の中間的な実装法としては，次の 2つを考える．

phase 1: IDR step の 1回目の繰り返しのみ漸化式 (8) によって残差を更新し，2回目以
降の繰り返し，および polynomial stepでは，従来の漸化式 (7) によって残差を更新する．
IDR step では，3節で述べたベクトル更新の削減を行い，1回目の繰り返しにおいて，行
列 $AU_{k}^{(1)}$ は $r_{k}^{r(1)}$

」 の各列ベクトルに $A$ を陽に掛けることで得る (Figure 1参照).

phase 2: IDR step の各繰り返しで漸化式 (8) によって残差を更新し，polynomial step の
み従来の漸化式 (7) によって残差を更新する．phasel の場合と同様に，IDR step におい

てベクトル更新の削減を行い，行列 $AU_{k}^{(1)}$ は $U_{k}^{(1)}$ の各列ベクトルに $A$ を陽に掛けること
で得る (Figures 1-3参照).

Table 4に，各解法で用いる漸化式の違いを示す．

計算結果: Figures 8-10に，従来の IDRstab 法，phase 1, phase 2に対する相対誤差ノル
ム (11) の履歴を示す．グラフの横軸は行列ベクトル積数，縦軸は相対誤差 2 ノルムを表
す．ただし，対角行列 $A$ とベクト、 $\triangleright p_{k}^{(j)}$ の行列ベクトル積については，倍精度演算によ
る結果と擬似 8倍精度演算による結果が 16桁一致することを確認している．よって，漸
化式 (8) を用いる場合，相対誤差ノルム (11) は $0$ であるとみなし，Figures8-10ではマシ
ンイプシロン 2. $22E$-l6を表示する．また，Table 5に各解法に対する反復終了時の真の相
対残差 2 ノルムを示す．

Figures 8-10より，次のことが言える．従来の IDRstab法では，$q_{k}^{(j)}$ と $Ap_{k}^{(j)}$ の間に差
が生じている．phase 1の相対誤差ノルム (11) は，1 サイクルの始まりでは小さく，IDR
stepの繰り返しと共に増加している．1 サイクルの始まりで式 (11) の値が小さくなる要因

Table 4: The recursion formulas used in the original IDRstab, pha.se 1, 2 and our variant.
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Figure 8: Histories of the quantity (11) for the original IDRstab.
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Figure 9: Histories of the quantity (11) for phase 1,

は，行列 $U_{k}^{(1)}$ に $A$ を陽に掛けることで，サイクル毎に $q_{k}^{(j)}$ と $Ap_{k}^{(j)}$ の差が修正されるた
めであると考えられる．糺果として，$ph_{c}\backslash s^{d}e1$ の相対誤差ノルム (11) は，従来の IDRstab
法に比べて改善されている．phase 2の相対誤差ノルム (11)は，$(s, \ell)=(6,2)$のとき，$\dashv.$

分に小さく，$(s, P)=(4,4),$ $(2,6)$ のとき，従来の IDRstab 法と同程度である．提案した
IDRstab法では，すべての計算過程において，$q_{k}^{(j)}$ と $\Lambda p_{k}^{(j\prime)}$ の差が $0$ であるとみなせる．
以上の結果と Table 5より，相対誤差ノルム (11) が小さいほど，漸化式から求まる残差
ノルムと真の残差ノルムの差が小さいことが分かる．従って，ベクトル $q_{k}^{(j)}$ と $Ap_{k}^{(j)}$ が一

致することが偽収束を回避するために重要であると結論づけられる．このことは，$p_{\kappa^{J}}^{(’)}$ に
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Figure 10: Histories of the quantity (11) for phase 2.

Table 5: True relative residual norms of the original IDRstab, phase 1, 2 and our variant.

$A$ を陽に掛けることで，偽収束を改態できることを示唆している．
なお，従来の IDRstab法において，ベクトル $U_{k}^{(j’-1)}\vec{\alpha}^{(j)}$ , および $\sum_{i=1}^{\ell}\gamma_{i,k}A^{i-1}r_{k}^{(\ell)}$ のそ

れぞれに $A$ を陽に掛け，さらに各サイクルで行列 $A$砿を硫に $A$ を陽に掛けて計算し直
すことで，我々が提案した方法と同様に偽収束を回避できることも確認した．しかし，そ
のような実装法は計算量の観点から実用的ではないと言える．

6 まとめ

IDRstab法の偽収束を改善するため，残差を更新する漸化式を修正した変形アルゴリズ
ムを提案した．従来の IDRstab 法において偽収束が発生する場合に，提案した方法では
それを回避し，得られる近似解の精度が向上することを数値実験により示した．そして，
数値的考察により，ベクトル勲に $A$を陽に掛けることが偽収束を回避するために重要で
あることを明らかにした．本論文では，偽収束の改善要因を調べるにあたり，実験的な手
法によって考察を行ったが，丸め誤差解析により，偽収束を回避できることを理論的に示
すことが今後の課題である．
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