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1 まえがき

$n$ 個の自然数からなる集合 $[n]=\{1,2, \ldots,n\}$ 上

の撹乱順列は，$[n]$ 上の順列 $\delta=\delta(1)\delta(2)\ldots\delta(n)$ の

うち，不動点を持たないもの，すなわち，$\forall i\in[n]$ に

対して $\delta(i)\neq i$ であるような順列として定義される．
撹乱順列の個数を！$n$ とおくと，! $1=0$ と！$2=1$ を

境界条件として，$n\geq 3$ について，

$!n=(n-1)(!(n-1)+!(n-2))$ (1)

のように定義される．様々な！$n$ の定義が知られて

おり，そのうちの一つとして，

$!n=n\cross!(n-1)+(-1)^{n}$ (2)

のように表すこともできる．ランキング関数 $r$ は，

撹乱順列を要素とする集合から $\{0,1, \ldots, !n-1\}$ へ

の全単射であり，アンランキング関数 $r^{-1}$ はその逆

関数である．
$[n]$ 上の順列に対するランクとアンランクを求め

る問題では，いくつかの方法がよく知られている．

次章で述べるが，辞書順に並べられた順列に対して，
$O(n)$ 領域を用いて $O(n\log n)$ 時間でランクとアン

ランクを求めるアルゴリズムが知られていいる．一
方，辞書順ではないが，ある一定の順序で並べられ
た順列に対して，Myrvold らは，Fisher-Yates シャッ

フル法を応用して，線形時間で順列のランクとアン
ランクを求めるアルゴリズムを提案した [2]. 彼ら

は，Fisher-Yates シャッフル法でランダムに交換要
素を決定していた部分を剰余で置き換えるという巧
妙な技法を導入して; ランダム生成アルゴリズムか
らアンランキングアルゴリズムに変換する方法を示

したと言える．Myrvold らの方法は本報告でも重要
な役割を果たすので，第 3章で詳しく述べる．
撹乱順列のランクとアンランクを求める問題では，

不動点を持たないという条件がこの問題を難しくし

ており，これまでに提案されたアルゴリズムは，撹乱

順列を列挙するアルゴリズムを基に，$O(n)$ 領域を用
いて $O(n^{2})$ 時間でランクとアンランクを求めるもの

であった．最近，著者らは，Myrvold らのアルゴリズ
ムを撹乱順列に応用して，辞書順に並べられた撹乱
順列の巡回表記のランクとアンランクを $O(n\log n)$

時間で求めるアルゴリズムと，線形時間で撹乱順列
をランダムに生成するアルゴリズムをそれぞれ発表
した [3, 4]. 本報告では，Fisher-Yates シャッフル法
と Myrvold らのアルゴリズムを応用して，撹乱順列
のランクとアンランクを線形時間で求めるアルゴリ

ズムを提案する。

2 巡回表記

置換 $\pi$ はいくつかのサイクルに分割することがで
きる．例えば，次の置換

$\pi=[Matrix]$ (3)
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は，異なる三つのサイクル (15), (276), (34) から
なる．(15)(276)(34) のようにサイクルを並べて表記
したものは置換 $\pi$ の巡回表記と呼ばれる．各サイク
ル (15), (276), (34) は互いに素であるから，サイ
クルを並べる順序は自由である．また，サイクルを
構成する要素の順序についても，置換の順序が変わ
らなければ，(276), (762), (627) は同じとみなされ
る．本報告では，巡回表記で表される置換を一意に

定めるために，次の二つの条件による標準表現 [5]
を定める．(1) 各サイクルの最小要素を各サイクル
の最後に並べ，(2) 各サイクルをそれらの最小要素
の昇順に並べる．以下，この標準表現を巡回表記と
呼ぶことにする．標準表現に従うと，サイクルの括
弧を省略しても置換を一意に定めることができるの
で，以下，巡回表記は括弧を省略して表すことにす
る．上記の置換 $\pi$ は $-5176243$ と書ける．

撹舌$U$#$\mathfrak{F}$l」は制限された置換のひとつなので，JIIDりの
巡回表記と同様に，撹乱順列も巡回表記で表す．$[n]$

上のすべての撹乱順列の巡回表記を要素とする集合
を $C([n])$ と表し，$\sigma,$ $\sigma’\in C([n])$ について，$\sigma$ が $\sigma’$

よりも先順であることを $\sigma\prec\sigma’$ と表す．$\sigma$ が辞書
順で $\sigma’$ よりも先順であるとは，$\sigma(1)<\sigma’(1)$ また
は $(\sigma(1)=\sigma’(1))\wedge(\sigma(2)\ldots\sigma(n)\prec\sigma’(2)\ldots\sigma’(n))$

のどちらか一方を満たすときである．撹乱順列は不
動点を持たない，すなわち $\sigma(1)\neq 1$ , かつ，すべて
のサイクルは少なくとも 2個以上の要素からなるの
で，先頭の要素 $\sigma(1)$ はいつでも差集合 $\{n]\backslash \{1\}$ の

中から選ばれる．第 2番目の要素 $\sigma(2)$ は $\sigma(2)=1$

または $\sigma(2)\neq 1$ のどちらか一方の状態にあり，先
頭の 2つの要素 $\sigma(1),$ $\sigma(2)$ に注目すると，$\sigma(1)\sigma(2)$
で先頭のサイクルを形成する場合は $\sigma(2)=1$ が成

り立ち，先頭のサイクルが開いたままである場合は
$\sigma(2)\in[n]\backslash \{1, \sigma(1)\}$ が成り立つ．先頭のサイク
ル $\sigma(1)\sigma(2)$ が固定されると，残りの要素から長さ
$n-2$ の撹乱順列 $\sigma(3)\sigma(4)\ldots\sigma(n)$ が生成される．
このような撹乱順列の総数は $(n-1)\cross!(n-2)$ 個で

ある．一方，先頭のサイクルが開いたまま，すなわち
$\sigma(2)\neq 1$ のとき，残りの要素から長さ $n$ 1の撹乱
順列 $\sigma(2)\sigma(3)\ldots\sigma(n)$ を新規に生成するこ- とに等し

い．このような撹乱順列の総数は $(n 1)\cross!(n-1)$

個である．したがって，巡回表記で表-された $[n]$ 上

の撹乱順列の総数も (1) 式と同じ漸化式を得る．
本節の最後に，撹舌$U$頂列 $\delta$ とその巡回表記 $\sigma$ との関

係について述べる．以下の性質を利用して，線形時間
で $\sigma$ から $\delta$ に変換するアルゴリズムを構成する．$k$ 個

のサイクルで構成された巡回表記 $\sigma_{1}\sigma_{2}\ldots\sigma_{k}$ につい

て，サイクル $\sigma_{i}$ は $m_{i}$ 個の要素 $\sigma_{i}(1)\sigma_{i}(2)\ldots\sigma_{i}(m_{i})$

からなると仮定する．標準表現の定義から，

$\sigma_{i}(m_{i})=\min\sigma_{i}(1),$ $\sigma_{i}(2),$
$\ldots,$

$\sigma_{i}(m_{i})$ (4)

と

$\sigma_{1}(m_{1})<\sigma_{2}(m_{2})<\cdots<\sigma_{k}(m_{k})$ (5)

が成り立つ．また，巡回表記を通し番号で表した
$\sigma(1)\sigma(2)\ldots\sigma(n)$ について，

$\sigma(j)=\{\begin{array}{l}\delta(\sigma(j-1))\sum_{t=1}^{i-1}|\sigma_{t}|+1<j<\sum_{t=1}^{i}|\sigma_{t}|\delta(m_{i}) \sigma(j-1)=m_{i-1} の場合\end{array}$

(6)

が成り立つ．これらの性質を利用して，$\sigma(n)$ から先
頭に向けて進み，各 $\sigma(j)$ で (6) 式から $\delta$ を復元す

る．各 $\sigma(j)$ において，$\delta$ を構成する要素の値が重複
なく 1個だけ決まるので，線形時間で $\sigma$ から $\delta$ に

復元できる．

3 既存の研究成果

本節では，Derstenfeldが紹介した Fisher-Yates シ
ャッフル法 [1] と Myrvold らが提案した順列のアン
ランキングアルゴリズムを解説する．また，著者ら
が文献 [4] で提案した撹乱順列のランダム生成アル
ゴリズムを解説する．

$[n]$ 上の順列 $\pi=\pi(1)\ldots\pi(n)$ に対する Fisher-
Yates シャッフル法を以下に示す．関数 rand(i) は $0$

から $i-1$ までの一様な乱数を生成する．
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for $i:=n$ downto 2 do begin
swap $(\pi(i),\pi($rand$(i)+1))$ ;

end;

Fisher-Yates シャッフル法は，$\pi(n)$ から $\pi(2)$ まで

要素の交換を繰り返して順列を確定する．$\pi(i)$ と交
換するためにランダムに選ばれた要素の位置ベクト
ノレを $p=p(1)p(2)\ldots p(n)$ とすると，異なる要素列
からは異なる順列が生成される．$1\leq p(i)\leq i$ から，
$1\cross 2\cross\cdots\cross n=n!$ 通りの位置ベクトルが存在する

ことも明らかであろう．

Myrvold らは，互いに異なる $n!$ 個の位置ベクトル

$p$ に着目し，$p$ から類推されるランク値 $r$ に対応す

る順列を計算するアルゴリズムを構成した．便宜的

に，ランク値は $0\leq r<n!$ とする．以下に Myrvold
らのアルゴリズムを示す．

for $i:=n$ downto 2 do begin
swap$(\pi(i)_{)}\pi((rmod i)+1))$ ;
$r:=\lfloor r/i\rfloor$ ;

end;

ランク値 $r$ は，各ステップで商と剰余に分解され
る．商は次のステップのランク値に用いられ，剰余
は $\pi(i)$ と交換すべき要素の特定に用いられる．ス
テップ $i$ で要素の交換が完了すると，以降のステッ

プにおいて，接尾辞 $\pi(i)\pi(i+1)\ldots\pi(n)$ が変更さ
れることはない．また，

$\{\lfloor r/i\rfloor:r\in\{0,1, \ldots, i!-1\}\}$

(7)
$=\{0,1, \ldots, (i-1)!-1\}$

が成り立ち，ステップ $i$ で $\pi(i)\pi(i+1)\ldots\pi(n)$ が

確定後，以降のステップで，帰納的に，$(i-1)!$ 個の

異なる $\pi(1)\pi(2)\ldots\pi(i$ 1 $)$ が得られる．
次に，著者らが提案し-た，，撹乱順列を線形時間で
ランダムに生成するアルゴリズム [4] を示す．

$j$ $:=$ rand$(n-i)+i$ ;
if $\sigma(j)=\min([n]\backslash \{\sigma(1), \ldots , \sigma(i-1)\})$

then swap $(\sigma(i), \sigma(n))$ else swap $(\sigma(i), \sigma(j))$ ;

end
end;

巡回表記 $\sigma$ に対して，先頭の要素 $\sigma(1)$ から末尾の要

素 $\sigma(n)$ に向かって要素の交換を繰り返す．Fisher-
Yates シャッフル法と同様に，$\sigma(i)$ と交換すべき要

素を $\sigma(i)$ から $\sigma(n)$ までの要素の中からランダムに

選ぶ．ただし，巡回表記の性質から，$\sigma(i)$ でサイク
ルを閉じる場合と閉じない場合に分けて，$\sigma(i)$ の値

を決定している．$\sigma(i)$ でサイクルを閉じるための条
件については後述するとして，以下，$\sigma(i)$ でサイク
ルを閉じる場合 (サイクルを閉じない場合) の要素

のランダム交換について説明する．
$\sigma(i)$ でサイクルを閉じる場合，要素の選択にラン
ダム性はなく，残りの要素 $[n]\backslash \{\sigma(1), \ldots, \sigma(i-1)\}$

から最小の要素を選ぶ．$\sigma(i)$ でサイクルを閉じない

場合，残りの要素から長さ $n$ $i+1$ の巡回表記
$\sigma(i)\ldots\sigma(n)$ を新規に生成する-ことに等しい．残り
の要素から最小ではない要素を選ぶので，$n-i$ 個の

要素からランダムに要素 $\sigma(j)$ を選び，$\sigma(j)$ が残り

の要素の中で最小であれば $\sigma(n)$ を選ぶ．したがっ
て，提案アルゴリズムが線形時間でランダム生成を

完了するためには，$\sigma(i)$ でサイクルを閉じるための
判定を $O(1)$ 時間で完了すること，残りの要素の中
から最小の要素を $O(1)$ 時間で見つけること，の 2
点を実現しなければいけない．文献 [4] では，$\sigma(i)$

でサイクルを閉じるための判定について，

rand$(!(n-i)+!(n-i+1))<!(n-i)$ (8)

を用いて $O(1)$ 時間で完了することを示した．具体
的には，! $(n-i+1)$ の値は，すでに直前のステップ
で求めているので，

for $i:=1$ to $n-1$ do begin
if some cycle should close at $\sigma(i)$ then begin

$j:= \sigma^{-1}(\min([n]\backslash \{\sigma(1), \ldots, \sigma(i-1)\}))$ ;

swap $(\sigma(i), \sigma(j))$ ;
end else begin

$!(n-i)= \frac{!(n-i+1)-(-1\backslash )^{n-i}}{ni+1}$ (9)

から $O(1)$ 時間で計算す-ることができる．
次に，残りの要素から最小の要素を見つけること

について，文献 [4] では，扱う集合が任意の集合で
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はなく，線形順序集合であることに注目して，要素
$i\in[n]$ が使用済であるか否かを表す使用済フラグ
used $[i],$ $i$ が使用済区間の末尾要素であるときの使
用済区間の先頭要素へのポインタ head $[i],$ $i$ が使用

済区間の先頭要素であるときの使用済区間の末尾要
、素へのポインタ tail $[i]$ を用意して，最小元を $O(1)$ 時

間で求める方法を与えた．提案アルゴリズムの初期状
態では，全ての要素は未使用なので，used$[i]=$ false,
head$[i]=i$ , tail $[i]=i$ を初期値としている．ステッ
プ $i$ で $\sigma(i)$ と交換すべき要素 $a$ が確定した後，各
配列の値がどのように更新されるか図 1に示す．要
素 $a$ が未使用から使用済に移行するとき，各配列の
値の更新は，使用済区間内の要素 $a$ の位置によって

4通りの場合に分けられる．図 1(a)は，$a$ に隣接す
る両方の要素が使用済の場合である．要素 $a$ が使用
済となり，左右の使用済区間が連結される．このと
き，連結した使用済区間の先頭要素と末尾要素への
ポインタを，次のように更新する．

head $[t$ail $[a+1]]arrow$ head $[a-1]$
(10)

tail[head$[a-1]$ ] $arrow$ tail $[a+1]$

図 1(b) は，$a$ の右に隣接する要素だけが使用済の場
合である．要素 $a$ が使用済となり，$a$ と右に隣接す

る使用済区間が連結される．このとき，先頭要素 $a$

と右に隣接する使用済区間の末尾要素へのポインタ
を，次のように更新する．

head $[t$ail $[a+1]]arrow$ head $[a]$

(11)
tail $[a]arrow$ tail $[a+1]$

図 1(c)は，$a$ の左に隣接する要素だけが使用済の場
合である．要素 $a$ が使用済となり，$a$ と左に隣接す

る使用済区間が連結される．このとき，末尾要素 $a$

と左に隣接する使用済区間の先頭要素へのポインタ
を，次のように更新する．

head $[a]arrow$ head$[a-1]$
(12)

tail[head$[a-1]$ ] $arrow$ tail $[a]$

最後に，図 1(d) は，$a$ に隣接するの両方に要素が
未使用の場合である．要素 $a$ が使用済となり，$a$ だ

けの使用済区間が発生する．$a$ だけの使用済区間は，

当然，その先頭要素も末尾要素も $a$ となり，ポイン
タを更新する必要がない．

補題 3.1 (文献 [4]) ステップ $i$ において，次式が成
り立つ．

$\min([n]\backslash \{\sigma(1), \ldots, \sigma(i-1)\})$

$=\{\begin{array}{ll}1 1\in[n] が未使用の場合 (13)tail[1]+1 1\in[n] が使用済の場合\end{array}$

4 撹乱順列のアンランキング

Myrvold らは，Fisher-Yates シャッフル法のラン
ダムに要素を選ぶ部分を剰余算に置き換え，線形時
間のアンランキングを実現した．本報告も，文献 [4]
のランダム生成アルゴリズムのランダムに要素を選
ぶ部分を剰余算に置き換え，アンランキングアルゴ
リズムを構成する．以下に提案アルゴリズムを示す．

for $i:=1$ to $n-1$ do begin
if some cycle should close at $\sigma(i)$ then begin

$j:= \sigma^{-1}(\min([n]\backslash \{\sigma(1), \ldots, \sigma(i-1)\}))$ ;
swap $(\sigma(i), \sigma(j))$ ;

$r:=r-!(n-i+1)$ ;
end else begin

$j:=rmod (n-i)+i$ ;
if $\sigma(j)=\min([n]\backslash \{\sigma(1), \ldots , \sigma(i 1)\})$

then swap $(\sigma(i), \sigma(n))$ else swap
$(\sigma(i), \sigma(j));-$

$r:=\lfloor r/(n-i)\rfloor$ ;
end

end;

はじめに，$\sigma(i)$ でサイクルを閉じるための判定部
分を考える．ステップ $i$ でのランク値 $r_{i}$ について，

$r_{i}\geq!(n-i+1)$ (14)

が成り立つとき，$\sigma(i)$ でサイクルを閉じる．ランダ
ム生成の場合と全く正反対の判定式のように見える
が，$r_{i}<!(n-i)$ としないことによって，各ステッ
プでのランク値を正しく制御できるようになる．ア
ルゴリズムに対して，ランク値 $r$ は $0\leq r<!n$ の
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範囲で入力される．ランク値 $r_{i}$ は，$\sigma(i-1)$ の振る
舞いによって異なる値を取る．$\sigma(i-1)$ でサイクル
を閉じている場合，$\sigma(i)$ でサイクルを閉じることは

なく，$\sigma(i)$ から長さ $n$ $i+1$ の撹乱順列の巡回表
記を構成することに等し-い．したがって，ランク値
$r_{i}$ は，$0\leq r_{t}<!(n i+1)$ の値を取る．提案アル
ゴリズムは，次のス-テップのランク値 $r_{i+1}$ として，

$r_{i+1}=\lfloor r_{i}/(n-i)\rfloor$ を与えるので，

$\{\lfloor r_{i}/(n-i)\rfloor:0\leq r_{i}<!(n-i-1)\}$

(15)
$=\{0,1, \ldots, !(n-i)+!(n-i-1)-1\}$

を得る．一方，$\sigma(i-1)$ でサイクルを閉じていない
場合，(15) 式から帰納的に類推されるように，$r_{i}$ は

$0\leq r_{i}<!(n-i+1)+!(n-i)$ の値を取る．(14) 式の

条件によって，$\sigma(i)$ でサイクルを閉じるか否かを判
定する．$r_{i}\geq!(n-i+1)$ が成り立つ場合，$\sigma(i)$ で
サイクルを閉じ，提案アルゴリズムは，次のステッ
プのランク値 $r_{i+1}$ として，$r_{i+1}=r_{i}-!(n-i+1)$

を与える．したがって，$r_{i}$ は

$!(n-i+1)\leq r_{i}<!(n-i+1)+!(n-i)$ (16)

の範囲の値を取り，$r_{i+1}$ は，

$\{r_{i}-!(n-i+1)\}$
(17)

$=\{0,1, \ldots, !(n-i)-1\}$

を得る．一方，$r_{i}\geq!(n-i+1)$ が成り立たない場

合，$\sigma(i)$ でサイクルを閉じず，次のステップのラン
ク値 $r_{i+1}$ として，$r_{t+1}=r_{1}/(n i)$ を与える．し
たがって，$r_{i}$ は $0\leq r_{i}<!(n-i^{-}+1)$ の範囲の値を

取り，$r_{1+1}$ は (15) 式と同じ結果を得る．

次に，$\sigma(i)$ と交換すべき要素を選ぶ部分について

考える．これは，Myrvold らのアルゴリズムと同様
に，剰余算にそのまま置き換えることができる．し

たがって，$\sigma(i)$ と交換すべき要素 $\sigma(j)$ は，

$\sigma(j)=\sigma(rmod (n-i)+i)$ (18)

となる．

文献 [4] のアルゴリズムから置き換えた計算式は，
いずれも定数時間で完了できることは明らかであろ
う．本節の最後に，次の定理を与える．

定理 4.1提案アルゴリズムは線形時間で撹刮 $|E$列の

アンランキングを完了する．

5 まとめ

本報告は，撹乱順列に対するランクとアンランク
を線形時間で計算できることを示した．ランダム生
成との関係から，他の組合せ的な集合についても，効
率的なランキングとアンランキングのアルゴリズム
を構成しやすくなりそうである．
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Array values when $a$
’ is still unused.

Array values after ‘
$a$

’ is used.
(a) Ca\S e of both sides of‘ $a$

’ are used.

$ad\frac{b\beta\dotplus i\overline{\overline{\overline{\backslash _{\underline{\backslash \gamma:}}}}}\theta\dotplus:::!^{:_{:}}aa+1c}{}$

$ail\frac{br\wedge f_{--:::::}---::\kappa i:-aa+Ic}{}$

Array values when $a$
’ is still unused.

Array values after $a$
’ is used.

(c) Case of only left side of‘ $a$
’ is used.

used $\frac{FFF\Gamma_{:}:::---ba-1aa+1c-1c-::::^{T^{:::_{::F}}}}{}$

head $\frac{ba1aa_{:^{:}:---}:\dotplus i-a:_{:^{\dotplus_{1!_{:}^{::}c}}}}{}$

Array values when $a$
’ is still unused.

used $\frac{FF:::\tau::::::::r:::----TFba-1aa+1c1c}{}$

Array values after $a$
’ is used.

(b) Case of only right side of $(a’$ is used.

head $b$ a-la $a+1$ . . . $c$

$t\omega 1\frac{ba1aa+1c}{}$

Array values when $a$
’ is still unused.

used $\frac{FF:::^{::_{1}}T_{::}^{:_{::_{:}:}:}FFba-1_{:::}aa+1c}{}$

head $\frac{ba1:_{:}:::}{}$
$\iota_{\mathfrak{U}}|\frac{bal_{:::}:^{::}:_{l\sim:::}}{}$

Array values after $a$
’ is used.

(d) Caae of neither side of $a$
’ is used.

図 1: Data structure.
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