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1 はじめに

Knuth が提唱した，データ構造 ZDD を用いた
Simpath アルゴリズムにより，非常に高速なグラフ
上の s-t パス全列挙が可能になった [5]. さらに，他
の部分グラフを列挙できるよう，Simpath を拡張し
たフロンティア法が提唱された [7]. しかし，このア
ルゴリズムは一般の入カグラフについては頂点数，
辺数といったサイズに対して指数時間かかることが
実験的に確かめられていた．本研究では列挙対象を
サイクル，s-t パスとし，入カグラフについては完
全グラフ，平面グラフ，グリッドグラフの 3つを対
象に，ZDD 構築に必要な時間，領域計算量につい

$-$

て [4, 8] を下に理論的な解析を行った．計算量の解析
にあたっては ZDD の最大幅が関係しており，本研
究では 3種類のグラフから生成される ZDD の最大
幅が，それぞれマッチング多項式，Catalan number,

Motzkin number などの，組合せ論でしばしば表れ
る数列と関連していることを示した．

2 ZDD
ZDD (Zero-suppressed BDD; ゼロサプレス型

BDD) \’i6] は非循環有向グラフにより，条件を満たす
組合せ集合の集合を圧縮索引化した状態で保持した
データ構造である．用語の混乱を避けるため，ZDD
を表すグラフにおいて，頂点を節点，辺を枝と呼ぶ
ことにする．節点は組合せ集合における要素に対応
している．節点からはその要素が含まれないことを
表す $0$-枝と，含まれることを表す 1-枝が伸びている．
また，最終的な結果を表す特殊な節点が 2つあり，

条件を満たさないという結果を表す 0)終端節点と，

満たすという結果を表す 1-終端節点がある．この 2
つの節点からは枝は伸びていない．ZDD ではある

$\mathbb{E}$枝

1-枝

図 1: 組合せ集合 $\{\{ac\}, \{b\}\}$ を保持した ZDD

図 2: ZDD の削除規則と共有規則

節点の 1-枝が $0$-終端節点を直接指しているときに，
その節点を取り除く．また，同じラベルが付いた 2
つの節点について，2つのぴ枝，1-枝の指す先がそ
れぞれ同じである場合，その 2つの節点を 1つにま
とめることができる．ZDD はデータを圧縮索引化
して保持するほ力 1, 構築後の演算処理が容易かっ効
率的であることが特徴である．構築された ZDD に

演算処理を施せば，さらに条件を絞った解を保持し
た ZDD を再構築できる．
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3 フロンティア法

本章では s-t パスの全列挙に話を絞ってこのアルゴ
リズムの説明を行う [5,7]. $G$ 上の s-t パスとは，$G$

の部分グラフ $\acute{G}=(\{\acute{v}_{1}, \cdots,\acute{v}_{l+1}\}, \{\acute{e}_{1}, \cdots,\acute{e}_{l}\})$ で

ある．ただし，任意の $i$ について $\’{e}:=(\acute{v}_{i},\acute{v}_{i+1})\in E,$

$\acute{v}_{i}\in V,\acute{v}_{1}=s,\acute{v}_{l+1}=t$ である．以降は辺の集合の
みをパスとみなす．フロンティア法は図 3のように，
全ての s-t パスを表す辺の集合族を $e_{1},$ $\cdots,$ $e_{m}$ を変

数とする非既約な ZDD で出力する．変数 (辺) 処

理順序については $s$ に付随する辺から何らかの手順
で変数順が $e_{1},$ $\cdots,$ $e_{m}$ と決められているとする．

図 3: $G$ とその s-t パス全てを保持した ZDD

フロンティア法は，頂上の節点からトップダウンで

ZDD の枝と節点を段階的に作っていく．節点 $n$ の

生成前に，枝刈り (0,1-終端節点直結) ができるかを

判定し，可能ならばそれを行う．また $n$ の生成時に，
既に生成した節点 $\acute{n}$ と共有が可能かを判定し，共有
可能ならば $n$ を生成せずに $\acute{n}$ を接続先とする．共有，
枝刈りを行うために，フロンティア，mate 配列と呼
ばれる概念を導入する．フロンティア $F_{i}$ とは，$i$ 番

目までの辺が処理されたときに，処理済み辺 (辺を

含める，含めないを既に決定した辺) と未処理辺 (辺

を含める，含めないをまだ決定していない辺) の両方

に接している頂点集合のことで，$F_{l}=\{u\in V|\exists v\in$

$V,$ $\exists w\in V,$ $(u, v)$ 欧俺) $=1e_{j},$ $(u, w) \in\bigcup_{j=i+1}^{m}e_{j}\}$ で

定義される．ただし，$F_{0}=F_{m}=\phi$ とする．mate
配列とは ZDD の各節点に持たせる配列であり，配
列の長さはの最大値は $|V|$ に等しい．mate の値は

$v,$ $w\in V$ について，

$mate[v]=\{\begin{array}{l}w (v, w が部分パス v-w を構成)v ( v は孤立点)0 ( v はある部分パスの途中点)\end{array}$

と定義する．mate の初期値は $s,$ $t$ でない各 $v$ につ

いて $mate[v]=v$ とし，$mate[s]=t,$ $mate[t]=s$

とする．これは辺 $(s, t)$ をダミー辺として加え，辺
$(s, t)$ を含むサイクルを列挙する問題に置換したと考

えることもできる．実用上は $F_{i-1}$ 上の頂点の mate
値のみ記憶させる．これは共有判定の際，$F_{i-1}$ の

mate 値しか利用しないためである．
図 4は共に辺 (6,9) を次に処理する状態であると
する．処理する図ではどちらも 1番と 8番の頂点，
6番と 7番の頂点が処理済み辺が構成する部分パ
スの両端になっているため，今後追加して s-t パス
となる辺の組合せは同じである．よって未処理辺を

処理する上で必要な情報は，フロンティア上の頂点
(図では 6番，7番，8番の頂点) がその状態におい

てパスの端，途中点あるいは孤立点のいずれである
か，パスの端であるならばもう一方の端はどの頂点

かだけである．それらの状態を mate に置き換える

と，図 4では 2つの状態でいずれも mate[6] $=7,$

$mate[\eta=6,$ $mate[8]=13$ となり，共有が可能と
なる．

$i|\cdots\iota?\iota\cdots i|\cdots 070\ldots$

$|wt\overline{\cdot \mathfrak{h}1|\cdots,tl3\ldots} m\cdot t\cdot \mathfrak{h}7|\cdots 7\iota\uparrow 3\cdots$

図 4: 共有が可能な 2つの状態

フロンティア法の疑似コードは Algorithml のよ

うになる．5から 17行目で節点 $n$ の 0,1-枝の先の節

点を生成している．6行目の CheckTerminal $(n, i, x)$

は，$n$ の $x$-枝の先が 0,1-終端節点となるかの判定を
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$\frac{A1gorithm1(G=(V,E),s,t)}{N_{1}arrow\{e_{1}\}}$ 行目以降が実行され，t $\acute{n}$ が新しく生成される．8行目
の UpdateMate$(mate, i, x)$ は mate の更新を行う．

$N_{i}arrow\emptyset$ for $i=2,$ $\cdots,$ $m+1$ 辺集合に $e_{i}=(v, w)$ を含める (1-枝の先の節点を生

for $i=1$ to $m$ do 成する) 場合には，$x:=mate[v],$ $y:=mate[w]$ と

for all $n\in N_{i}$ do すると，x-y パスが新たに生じるので，$mate[x]:=$

for all $x\in\{0,1\}$ do $y,$ $mate[y]:=x$ と変更する．さらに $v\neq x$ のとき
$\acute{n}$ $arrow$ CheckTerminal $(n, i, x)$ //o-終端節 $mate[vJ:=0$ とし，$w\neq y$ のとき $mate[w]:=0$ と

点，1-終端節点または nil を返す する．10行目では 2つの節点 $\acute{n},\hat{n}$ の共有判定を行っ
if $\acute{n}=$ nil then ている．$\acute{n},\hat{n}$ について，フロンティア上の同じ頂点

新しい節点を生成し，それを $\acute{n}$ に代入 の mate 値をそれぞれ調べる．全ての値が一致して
$\acute{n}$ .mate $arrow$ UpdateMate$(n.mate,2, x)$ いれば，$n$ から新しい節点を生成せず，$n$ の $x$-枝の
if $\acute{n}$ と共有可能な $\hat{n}\in N_{i}$ が存在 then 先を禽に繋ぐ．

\’{n} $arrow$食

else
$N_{i+1}arrow N_{i+1}$ $\cup$ {\’{n}} 4 フロンティア法の計算量

end if フロンティア法の計算量 [8] の主要部分を占めてい
end if るのは UpdateMate, . CheckTerminal, および節点
$n$ の $x$ 枝の先に $\acute{n}$ を接続 の共有判定である．UpdateMate については mate 配

end for 列の長さに比例した時間がかかり，$O( \max|F_{i}|)$ で更
end for 新できる．CheckTerminal についても UpdateMate

$\underline{end}$for と枝刈り判定が計算時間の主要部分を占め，これら
を合計すると $O( \max|F_{i}|)$ である．節点の共有判定

行っている．$e_{i}=(v, w)$ を加えようとしたときに以 についても，ハッシュ表を用いることで，作業領域
下の条件が成立した場合，0,1-終端節点を返す． が十分に大きければ $O( \max|F_{i}|)$ でできる．よって，
$(A)mate[v]=0$ または $mate[w]=0$ のとき 1つの節点を生成するのに $F_{i}|)$ だけの時間

既にある部分パスに分岐が生じてしまうので，$0$-終をかければ良い．よって Algorithm 1より，フロン
端節点に直結させる． ティア法の時間計算量は $O(m \max|N_{i}|\max|F_{i}|)$ で
$(B)mate[v]=w$ のとき ある．領域計算量については，$O( \max|N_{i}|)$ だけの

このときサイクルが完成するが，$v,$ $w$ 以外のあるフ 作業領域が必要である．ZDD 構築の計算量を解析
ロンテイア頂点 $u\in F_{i}$ について mate $[u]\neq 0$ がするにあたっては，$\max|F_{i}|,$ $\max|N_{i}|$ , すなわちフ
つ $mate[u]\neq u$ の場合，$u$ はあるパスの端点であり，ロンティアの最大サイズ，および ZDD の最大幅が
サイクルに余分な辺があるため 0-終端節点に直結さ 重要な要素となる．本研究ではグラフクラスと辺処
せる．そうでない場合は 1-終端節点に直結させる． 理順序を固定し，$\max|F_{i}|$ が明白になっている下で
(C)mate を更新後，$\exists u\in F_{i}\backslash F_{i+1}$ で mate $[u]\neq 0$ $\max|N_{i}|$ の理論的な解析を行った．ただし，これら
かつ $mate[u]\neq u$ のとき の値については用いるハッシュ関数にょって値が変
フロンティアから抜ける頂点 $u$ が部分パスの端点で わる可能性があるため，完全ハッシュ関数を用いた
ある場合，$u$ から先にパスを伸ばせなくなるため，0- という仮定を置いた．詳しい結果については次章以
終端節点に直結させる． 降で述べる．

CheckTerminal $(n, i, x)$ が nil を返した場合には 7
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5 ZDD 最大幅の解析

5.1 完全グラフの場合

完全グラフにおいてはマッチング多項式 [1]

$|M_{K_{n}}(x)|= \sum_{k=0}^{L\frac{\mathfrak{n}}{2}J}\frac{n!}{(n2k)!k!2^{k}}x^{n-2k}$

を用いることで，最大幅の上-界を簡潔な形で表せる．
$|M_{K_{n}}(2)|$ は「円周上に並んだ $n$ 個の点のうち，$2k$

個の点を選んで $k$ 本の弦で結び，残りの $n-2k$ 個

の点を 2色に塗り分ける場合の数」と対応している．

また，$|M_{k_{\mathfrak{n}}}(2)|\leq(\sqrt{3})^{n}n!!$ である．本論文で用い
た辺処理順序について述べる．各頂点に任意に番号

を振り，辺に番号対 $(u, v)(u<v)$ を定める．この
対が辞書式順序になるよう処理順を定める．例えば，
4頂点完全グラフ $K_{4}$ であれば，$(v_{1}, v_{2}),$ $(v_{1}, v_{3})$ ,
$(v_{1}, v_{4}),$ $(v_{2}, v_{3}),$ $(v_{2}, v_{4}),$ $(v_{3}, v_{4})$ の順で処理を行

う．この順序を canonical edge ordering と呼ぶこと

にする．なお s-t パス列挙においては，始点を $v_{1},$

終点を $v_{2}$ とした．以降，示した結果の証明につい
ては紙面の都合により，サイクルのみ証明を行う．

定理 1. canonical edge ordering を用いた完全グラ

フ $K_{n}$ にフロンテイア法を用いてサイクル，$s-t$ パ

スを全列挙した場合，ZDD 最大幅の上界はそれぞれ
$|M\kappa_{\mathfrak{n}-1}(2)|-2^{n-1}+1,$ $|M_{K_{n-2}}(2)|-2^{n-2}$ である．

証明．フロンテイア $F$ 上の頂点はパス端点，パス途中
点，孤立点のいずれかであることに着目し，mate 配
列のとり得る種類数を評価する．辺 $(v_{1}, v_{n-1})$ を処理

した直後は $F=\{v_{2}, \cdots, v_{n}\}$ である．このとき $n-1$

個の頂点のうち，パス端点対が $k$ 個 $(1 \leq k\leq L\frac{n-1}{2}$」$)$

存在する場合，残りの $n-1-2k$ 個の頂点は孤立点ま
たは途中点であり，考え得る種類数の上界は $2^{n-1-2k}$

通りである．$n-1$ 個の頂点全てが孤立点である状
態も考慮し，種類数総計の上界を式で表すと，

$1+ \sum_{k=1}^{\lfloor_{T^{1}}^{\underline{n}-}\rfloor}\frac{(\begin{array}{l}n-12\end{array})\cdots(\begin{array}{l}n-1-2k+22\end{array})}{k!}2^{n-1-2k}$

$=$ $|M_{K_{n-1}}(2)|-2^{n-1}+1$

となる．口

5.2 平面グラフの場合

平面グラフの解析では平面性を用いることで，ZDD
最大幅についてより細かい解析を行うことができる．
本研究では Catalan number [2]

$C_{n}= \frac{1}{n+1}(\begin{array}{l}2nn\end{array})$

を用いた最大幅の上界を示した．$C_{n}$ については

$C_{n}\approx n^{-}\tau 4^{n}3$ であることが知られている．以下で
はまず，サイクル，s-t パスを列挙するのに用いた辺
処理順序の定義について述べる．

定義 2. 連結な単純平面グラフにおいて，以下の条
件を常に満たす辺処理順序を $L$ -orde短 $ng$ という．. 処理済み辺で構成される部分グラフ $\acute{G}=(\acute{V}, \’{E})$

において，フロンテイアに属する頂点集合を $F$

とおく．このとき，$\acute{V}\backslash F$ が閉曲線 $L$ の内 (外)

部領域に含まれ，$F$ が $L$ 上となるよう $L$ を定

められる．

0.7ロンテイ 7から穣けた頂点

$O$ :フロンテイアに口する$n$慮

図 5: $L$-ordering による頂点分割問題への帰着

定義 3. 連結な単純平面グラフにおいて s-t パスを
列挙するとき，以下の条件を常に満たす辺処理順序
を $\acute{L}-$ order$\dot{v}ng$ という．. 始点 $s$ に付随する辺を始めに全て処理した，処

理済み辺で構成される部分グラフ $\acute{G}=(\acute{V}, \’{E})$

において，フロンテイアに属する頂点集合を $F$

とおく．このとき，始点 $s$ が閉曲線 $L$ 上の外

(内) 部領域，$\acute{V}\backslash F$ が $L$ の内 (外) 部領域，$F$

が $L$ 上となるよう $L$ を定められる．
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これらの定義を導入すれば，幅解析の問題を円周
上の頂点における頂点分割の問題に帰着させること

$-$

ができる．ジョルダンの閉曲線定理より，平面に閉
曲線を 1つ定めると，その閉曲線によって平面を内
部と外部の 2つの領域に分けられる．$\acute{V}\backslash F$ が，生
成された領域のいずれか 1つに含まれるというのが，
上記の定義で定められた条件である．一般性を失わ

ないため，以降 $\acute{V}\backslash F$ は内部領域に含まれるものと

する．$L$-ordering, $\acute{L}$-ordering に該当する順序の
1つとして，幅優先による辺処理順序がある．これは
まず，任意に指定した頂点 (始点) から幅優先探索で

順に頂点に番号を振り，canonical edge ordering で
辺に順序を定めた方法である．上記の辺順序で，平
面グラフの最大幅について以下の定理を示した．

定理 4. 連結な単純平面グラフにおいて，$L$ -ordenng
でサイクルを全列挙したときを考える．フロンティア
最大サイズが $k$ のとき，ZDD 最大幅の上界は $C_{k+1}$

である．

証明．$L$-ordering によって辺を処理した場合，$L$ の

外部領域の辺は全て未処理辺であるため，フロンティ
アに属する頂点は全て $L$ の内部領域にある辺でのみ

他のフロンティア頂点と繋がることができる．いま，
フロンティアのサイズが $k$ であるときを考える．$k$ 個

のフロンティア頂点のうち $2i$ 個のフロンティア頂点

がパス端点であるとき，この $2i$ 個の繋ぎ方の総数は，
円周上の $2i$ 個の点全てを $i$ 本の弦で互いに非交差に

結ぶ場合の数，すなわち $C_{i}$ で抑えられる．残りの，
$k-2i$ 個の点は孤立点またはパス途中点であるため，
残りの $k-2i$ 個のフロンティア頂点における mate 配
列の種類数を高々 $2^{k-2i}$ 通りで抑えられる．よって，
$k$ 個の頂点の繋き方は $\sum_{i0}^{L\frac{k}{=2}J}(\begin{array}{l}k2i\end{array})C_{i}2^{k-2i}$ 通りで抑え

られるが，これは Touchard’s Catalan Identity [3]
により，

$\sum_{i=0}^{L\frac{k}{2}J}(\begin{array}{l}k21\end{array})C_{i}2^{k-2i}=C_{k+1}$

と変形できる 口

同様の手法で s-t パスについても以下の定理を示
した．

定理 5. 連結な単純平面グラフにおいて，$\acute{L}$ -ordereng
で s-t パスを全列挙したときを考える．$s\not\in F$ でフ

ロンティア最大サイズが $k$ のとき，ZDD 最大幅の
上界は $C_{k+2}-2C_{k+1}$ である．

5.3 グリツドグラフの場合

グリッドグラフにおいては，Motzkin number [2]

$M_{n}= \sum_{k=0}^{L\frac{\mathfrak{n}}{2}J}(\begin{array}{l}n2k\end{array})C_{k}$

および Generalized ballot number

$B_{n}=M_{n+1}-M_{n}= \sum_{k=0}^{n-1}M_{k}M_{n-1-k}$

を用いた最大幅の真の値を示した．$M_{n}$ は「円周上
に並んだ $n$ 個の点のうち，$2k$ 個の点を選んで $k$ 本

の互いに非交差な弦で結ぶ場合の数」と対応してい

る．$M_{n},$ $B_{n}$ の値については $M_{n}\leq 3^{n},$ $B_{n}\leq 2\cdot 3^{n}$

であることが知られている．グリッドグラフでは行

優先による辺処理順序を定めることで，ZDD の最

大幅をさらに抑えられる．行優先による順序とは，
$k^{2}$ 個の頂点に対して，左上から右下へ行優先で頂点
に $v_{1},$ $v_{2},$ $\cdots,$ $v_{k^{2}}$ とつけ，この順序で辺に canonical
edge ordering を行った順序と定義する．なお s-t パ
スにおける列挙においては，左上の頂点 $v_{1}$ を始点，

右下の頂点 $v_{k^{2}}$ を終点とした．$k\cross k$ 頂点グリッド

グラフ $L_{k,k}$ における ZDD 最大幅の真の値につい
て以下の定理を示した．

定理 6. グリッドグラフ $L_{k,k}$ に対して，行優先で辺
処理順序を定めサイクル，s-t パスを列挙したとき，

ZDD 最大幅はそれぞれ $M_{k}+2M_{k-1}-2,$ $B_{k}+2B_{k-1}$

である．

証明．$j(2k-1)+l+1$ 番目 $( r\frac{k}{2}\rceil\leq i\leq k-2,$ $l=$

$3,5,$ $\cdots$ , $2k-3)$ の辺を処理する直前が $|ZDD$ 幅が最

大になるので，このとき存在する $k$ 個のフロンティ

ア頂点に対する mate 配列の種類数を考える．$k$ 個

のフロンティア頂点について，小さい番号から順に
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$v_{p},$ $v_{p+1},$ $\ldots,$ $v_{p+k-1}$ とする．$k$ 個の頂点の処理済み $\overline{|k|最大幅|合計節点数|全サイクル数|}$

辺による繋がり方によって以下の場合に分けられる．

0 パス途中点

$:$田:
3

図 6: 処理済み辺の繋がり方による場合分け
$1$

’:

1. パス途中点がない

2. $v_{p}$ がパスの途中点

3. $v_{p}$ と $v_{p+1}$ が辺で繋がり，$v_{p+1}$ がパスの途中点
で $v_{p}$ がパスの端点 参

4. $v_{p}$ と $v_{p+1}$ が辺で繋がり，$v_{p},$ $v_{p+1}$ がパスの途

中点

1,2,3,4の状態数はそれぞれ $M_{k}$ 通り，$M_{k-1}-1$

通り，$M_{k-1}-M_{k-2}$ 通り，$M_{k-2}-1$ 通りであり，そ
の和は $M_{k}+2M_{k-1}-2$ 通りとなる 口

表 1: $K_{n}$ の全サイクルを保持する ZDD のサイズ

表 2: $L_{k,k}$ の全サイクルを保持する ZDD のサイズ

完全グラフ $K_{n}$ とグリッドグラフ $L_{k,k}$ でサイク

’ $\triangleright$列挙の数値実験を行ったところ，表 $\grave{}$1,2のように
$r_{J}$った．今後の課題として，完全グラフ上界のより厳
aな解析，他のグラフクラスにおける同様の解析な

どが挙げられる．後者の課題のためには [8,9] より，
グラフのパス幅や混合探索数を求めるアルゴリズム

の研究が不可欠になるのではないかと考えている．
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