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1 はじめに

マルコフ連鎖とは，次の状態への遷移確率が現在
の状態にのみ依存する確率過程である．マルコフ連

鎖を用いた乱択アルゴリズムは多く研究されており，
いくつかの数え上げ困難な問題に対して，多項式時
間乱択近似アルゴリズムが設計されている．これら

の乱択アルゴリズムを脱乱択化し，決定的アルゴリ
ズムを設計出来るかどうかは重要な研究課題である．

ランダムウォークの脱乱択化とは，決定的過程によ
って，ランダムウォークを模倣する試みである．2000
年ごろ James Propp によってロータールーターモデ
ルと呼ばれるモデルが提案された．

Cooper と Spencer[l] は，James Propp によって

2000年ごろ提案された複数トークン型のローター

ルーターモデルについて研究し，各頂点におけるロー
タールーターモデルとランダムウォークのトークン

数の誤差の期待値 (単一頂点誤差) の解析を行った．

彼らは $d$次元の整数格子点 $Z^{d}$ に対して，偶奇性条件
を満たす任意の初期トークン配置，任意のローター
ルーター，任意の頂点，任意の時間について，単一頂
点誤差は次元 $d$ のみに依存し，総トークン数には依
存しない定数 $c_{d}$ で押さえられることを示した．

ロータールーターモデルに対し，来嶋，古賀，牧野
[3] は頂点数 $n$ , 枝数 $m\#$ の有向多重グラフの解析を

行い，対応するマルコフ連鎖の遷移確率行列が非負の

固有値のみを持つ場合に単一頂点誤差が $O(m\# n)$ で

押さえられることを示した．また，梶野，来嶋，牧野
[2] は一般の既約な有限グラフに対して $o(\frac{\alpha nm^{\#}}{1-\lambda})$

の上界を与えている．但し $\alpha^{r},$ $\lambda^{*}$ は遷移確率行列で

定まるパラメータである．

本稿では，ロータールーターモデルでは扱うこと
のできない無理数の遷移確率を模倣できる関数ルー

ターモデルを提案する．このモデルに対し，頂点数
$n$ , 枝数 $m$ の有向グラフ上で，遷移確率行列 $P$ が既

約，非周期かつ可逆な場合，総トークン数 $M$ に対し

単一頂点誤差が $o( \frac{\sqrt{\pi(w)}nm\cdot 1.ogM}{\min_{u\in V}\sqrt{\pi(u)}(1-\lambda)})$ で押さえ

られることを示す．但し，$\pi$ は $P$ の定常分布，$\lambda^{*}$ は

$P$ の第二固有値とする．

2 $\yen$ $\overline{\tau}$ル

有限の状態空間 $V^{de}=^{f}\{1, \ldots,n\}$ をもち，遷移確
率行列 $P\in \mathbb{R}_{\geq 0}^{n\cross n}$ で定義されるランダムウォークを

考える．以下，$P$ は既約で非周期的と仮定する．こ

こで，$\mu^{(0)}=(\mu_{1}^{(0)}, \ldots,\mu_{n}^{(0)})\in Z_{\geq 0}^{n}$ を $v$ 上の $t\backslash -$ ク

ンの初期配置とし，各トークンが推移行列 $P$ に従う

ランダムウォークを考える．時刻 $t\in Z_{\geq 0}$ でのトー

クンの期待配置を $\mu^{(t)}=(\mu_{1}^{(t)}, \ldots,\mu_{n}^{\langle t)})\in \mathbb{R}_{\geq 0}^{n}$ とす

る．すなわち，$\mu^{(t)}=\mu^{(0)}P^{t}$ である．
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関数ルーターモデルは，$\mu^{(t)}$ を模倣するための決 へ発射されたトークン数を表す．このとき，以下の定
定的な過程である．$\mathcal{G}=(V, \mathcal{E})$ を $P$ の状態遷移図と 理が成り立つ．

する．すなわち，$\mathcal{G}=(V, \mathcal{E})$ は頂点集合 $V$ と，枝集 定理 2.1. 任意の遷移確率行列 $P$ と $v,$ $u\in V$ に関
合 $\mathcal{E}=\{(u, v)\in V^{2}|P(u, v)>0\}$ からなる単純有

して，
向グラフである．ここで $m=|\mathcal{E}|$ と定義する．定義

より，$m\leq n^{2}$ をみたすことに注意されたい．$N(v)$ $| \frac{|\mathcal{I}_{v,u}[0,z)|}{z}-P(v, u)|<\frac{2(\lfloor lgz\rfloor+1)}{z}=O(\frac{\log z}{z})$

を $v$ から出る枝の終端点の集合とし) $\delta(v)=|N(v)|,$

$n=|V|$ とする．$\chi^{(0)}(=\mu^{(0)})$ を $V$ 上のトークンの が任意の $z\in Z_{>0}$ に成り立つ

初期配置とし，$\chi^{(t)}$ で関数ルーターモデルでの時刻 $t$ 定理 2.1は，関数ルーターモデルで頂点 $v$ が頂点

のトークンの配置を表す．$[t, t+1)$ の間に各 $v\in V$
$u$ へ発射したトークン数の割合と遷移確率の差が頂

上の各トークン $j\in\{0,1, \ldots, \chi_{v}^{(t)}-1\}$ は，$v$ の隣接 点 $v$ が今までに発射した総トークン数 $z$ に対して
頂点

$0_{(z}^{\underline{1}\circ x^{\underline{z}}})$ であることを表す．また，以下の下界が存
$\sigma_{v}(\sum_{s=0}^{t-1}\chi_{v}^{(s)}+j)$

在する．

命題 2.2. ある遷移確率行列 $P$ と $v,$ $u\in V$ が存在
$\hat{}$発射される．ただし，$\sigma_{v}$

$|$ま $\sigma_{v}:Z_{\geq 0}arrow N(v)$ とな
し，多数の $z\in Z_{>0}$ に対して．

る関数で，以下のように定義する．

し，ま$\beta$ず j$(i)\in\{0, 1\}(j\in\{0, 1,,\lfloor 1gi\rfloor\})i\in Z_{>0}$

を
$i= \sum_{j=.0}^{\lfloor 1gi.」}.\beta_{j}(i)\cdot 2^{j}$ はと表 iのす二進但 $| \frac{|\mathcal{I}_{v,u}[0,z)|}{z}-P\zeta v,$ $u)|> \frac{1}{3z}lg(\frac{3}{4}z+1)=\Omega(\frac{\log z}{z})$

数表記 $\beta_{\lfloor lgi\rfloor}^{i}\beta_{\lfloor lgi\rfloor-1}^{i}\ldots\beta_{1}^{i}\beta_{0}^{i}$ の各位の値である．この が成り立つ．

とき，関数 $\psi:Z_{\geq 0}arrow[0,1)$ を，命題 2.2から，単一頂点誤差 $|\chi_{w}^{(T)}-\mu_{w}^{(T)}|$ に関し
$\lfloor lgi\rfloor$ て以下の下界が得られることが分かる．

$\psi(i)def=$
$\sum_{j_{=0}}\beta_{j}(i)\cdot 2^{-(j+1)}$ (1)

$<_{p}Qae2.3$ . ある遷移確率行列 $P$ が存在し，ある $v_{0}\in$

$V,$ $\tau*>0$ と多数の $M$ に対して，
と定義する．但し，$\psi(0)def=0$ とする．
一般性を失うことなく，$v$ の隣接頂点 $N(v)$ 上に順 $|\chi_{v_{0}}^{(T)}-\mu_{v_{0}}^{(T)}|=\Omega(\log M)$

番 $u_{1},$ $\ldots$ , u $\delta$ (のを仮定する．このとき，が成り立っ．

$\sum_{j=1}^{k-1}P(v, u_{j})\leq\psi(i)<\sum_{j=0}^{k}P(v, u_{j})$ ,

ならば $\sigma_{v}(i)=u_{k}-\in N(v)$ と定義する．但し，3 単一頂点誤差の上界
$\sum_{j}^{0_{=1}}P(v, u_{j})=0$ と $7^{-}$る．

本稿では関数ルーターモデルにおいて，以下の定
関数 $\psi$ は Van der Corput sequence と呼ばれる関

.理が成り立つことを示す．
数であり，関数ルーターモデルは [0,1) 実数乱数の代

-わりに $\psi(i)$ を用いたモデルと言える．今，乱数と $\psi(i)$ 定理 3.1. $P\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ を既約，非周期かつ可逆な遷
の差について，$v,$ $u\in V$ に対し，集合 $\mathcal{I}_{v,u}[z, z’)\subseteq$ 移確率行列とする．$P$ の定常分布を $\pi,$ $\lambda_{i}$ を $P$ の固

$Z_{\geq 0}$ を 有値とし，$\lambda^{*}def=$

maxi $\{|\lambda_{i}|| |\lambda_{i}|\neq 1\}$ とする．今，
$\chi^{(T)}$ を総トークン数 $M$ , 時刻 $T\in Z_{\geq 0}$ でのトーク

$\mathcal{I}_{v,u}[z, z’)^{de}=^{f}\{j\in\{z, \ldots‘ z’-1\}|\sigma_{v}(j)=u\}$ (2)
$\sqrt[\backslash ]{}HE$置とすると，

と定義する．$|\mathcal{I}_{v,u}[z, z’)|$ は頂点 $v$ を訪れた $z$ 番目か
ら $z’-1$ 番目の $z’-z$ 個のトークンのうち，頂点 $u$

$|\chi_{w}^{(T)}-\mu_{w}^{(T)}|$ $\leq$ $\frac{2\sqrt{\pi(w)}\cdot(n-1)\cdot m\cdot(1gM+1)}{\min_{u\in V}\sqrt{\pi(u)}(1-\lambda^{*})}$

97



とが分かる．

が任意の $w\in V$ と $\tau\geq 0$ に対して成り立つ．

以下では定理 3.1の証明のアイデアを述べる．詳
細は full paper [4] を参照されたい．

$P\in \mathbb{R}^{nxn}$ を既約，非周期かつ可逆な遷移確率行
列，$\pi$ を $P$ の定常分布とする．$P$ の固有値 $\lambda_{i}\in \mathbb{R}(i=$

$0,1,$
$\ldots,$ $n-1)$ に対し，一般性を失うことなく $|\lambda_{0}|=$

$1,1>|\lambda_{1}|\geq|\lambda_{2}|\geq\cdots>|\lambda_{n-1}|$ と出来る．今，$A\in$

$\mathbb{R}^{nxn}$ を $A(x, y)=\sqrt{\frac{\pi(x)-}{\pi(y)}}P(x, y)$ で定義される行列

とする．このとき，$P$ の可逆性より $\pi(x)P(x, y)=$

$\pi(y)P(y, x)$ が成り立つことを利用すると，容易に $A$

が対称行列であることを確認できる．よって，$A$ は正

規直交行列 $B$ によって対角化することが出来る．こ

のとき，$b_{j}$ を $B$ の $j$ 番目の列ベクトルをとすると，

$P^{z}(v, u)= \sqrt{\frac{\pi(u)}{\pi(v)}}\sum_{j=0}^{n-1}(\lambda_{j})^{z}b_{j}(v)b_{j}(u)$ (3)

と書くことが出来る．

いま，$X_{v}^{(t)}= \sum_{s=0}^{t}\chi_{v}^{(s)}$ とすると，以下の補題が
成り立つ．

補題 3.2. 任意の $w\in V,$ $T\geq 0$ に対し，

$\chi_{w}^{(T)}-\mu_{w}^{(T)}=\sum_{t=0}^{T-1}\sum_{v\in V}\sum_{u\in N(v)}(|\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)}, X_{v}^{(t)})|$

$-\chi_{v}^{(t)}P(v, u))P^{T-t-1}(u, w)$

が成り立つ．

証明．頂点 $u\in V$ に対し，$e_{u}\in\{0,1\}^{v}$ を $u$番目の単

位ベクトルとすると，$\chi^{(t)}$ の定義から $\chi_{w}^{(t)}=\chi^{(t)}e_{w},$

また $\mu^{(t)}$ の定義から $\mu_{w}^{(t)}=\mu^{(t)}e_{w}=\mu^{(0)}P^{t}e_{w}$ と書

ける．定義より $\chi^{(0)}=\mu^{(0)}$ であることに注意すると，

$\chi_{w}^{(T)}$ $\mu_{w}^{(T)}=\chi^{(T)}e_{w}-\mu^{(T)}e_{w}$

$=\chi^{(T)}e_{w}-\mu^{(0)}P^{T}e_{w}=\chi^{(T)}e_{w}-\chi^{(0)}P^{T}e_{w}-$

が成り立つ．ここで，$P^{0}$ を $n\cross n$ 単位行列とすると，
$\chi^{(T)}e_{w}=\chi^{(T)}P^{0}e_{w}$ であり，以下の式が成り立つこ

$\chi^{(T)}P^{0}e_{w}-\chi^{(0)}P^{T}e_{w}$

$= \sum_{t=0}^{T-1}(\chi^{(t+1)}P^{T-t-1}e_{w}-\chi^{(t)}P^{T-t}e_{w})$

定義よ
$V)4_{1.f_{-}\triangleright-p^{\backslash }\sqrt{}の\kappa a\ g\tau_{\sim}^{-と I’\cdot\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathcal{T}}}^{\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)},X_{v}^{(t)})|_{\backslash }\}g\mathfrak{p}\yen_{i}\#_{\wedge}|Jt^{-}C^{\theta}EAvt\grave{\grave{\backslash }}ffi}\prime,$

点 u}こ $\mathfrak{B}$

ると，

$x^{(t+1)}= \sum_{v\in V}\sum_{u\in N(v)}|\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)},X_{v}^{(t)})|e_{u}^{T}$

が成り立つことが分かる．また $\chi^{(t)}=\sum_{v\in V}\chi_{v}^{(t)}e_{v}^{T}$

であるため，

$\sum_{t=0}^{T-1}(\chi^{(t+1)}P^{T-t-1}e_{w}-\chi^{(t)}P^{T-t}e_{w})$

$=$ $\sum_{t=0}^{T-1}(\sum_{v\in V}\sum_{u\in N(v)}|\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)}, X_{v}^{(t)})|e_{u}^{T}$

. $P^{T-t-1}e_{w}- \sum_{v\in V}\chi_{v}^{(t)}e_{v}^{T}P^{T-t}e_{w})$

が成り立ち，$e_{u}^{T}P^{T-t-1}e_{w}=P^{T-t-1}(u, w)$ , また

$P^{T-t}(v, w)= \sum_{u\in N(v)}P(v, u)P^{T-t-1}(u, w)$ であ

ることに注意すると，

$\chi_{w}^{(T)}-\mu_{w}^{(T)}=\sum_{t=0}^{T-1}(\sum_{v\in V}\sum_{u\in N(v)}|\mathcal{I}_{\nu,u}[X_{v}^{(t-1)}, X_{v}^{(t)})|$

. $P^{T-t-1}(u, w)- \sum_{v\in V}\chi_{v}^{(t)}P^{T-t}(v, w))$

$=$ $\sum_{t=0}^{T-1}\sum_{v\in V}$

$( \sum_{u\in N(v)}|\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)}, X_{v}^{(t)})|P^{T-t-1}(u, w)$

$- \chi_{v}^{(t)}\sum_{u\in N(v)}P(v, u)P^{T-t-1}(u, w))$

$=$ $\sum_{t=0}^{T-1}\sum_{v\in V}\sum_{u\in N(v)}$
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$(|\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)}, X_{v}^{(t)})|-\chi_{v}^{(t)}P(v, u))u,$ $w$ より，従来モデルの頂点 $v$ から出る多重
辺 $e_{i}(i=0,1, \ldots, \delta(v)-1$ をそれぞれ区間 $[_{\overline{2}^{T}}i,$ $\dotplus_{2^{1}}^{l})$

であり，題意が示された $\square$

$(\delta(v)\leq 2^{k})$ に対応させ，区間 $[^{\underline{\delta}_{2}}\doteqdot^{v)},$ $1)$ を無視するこ

補題 3.3. 任意の $v,$ $w\in V$ と $t\geq 0$ に $\mathfrak{R}\underline{|},$
とにょって，任意の従来モデルを模倣することが出
来る．

$\sum_{u\in N(v)}(|\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)}, X_{v}^{(t)})|-\chi_{v}^{(t)}P(v, u))$

. $\sqrt{\frac{\pi(w)}{\pi(u)}}b_{0}(u)b_{0}(w)=0$
5 おわりに

本稿では関数ルーターモデルに関して，遷移確率行
が成り立つ．列 $P$ が既約，非周期かつ可逆のとき，$P$ の定常分布 $\pi$

と第二固有値 $\lambda^{*}$ , 頂点数 $n$ , 枝数 $m$ , 総トークン数 $M$
補題 3.2,3.3, 式 (3) から，

を用いて単一頂点誤差が $o( \frac{\sqrt{\pi(w)}\cdot n\cdot m\cdot 1.ogM}{\min_{u\in V}\sqrt{\pi(u)}(1-\lambda)})$

$\chi_{w}^{(T)}-\mu_{w}^{(T)}$

で押さえられることを示した．今後の課題としては，
$= \sum_{t=0}^{T-1}\sum_{v\in V}\sum_{u\in N(v)}\sum_{j_{=1}}^{n-1}(|\mathcal{I}_{v,u}[X^{(t-1)}, X^{(t)})|$ ハのイ界パーキューブ上での単一頂点誤差の対数サイズ$v$ $v$

の上界の導出，また，ほかの指標を用いた誤差の算定

$-\chi_{v}^{(t)}P(v, u))\sqrt{\frac{\pi(w)}{\pi(u)}}(\lambda_{j})^{T+1}b_{J}(u)b_{J}(w)$

などがある．

が成り立つ．定理 2.1から参考文献

$||\mathcal{I}_{v,u}[X_{v}^{(t-1)}, X_{v}^{(t)})|-\chi_{v}^{(t)}P(v, u)|<2(lgM+1)$

が成り立つこと，また $|\lambda_{j}|<1$ ならば

$\sum_{t=0}^{T-1}|\lambda_{j}|^{T-t-1}<\frac{1}{1-\lambda^{*}}$

が成り立つことに注意すると，定理 3.1を得る．

4 従来モデルの模倣

先行研究の来嶋，古賀，牧野 [3] や梶野，来嶋，牧
野 [2] では，有理数の遷移確率をもっランダムウォー
クに対し，多重辺を用いて $O(nm)$ の上界，すなわち
トークンの個数に依らない上界を与えていた．本章
では，提案モデルを少し変形することで従来モデル
が模倣出来ることを示す．

補題 4.1. 任意の $i\in Z_{\geq 0}$ に関して，ある $k$ と $\ell\in$

$\{0,1, \ldots, 2^{k-1}\}$ に対して，$\overline{2}^{T}\ell\leq\psi(i)<+^{p_{2^{1}}}$ が成り立
つならば，$\overline{2}^{F}\ell\leq\psi(i+2^{k})<$ 畢が成り立っ．
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