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概要

この論文では，波動方程式によって支配される波の障害物による散乱の逆問題にお
ける囲い込み法を用いた最新の結果について概観する．
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1 序

有限の速さで波が媒質中を伝わっていく様子を記述する方程式で最も重要なのはおそら
く波動方程式 $\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0$ であろう．この論文では，この方程式を 3次元のある有界領
域 $D$ の外部で $t=0$ から $t=T$ まで考え，解 $u=u(x, t)$ は $t=0$ で初期条件そして $D$ の境
界上では同次境界条件を満たすものを考える．ただし，従来の散乱理論の枠組みと異なり，
常に $0<T<\infty$ とする．これはすなわち解の $tarrow\infty$ における挙動を一切使用しないこ
とを意味する．したがって $tarrow\infty$ における解の減衰などの性質は我々には無関係である．
我々が考える逆問題は極めて素朴である．$D$ の外部に有界な台を持つ初期データを与え，
それに対する解 $u$ を同じく $D$ の外部のある場所で $t=0$ から $t=T$ まで観測して，$D$ の存
在する場所および形状についての情報を抽出すること．
物体からあまり離れていないところに有界な台を持つ初期データにょって解を生成し
その解の物体からあまり離れていない場所で解の値を観測する．これが時間無限大で減
衰するか否かはよく研究されているが不思議なことに有限時間に限った観測値から物体
の形状や位置を抽出する問題の研究になった途端一意性の問題に限っても見られない．例
えば Rakesh の物体散乱の逆問題の解の一意性についての研究 [40, 41] を見ると，そこで
は入射波は一つの方向に進む平面に特異性を持つものしか扱っていない．今の場合は初期
データによって発生した特異性は空間の全方向に広がるので明らかに問題が異なる．波
動方程式の解の時間無限での減衰についてのおびただしい研究を眺めているとどうして
も彼の問題設定が順問題の逆に見えない．Majdaの研究 [36, 37] も結局はーつの方向に進
む平面に特異性をもった入射波の物体による散乱波の解析を基礎にしていて，点源の重ね
合わせの場合については，‘Also, it is obvious that more general incoming functions such
as superpositions of point sources could be used in our analysis’ とその論文の本文の最後
([36] の p.290) に書いてあるのみである．この方向の最近の結果の概要については [39] が
あるが同じ状況である．他の論文でも平面波を入射波としてまず研究をするが点源になっ
た途端同じように出来るあるいは今後の課題だろうということで終わっているのが多い．
確かに点源は平面波分解を通して空間の各方向へ進む平面波の重ね合わせとして書ける
がそれは無限個の連続的な重ね合わせであり，一つの平面波に対する結果からその無限個
の重ね合わせに飛躍するのは実際に個々に確認しなければわからないと思う．これらは時
間領域についての話であったが，いわゆる周波数領域においても同様な事態が生じている．
多角形状の物体の固定波数かつ一つの入射方向を持つ平面波の散乱の逆問題については，
一意性の研究は大きく進展したのであるが ([6] およびその文献), [21] で指摘したように，
点源入射波を用いた場合については実は部分的結果があるのみである．これらを見ると，
一つの入射波の障害物による散乱の逆問題は，入射波が指向性がない方が難しいのではな
いか．

本論文では，この問題の囲い込み法 (The Enclosure Method) による扱いについての最
新の結果について概観する．なおこの論文で用いる囲い込み法は，‘一つの初期データ’に
より発生した波を用いて $D$ についての情報を抽出するものであり，その原型は Laplace方
程式に対する境界値逆問題を扱った [9] で展開された方法に遡り弾性体の方程式系へもそ
の適用範囲が拡大されている [28]. この方法の固定波数における波の障害物にょる散乱の
逆問題における研究は，空間 2次元で薄い線状物体を扱った [13], 折れ線や多角形状の物
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体を扱った [14,15] がある．最新の研究については [21,23,30] を参照されたい．固定波数
における無限に多くの入射波に対する反射波を観測して得られる散乱データを用いた囲
い込み法は [11] に遡る．そこでは sound-soft obstacle が扱われており，出版年が早い [10]
では sound-hard obstacle, そして [16] では impedance boundary condition が扱われてい
る．この方向の最近の研究では，[10] での曲率の条件を外した [42], Maxwell方程式系につ
いて論じた [43] を参照されたい．なおこのデータを用いて $D$ そのものの再構成公式をも
たらす方法として筆者の提出した探針法 (The Probe Method) がある．その詳細について
は [12,16,22] を参照されたい．
なお，今後は特に断らなければ，$D$ は $R^{3}$ の空でない有界な開集合で，$R^{3}\backslash$万は連結，$\partial D$

は $C^{2}$ であるとする．$\nu$ で $\partial D$ 上の外向き単位法線ヴエクトル場をあらわす．$r>0$ および
$x\in R^{3}$ に対して $B_{r}(x)$ は $x$ を中心として半径が $r$ の開球そしてその境界 $\partial B_{r}(x)$ を $S_{x}(r)$

と書く．集合 $A\subset R^{3}$ の凸包を $[A]$ で表す．

2 送受信場所が同一の場合 (後方散乱データあるいはMono-
static Data)

この節では次の問題を考える．$suppf\cap\overline{D}=\emptyset$ を満たす $f\in L^{2}(R^{3})$ に対し $u=u_{f}(x, t)$

は次の初期境界値問題の解であるとする．

$\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0$ $in$ $(R^{3}\backslash \overline{D})\cross]0,$ $T[,$

$\frac{\partial u}{\partial\nu}-\gamma u_{t}-\beta u=0$ $on$ $\partial D\cross]0,$ $T[,$

$u(x, 0)=0$ in $R^{3}\backslash \overline{D},$

$\partial_{t}u(x, 0)=f(x)$ in $R^{3}\backslash \overline{D}.$

ここで $\gamma=\gamma(x)$ および $\beta=\beta(x),$ $x\in\partial D$ は $L^{\infty}(\partial D)$ に属し特に $\gamma(x)\geq 0a.$ $e.$ $x\in\partial D$

を仮定する．この最後の仮定は，波のエネルギーが物体の表面上で失われる場合を想定し
ている．さらに，形式的計算によれば

$E(t)= \int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(|\partial_{t}u|^{2}+|\nabla u|^{2})dx+\int_{\partial D}\beta(x)|u|^{2}dS$

とおくと

$E’(t)=-2 \int_{R^{3}\backslash \overline{D}}\gamma(x)|\partial_{t}u|^{2}dS$

となるので $\gamma(x)\geq 0$ a.e. $x\in\partial D$ は $E(t)$ が単調非増加であることを意味することも注意
しよう．ただし $\beta$ については符号の制限は全く課していないことも注意する．
このとき $u$ はしかるべき関数空間の中に属する弱解としてただ一つ存在する ([5]).
この論文では，$\overline{B}$ 口 $\overline{D}=\emptyset$ を満たす開球 $B$ の特性関数で $f$ を与える:

$f(x)=\chi_{B}(x)$ .
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当然 $B$ の中心 $p$ は $p\in R^{3}\backslash$万を満たし，$B$ の半径 $\eta$ は $0< \eta<d_{\partial D}(p)\equiv\inf_{y\in\partial D}|p-y|$ を

満たしている．この $f$ は Dirac の delta関数 $\delta(x-p)$ の不連続性に重点を置いたかなり荒
い ‘近似’ と考えればよい．初期データが $L^{2}(R^{3})$ に属してかつ不連続性をもっていること
が重要で，軟化子では不連続性がないことを注意しょう．
さて波を $B$ 上 $t=0$ から $t=T$ まで観測して得られるデータ $u_{f}(x, T),$ $(x, t)\in B\cross]O,$ $T[$

を ($p$ を中心とする) 後方散乱データ (あるいは monostatic data) と呼ぶことにする．
この節で考える問題は次のように述べられる．

問題 1. $D,$ $\gamma$ および $\beta$ はすべて未知であるとする．後方散乱データから $D$ の存在する場
所およびその形状についての情報を抽出せよ．
得られた結果を幾何学的に表現すると次の通り．
$\bullet$ その外部が $D$ を囲む $p$ を中心とする球面のうち最大なもの $S$ の抽出．
$\bullet$ 点 $p$ から与えられた方向 $\omega$ へ少し進んだ点を中心とした後方散乱データを用いて $\omega$ 方
向にさらに進んだ先に $S\cap\partial D$ に属する点が存在するかどうかを判定する方法およびその
点における $\partial D$ の外向き単位法線ヴエクトルの抽出．

$\bullet$ $\gamma=\beta=0$ の下で，$S\cap\partial D$ の各点 $q$ において，$q$ と $p$ を結んだ線分上 $p$ から $q$ 方向へ
少し進んだ 2点を中心とした 2つの後方散乱データからの Gauss 曲率および平均曲率の
抽出．

以下の部分節でこれらを順に追って説明しょう．

2.1 最短距離と境界条件の違いの抽出

$\gamma$ については次の場合のみを考える:
$\bullet$ 正の定数 $C$ が存在して次の (Al) または (A2) が成り立っ．
(Al) $\gamma(x)\leq 1-C$ a.e. $x\in\partial D.$

(A2) $\gamma(x)\geq 1+C$ a.e. $x\in\partial D.$

これは結果としてこう分けることになったが，空間一次元の場合 $\gamma=1$ かつ $\beta=0$ のと

きおよびそのときに限り物体は ‘見えなくなり’, $\gamma=1$ は特別な位置を占めている ([25]).
この状況を $D$ が半空間 $x_{3}<0$ で $\gamma$ が定数かつ $\beta=0$ の場合について見よう．‘簡単のため’
入射波は $d=(d_{1}, d_{2}, d_{3})\in S^{2}$ 方向に速さ 1で進む平面波とする:

$u_{i}(x, t)=e^{ikx\cdot d}e^{-ikt}.$

これは波動方程式 $\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0$ を $R^{3}\cross R$で満たす．次に $\partial D$上の境界条件 $\partial_{t}u-\gamma\partial_{t}u=0$

の下での $u_{i}$ を入射波としたときの反射波 $u_{r}$ を

$u_{r}(x, t)=Re^{ikx\cdot d’}e^{-ikt}$

という形で求める．ただし $R$ は定数，$\nu=(0,0,1)$ および $d’\in S^{2}$ である．したがって
$u=u_{i}+u_{r}$ はもちろん波動方程式 $\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0$ を $R^{3}\cross R$ で満たす．簡単な計算で

$d’=(d_{1}, d_{2}, -d_{3})$
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および

$R= \frac{d_{3}+\gamma}{d_{3}-\gamma}$

ととれば境界条件 $\partial u/\partial\nu-\gamma\partial_{t}u=0$ も満たされることがわかる．さて $\partial D$ に垂直な
$d=(O, 0, -1)$ 方向から平面波を入射したときの反射波の振幅を見ると $d_{3}=-1$ より

$R= \frac{1-\gamma}{1+\gamma}$

となる．よって $\gamma=1$ のときこれは $0$ になり上のような形の反射波は発生しないことに
なる．おそらく指向性がない入射波の場合においても，最初に物体の表面にぶつかる点で
は，近似的にその点における外向き法線方向に逆向きの入射方向の平面波とみれて，そう
すると，その点で $\gamma=1$ の場合，発生した反射波は ‘弱く’なり，その点における物体につ
いての情報が奥に隠れるのではないか．これが，$\gamma=1$ の場合は特別であろうしたがって
$(A1)/(A2)$ のような分類が出てくるのは自然であると考える根拠である．なお $\gamma=1$ の場

合どうなるかについては，我々の問題設定における研究については上でも指摘したように
[25], 散乱核に対しては [7] を参照されたい．
さて波動方程式によって支配される波の散乱の逆問題における囲い込み法は次の二つか

らなる．

まず $u_{f}$ の変換

$w(x)=w_{f}(x, \tau)=\int_{0}^{T}e^{-\tau t}u_{f}(x, t)dt, x\in R^{3}\backslash\overline{D}, \tau>0$ (2.1)

を導入する．この変換の囲い込み法における使用は [17] に遡る．
次に初期データ $f$ に依存して変形 Helmholtz 方程式 1の特別な解を用意する．今の場合

は $v=v_{f}(\cdot, \tau)\in H^{1}(R^{3})$ は次の問題の弱解とする:

$(\triangle-\tau^{2})v+f=0$ $in$ $R^{3}$ . (2.2)

[20] で最初に導入された，この $f$ に依存して $v$ をとるという idea は，熱方程式を扱った [32]
でも形を変えて使用された．
そして $\tau>0$ の関数

$\tau\mapsto\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx$

を導入する．これを指示関数と呼ぶ．指示関数は $w_{f}$ の $B$ における値したがって $u_{f}$ の

$B\cross]O,$ $T[$ における値から原理的には計算可能である．次の定理は指示関数の $\tauarrow\infty$ に

おける漸近挙動に関する主張である．

定理 $2.1([25])$ . $T$ は

$T>2$dist $(D, B)$ (2.3)

を満たすとせよ．
もし $(A1)/(A2)$ が満たされているならば，十分大きい $\tau_{0}>0$ をとると $\tau\geq\tau_{0}$ を満たす

すべての $\tau$ に対して
$\pm\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx>0$ (2.4)

1 the modified Heknholtz equation の和訳である．
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が成り立つ．ただし (2.4) において，$(A1)$ のときは $+$ を $(A2)$ のときは – をとる．さらに
$(A1),$ $(A2)$ のどちらにおいても公式

$\lim_{\tauarrow\infty}\frac{1}{2\tau}\log|\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx|=$ -dist $(D, B)$ (2. 5)

が成り立つ．

定理 2.1における $v$ は

$v(x)=v_{f}(x, \tau)=\frac{1}{4\pi}\int_{B}\frac{e^{-\tau|x-y|}}{|x-y|}dy$ (2.6)

と陽に書ける．よって $v$ は原理的には計算可能である．
(2.4) の意味するところは，$\gamma$ が小さいか ((Al)) 大きいか ((A2)) の場合は，その違いを指

示関数の符号で判定できるということである．表面の状態が $\gamma$ に反映しているはずである
からその違いを後方散乱データを使って判別できるのである．2

$w=w_{f}$ の満たす方程式は

$(\triangle-\tau^{2})w+f=e^{-\tau T}(u_{t}(x, T)+\tau u(x, T))$ in $R^{3}\backslash \overline{D},$

$\frac{\partial w}{\partial v}=(\gamma(x)\tau+\beta(x))w+e^{-\tau T}\gamma(x)u(x, T)$ on $\partial D$

となるのであるが，未知の非同次項が現れている．これら非同次項の存在は未知の物体の
存在についての情報を隠すように見える．しかし実際は，囲い込み法の使用は，$T$ が十分
大きければ，これらの障害を問題とせず，物体の存在についての情報を抽出することを可
能にするということである．

証明において特筆すべき点は，もともとの解 $u_{f}$ の形状などの詳しい情報を使うのではな
く，変換した $w_{f}$ の満たす方程式を利用した部分積分の方法のみでなされる点である．よっ
て他のさまざまな問題に適用可能であるだろう．
さらに言うならば $\gamma$ については滑らかさは全く仮定しておらず，これも我々の方法の大

きな利点であろう．Lax-Phillips の散乱理論における逆問題を扱った [36] においては $\gamma$ は

滑らかであるとしている．

2.2 最初の反射点の抽出

dist $(D, B)=d_{\partial D}(p)-\eta$ であるのを見るのは容易である．したがって，(2.5) は後方散
乱データから，$B$ の中心 $p$ と $\partial D$ との最短距離を抽出する．よって $p$ を中心として (2.5) を
使って求められた半径 $d_{\partial D}(p)$ の球面 $S_{p}(d_{\partial D}(p))$ を描けば，その上のどこかに $\partial D$ 上の点

2鴨川シーワールドのシロイルカベルーガは目隠しした状態で前方に離れておかれた板上の物体がプラス
チックか金属かを音波を頭部から前方方向へ発しその板からの反射波を顎の骨の部分で受信して区別する
という．筆者はこれを目の前で見て感動したのであるが，(2.4) に相当することをベルーガはその頭の中でし
ていると考えると面白いのではないか．
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が存在する．その点は，点 $p$ で発生した仮想的な球面波が $\partial D$ に初めて当たる点と解釈で
きる．これを我々は $\Lambda_{\partial D}(p)$ であらわそう:

$\Lambda_{\partial D}(p)=\{y\in\partial D|d_{\partial D}(p)=|y-p|\}.$

この集合を知ることは，どこに最初の反射点が存在するかを知ることであり，重要な情報
である．これを囲い込み法を用いて一つの $B$ に対する後方散乱データから抽出できるか

大変興味深い問題である．現在のところ，2節で述べる Dirichlet境界条件のみしか得られ
ておらずこの節の境界条件の場合については現在未解決である．
ここでは点 $p$ を固定して，$d_{\partial D}(p)$ は既知として，点 $p$ のまわりで無限個の球 $U$ をとって

それに対する後方散乱データから $\Lambda_{\partial D}(p)$ を抽出できることを示す．なおもし $q\in\Lambda_{\partial D}(p)$

がわかれば，$v_{q}=(p-q)/|q-p|$ として $\partial D$ の $q$ における外向き単位法線ヴエクトルも得

られる．したがって，$q$ における $\partial D$ の接平面も得られることを注意しよう．$\partial D$ の $q$ にお

ける ‘線形近似’がわかるのである．
$0<s<d_{\partial D}(p)/2$を満たす $s$ を与える．さらに方向 $\omega\in S^{2}$ を与え $p$から $\omega$方向へ $s$ だけ進

んだ点 $p+s\omega$ を中心とした半径 $\eta/2$の開球 $B_{\eta/2}(p+s\omega)$ を考える．$\overline{B}_{\eta/2}(p+s\omega)\subset B_{d_{\partial D}(p)}(p)$

が成り立ちしたがって $\overline{B}_{\eta/2}(p+s\omega)$ は $R^{3}\backslash \overline{D}$に含まれることに注意しよう．

次の命題は，$d_{\partial D}(p)$ が分かっているとき，$p$ から $\omega$ 方向へ $d_{\partial D}(p)$ だけ進んださきに $\partial D$

の点があるかどうかを，$p+s\omega$ を中心とする後方散乱データを使って判定する方法の根幹
を与える．

命題 2.1([26]). もし $p+d_{\partial D}(p)\omega\in\partial D$ならば $d_{\partial D}(p+s\omega)=d_{\partial D}(p)-s$ . もし $p+d_{\partial D}(p)\omega\in$

$\partial D$ でないならば，$d_{\partial D}(p+s\omega)>d_{\partial D}(p)-s.$

証明は省略する．
この命題より $\Lambda_{\partial D}(p)$ の特徴づけ

$\Lambda_{\partial D}(p)=\{p+d_{\partial D}(p)\omega|d_{\partial D}(p+s\omega)=d_{\partial D}(p)-s, \omega\in S^{2}\}$ (2.7)

を得る．したがってすべては $d_{\partial D}(p+s\omega)$ をどう抽出するかである．

この手続きは，$f=\chi_{B_{\eta/2}(p+s\omega)}$ のときの公式 (2.5) を使って

$\lim_{\tauarrow\infty}\frac{1}{2\tau}\log|\int_{B_{\eta/2}(p+s\omega)}(w_{f}-v_{j})dx|=$ -dist $(D, B_{\eta/2}(p+s\omega))$ (2.8)

より dist $(D, B_{\eta/2}(p+s\omega))$ を抽出し dist $(D, B_{\eta/2}(p+s\omega))=d_{\partial D}(p+s\omega)-\eta/2$ より
$d_{\partial D}(p+s\omega)$ を計算するということから成る．ただし (2.8) を使うには $T$ は

$T>2dist(D, B_{\eta/2}(p+s\omega))$

を満たしていなければならない．
以上をまとめると次の定理を得る．

定理 2.2. $D,$ $\gamma$ および $\beta$ は未知とし，$\gamma$ は $(Al)$ または但 2)を満たすとせよ．$d_{\partial D}(p)$ は既
知とせよ．$T$ は

$T>2 \sup_{\omega\in S^{2}}$
dist $(\partial D, B_{\eta/2}(p+s\omega))$ (2.9)
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を満たすとせよ．このとき，固定した $0<\eta<d_{\partial D}(p),$ $s\in]0,$ $d_{\partial D}$ (p)/2[およびすべての
$\omega\in S^{2}$ に対する $f=xB_{\eta/2}(p+s\omega)$ に対応する $u_{f}$ の $B_{\eta/2}(p+s\omega)\cross]0,$ $T[$ における値から
$\Lambda_{\partial D}(p)$ のすべての点およびその点における $\partial D$ の外向き単位法線ヴエクトルを抽出できる．

(2.9) は，$T$ は十分大きい’ ぐらいにラフに解釈すればよい (ただし，あくまで $T$ は有限！).

2.3 指示関数の主要項の抽出

定理 2.1の公式 (2.5) をみれば誰でもこの先を考えたくなるはずである．それは

$e^{2\tau} dist(D,B)\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx$

の $\tauarrow\infty$ における漸近形とくにその主要項を決定せよという問題である．その係数に
$\Lambda_{\partial D}(p)$ の各点における $\partial D$ の幾何についての情報が入っているはずである．
結果を述べるためにいくっか記号を導入する．
各 $q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ に対して $\lambda$ の 2次多項式

$P_{\partial D}(\lambda;q)=\lambda^{2}-2H_{\partial D}(q)\lambda+K_{\partial D}(q)$ (2.10)

を導入する．ここで $K_{\partial D}(q)$ および $H_{\partial D}(q)$ はそれぞれ $\partial D$ の $q$ における Gauss 曲率および
( $\nu_{q}$ に関する) 平均曲率である．
さらに $k_{1}(q)$ および $k_{2}(q)$ で $\partial D$ の $q$ における ( $v_{q}$ に関する) 主曲率を表す ([8]). このと

き $K_{\partial D}(q)=k_{1}(q)k_{2}(q)$ および $H_{\partial D}(q)=(k_{1}(q)+k_{2}(q))/2$ であり因数分解

$P_{\partial D}(\lambda;q)=(\lambda-k_{1}(q))(\lambda-k_{2}(q))$ (2.11)

を得る．$q$ は $\partial D$ 上 $d_{\partial D}(p)=|q-p|$ を満たすことに注意すると砥 $q$ ) $\leq 1/d_{\partial D}(p),$ $j=1,2$
が成り立ち，したがって $P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p);q)\geq 0$ を得る．
次の定理は指示関数の $\tauarrow\infty$ における漸近形の主要項を明示し，$\Lambda_{\partial D}(p)$ の各点にお

ける $\partial D$ の幾何についての情報が後方散乱データに含まれていることを主張している．
定理 2.3. $\gamma(x)=\beta(x)=0a.$ $e.$ $x\in\partial D$ とせよ．$\partial D$ は $C^{3},$ $\Lambda_{\partial D}(p)$ は有限個の点から
なり

$P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p);x)>0, \forall x\in\Lambda_{\partial D}(p)$ (2.12)

を満たすとせよ．

このとき，(2.3) を満たす $T$ に対して公式

$\lim_{\tauarrow\infty}\tau^{4}e^{2_{\mathcal{T}}}dist(\partial D,B)\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx$

$= \frac{\pi}{2}(\frac{diamB}{2d_{\partial D}(p)})^{2}\sum_{x\in\Lambda_{\partial D}(p)}\frac{1}{\sqrt{P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p);x)}}$

(2.13)

が成り立つ．
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証明は，[26] の方法を外部問題に適用して全く同じようにして得られる．鍵はいわゆる
反射解の主要項 $\epsilon_{f}^{0}$ のエネルギーの漸近挙動と $v_{f}$ の $D$ におけるエネルギーが $\tauarrow\infty$ の

とき同等であることを示すことである:

$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(|\nabla\epsilon_{f}^{0}|^{2}+\tau^{2}|\epsilon_{f}^{0}|)dx\sim\int_{D}(|\nabla v_{f}|^{2}+\tau^{2}|v_{f}|)dx.$

ここで $\epsilon_{f}^{0}\in H^{1}(R^{3}\backslash \overline{D})$ は次の外部問題の解である:

$(\triangle-\tau^{2})\epsilon_{f}^{0}=0$ in $R^{3}\backslash \overline{D},$

$\frac{\partial\epsilon_{f}^{0}}{\partial v}=-\frac{\partial v_{f}}{\partial\nu}$ on $\partial D.$

この証明は [35] で展開されている二つの型の reflection argument のうちの一つを適用す

ることでなされる．要となるアイデアは $\partial D$ の近傍で $\epsilon_{f}^{0}$ の ‘近似’ を $\partial D$ に関する $v_{f}$ の折

り返しを使って構成することである．この方法の利点は，最大値原理は一切使用しないの
で他の境界条件への適用可能性がある点である．詳しくは [35] および [26] の Appendix を
参照されたい．

(2.13) にあらわれる各 $x\in\Lambda_{\partial D}(p)$ における量島$D(1/d_{\partial D}(p);x)$ の意味について述べる．
$S_{x}(S_{p}(d_{\partial D}(p)))$ および $S_{x}(\partial D)$ で $x$ における $S_{p}(d_{\partial D}(p)),$ $\partial D$ の $\nu_{x}$ に関する Shape operator
(or Weingarten ma$P$) を表す．このとき $x$ において $S_{p}(d_{\partial D}(p))$ および $\partial D$ それぞれの接平

面は一致すること; $S_{x}(S_{p}(d_{\partial D}(p)))=(1/d_{\partial D}(p))I;S_{x}(\partial D)$ の固有値は $k_{1}(p)$ および $k_{2}(p)$

であることに注意すると

$\det(S_{x}(S_{p}(d_{\partial D}(p)))-S_{x}(\partial D))=P(1/d_{\partial D}(p);x)$ (2.14)

を得る．したがって (2.12) は $S_{x}(S_{p}(d_{\partial D}(p)))-S_{x}(\partial D)$ が共通の $x$ における接空間上の 2次

形式として正定値であることを意味する．そして $P(1/d_{\partial D}(p);x)$ は $x$ における $S_{p}(d_{\partial D}(p))$

と $\partial D$ の幾何の ‘ずれ’ を表すと考えられる．$p$ を中心とする球面を使って $\partial D$ の幾何を探

査しているのである．

2.4 曲率の抽出

この部分節では (2.13) の応用を述べよう．

次の定理は，$q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ が既知であるとして $($ したがって $d_{\partial D}(p)=|q-p|$ も既知 $)$ , $q$ に

おける $\partial D$ の Gauss 曲率および平均曲率 (すなわち主曲率すべて) を $p$ から $q$ 方向へ少し

進んだ 2点それぞれを中心とした後方散乱データから抽出できることを主張する．証明は
内部問題を扱った [26] の中の定理 5.1の考えを適用して得られる．

定理 $2.4.$ $\gamma(x)=\beta(x)=0a.e.$ $x\in\partial D$ とせよ．$q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ は既知であるとする．$0<s_{1}<$

$s_{2}<d_{\partial D}(p)/2$ を満たす $s_{1},$ $s_{2}$ を与える．$T>2 \max_{j=1,2}$ dist $(\partial D, B_{\eta/2}(p+s_{j}(q-p)/|q-p|))$

とせよ．このとき，$s=s_{1},$ $s_{2}$ に対する $f=\chi_{B_{\eta/2}(p+s(q-p)/|q-p|)}$ を初期データとして与えた
ときの $u_{f}$ の $B_{\eta/2}(p+s(q-p)/|q-p|)\cross]O,$ $T$ [における値から $H_{\partial D}(q)$ および $K_{\partial D}(q)$ を抽
出できる．
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証明は次のとおり．定理 2.3を適用したいのだが $q$ のみにおける情報をとりだすために
は (2.13) そのままではだめである．しかし $p$ から $q$ 方向へ少し進んだ点 $p+s(q-p)/|q-p|$
においては簡単な考察で

$\Lambda_{\partial D}(p+s(q-p)/|q-p|)=\{q\}$

となることがわかる．しかもこのとき命題 2.1にょり $d_{\partial D}(p+s(q-p)/|q-p|)=d_{\partial D}(p)-s$

したがって $d_{\partial D}(p+s(q-p)/|q-p|)<d_{\partial D}(p)$ となり，$S_{q}(S_{p+s(q-p)/|q-p|}(d_{\partial D}(p)-s))-$

$S_{q}(S_{p}(d_{\partial D}(p)))$ は正定値となる．いつでも $S_{q}(S_{p}(d_{\partial D}(p)))-S_{q}(\partial D)\geq 0$ であるから
$S_{q}(S_{p+s(q-p)/|q-p|}(d_{\partial D}(p)-s))-S_{q}(\partial D)$ は正定値であることが結論される．よって定理
2.3の条件 (2.12) が $p$ を $p+s(q-p)/|q-p|$ で置き換えた場合に成り立っていることがゎ
かった．

よって (2.13) により

$\lim_{\tauarrow\infty}\tau^{4}e^{2\tau dist(\partial D,B_{\eta}/2(p+s(q-p)/|q-p|))}\int_{B_{\eta/2}(p+s\nu_{q})}(w_{f}-v_{f})dx$

$= \frac{\pi}{2}(\frac{diamB_{\eta/2}(p+s(q-p)/|q-p|)}{2(d_{\partial D}(p)-\mathcal{S})})^{2}\frac{1}{\sqrt{P_{\partial D}(1/(d_{\partial D}(p)-s);q)}}$

を得る．dist $(\partial D, B_{\eta/2}(p+s(q-p)/|q-p|))$ は既知であることに注意しょう．以上より次
の二つの数を得たことになる:

$Q(s_{1})=P_{\partial D}(1/(d_{\partial D}(p)-s_{1});q)$ ,

$Q(s_{2})=P_{\partial D}(1/(d_{\partial D}(p)-s_{2});q)$ .

(2.10) に注意してこれを $K_{\partial D}(q)$ および $K_{\partial D}(q)$ に関する連立一次方程式系とみると

$(\begin{array}{ll}-\frac{2}{d_{\partial D}(p)-s_{1}} 1-\frac{2}{d_{\partial D}(p)-s_{2}} 1\end{array})(\begin{array}{l}H_{\partial D}(q)K_{\partial D}(q)\end{array})=(\begin{array}{l}Q(s_{1})-(\frac{1}{d_{\partial D}(p)-s_{1}}I^{2}Q(s_{2})-(\frac{1}{d_{\partial D}(p)-s_{2}}I^{2}\end{array})$

を得る．これは一意的に解ける．
定理 2.4は $q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ における $\partial D$ の Gauss 曲率および平均曲率を $P$ の近くの $p$ と $q$ を

結んだ線分上の異なる 2点を中心として波を発生させその同じ場所で波を観測することに
よって計測 (遠隔的に) する手段を与えている．曲面の曲率を波動現象を使って完全に知る
ことが出来るのである．したがって $q$ の近くでの $\partial D$ の ‘形状’ を近似的に (2次の近似) 知
ることができる．

3 送受信場所が異なる場合 (Bistatic data)
この節では波の送信場所と受信場所が一般的に異なる場合について論じる．このような

設定は，ソナーとかレーダー等で良く見られるものである (例えば [3, $4D$ . 当然見えるもの
が異なってくることが期待される．
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残念ながら物体の表面における波の境界条件が前節の場合，まだ結果はない．ここでは
境界条件を $u=0$ とした場合 (sound-soft obstacle) における筆者の最新の結果について解
説する ([27]).
波 $u=u_{f}(x, t)$ は次の初期境界値問題の弱解である ([5]):

$\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0$ $in$ $(R^{3}\backslash \overline{D})\cross]0,$ $T[,$

$u=0$ on $\partial D\cross]O,$ $T[,$

$u(x, 0)=0$ in $R^{3}\backslash \overline{D},$

$\partial_{t}u(x, 0)=f(x)$ in $R^{3}\backslash \overline{D}.$

ここで $f$ は前節と同じ $B$ の特性関数とする．一方吾’ $\cap\overline{D}=\emptyset$ を満たすもう一つの開球 $B’$

を任意に与える．$B’$ の中心を $p’$ , 半径を $\eta’$ であらわす．$p’\in R^{3}\backslash$万および $\eta’<d_{\partial D}(p’)$ が

成り立っていることに注意しよう．$p=p’$ やとくに $B=B’$ の場合も含まれていることも
注意しよう．
さて波を $B’$上 $t=0$から $t=T$ まで観測して得られるデータ $u_{f}(x, T),$ $(x, t)\in B’\cross]0,$ $T[$

を ($p$ と $p’$ を中心とする)Bistatic data と呼ぶことにする．
この節で考える問題は次のように述べられる．

問題 2. $p$ と $p’$ を固定する．Bistatic data から $D$ の存在する場所およびその形状について
の情報を抽出せよ．

.
$\beta’$

図 1: 問題 2を $\overline{B}$ 口 $\overline{B’}=\emptyset$ の場合に説明する図．

[27] で得られた結果を幾何学的に表現すると次の通り．
$\bullet$ その外部が $D$ を囲む $p$ と $p’$ を焦点とする回転楕円面のうち最大なもの $E$ の抽出．
$\bullet$ $E\cap\partial D$ に属する点すべておよびそれらの点における外向き単位法線ヴエクトルの抽出．
$\bullet$ $D$ が凸であるという仮定の下で，$E\cap\partial D$ の各点における Gauss 曲率および $p=p’$ の

ときには消える付加項がついた平均曲率の抽出．
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ただし $B$ と $B’$ の $D$ に対する配置は任意ではなく，$\overline{B}$ と $\overline{B}’$ の和集合を含む最小の凸集
合と万が共通点を持たないという仮定をつけている．
以下の部分節でこれらを順に追って説明しょう．

3.1 最短伝搬距離の抽出

(2.1) と同じように次の $x\in R^{3}\backslash$ 万の関数を導入する:

$w_{f}(x; \tau)=\int_{0}^{T}e^{-\mathcal{T}}tu_{f}(x, t)dt, \tau>0.$

$w=w_{f}$ は次の外部問題の解である:

$(\triangle-\tau^{2})w+\chi_{B}(x)=e^{-\tau T}(\partial_{t}u_{f}(x, T)+\tau u_{f}(x, T))$ in $R^{3}\backslash \overline{D},$

$w=0$ on $\partial D.$

この節では，Bistatic data を用いた指示関数

$\tau\mapsto\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx$

を導入する．$f=\chi_{B}$ および $g=\chi_{B’}$ なので

$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx=\int_{B}v_{g}dx-\int_{B’}w_{f}dx$

と書かれることに注意しよう．$v_{9}=v_{g}(x, \tau)$ は (2.6) の $B$ を B’で置き換えた

$v_{g}(x, \tau)=\frac{1}{4\pi}\int_{B’}\frac{e^{-\tau|x-y|}}{|x-y|}dy$

という形で陽に与えられる．

この節では次の関数が重要な役割を果たす:

$\phi(x;y, y’)=|y-x|+|x-y’|, (x, y, y’)\in R^{3}\cross R^{3}\cross R^{3}.$

これは，点 $y$ から $x$ そして $x$ から $y’$ へ至る折れ線の長さを与えると解釈される．
$B$ および $B’$ が $[\overline{B}\cup\overline{B’}]\cap\overline{D}=\emptyset$ を満たすときこれを $B$ と $B’$ は $D$ に関して互いに見え
る位置にあると呼ぶことにしょう．

定理 $3.1([27])$ . $B$ と $B’$ は $D$ に関して互いに見える位置にあるとせよ．$T$ は次の条件

$T> \min_{x\in\partial D,y\in By\in B},$
”

$\phi(x;y, y’)$ , (3.1)

を満たすとせよ．このとき $\tau_{0}>0$ が存在して $\tau\geq\tau_{0}$ を満たすすべての $\tau$ に対して

$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx>0$
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であり，さらに公式

$\lim_{\tauarrow\eta}\frac{1}{2\tau}\log\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx=-\min_{x\in\partial D,y\in By\in B},$

”

$\phi(x;y, y’)$ (3.2)

が成り立つ

容易に
$\min_{x\in\partial D,y\in By’\in B’},\phi(x;y, y’)=\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)-(\eta+\eta’)$

が成り立つことがわかるので
x $\in\partial D$ ,my

$\in$iBn, $y’\in B’\phi(x;y, y’)$ を知ることと $\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)$ を知る

ことは同値である．
よって (3.2) は $p$ から $\partial D$ 上の点 $q$ そして $q$ から $p’$ に至るあらゆる折れ線のうちでその

最短の長さを抽出している．言い換えれば，(3.2) は，$t=0$ において $P$ から発した速さが 1

の波が，$\partial D$ の点で反射して $p’$ に最初に到達する時間を抽出する．
これを幾何学的に表現するため 2点 $P$ および $P’$ を焦点とする回転楕円面の族 $E_{c}(p,p’)$ を

考える:
$E_{c}(p,p’)=\{x\in R^{3}|\phi(x;p,p’)=c\}.$

ただし $c$ は $c>|p-p’|$ を満たすパラメータである．いつでも $\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)\geq|p-p’|$

が成り立つが，$B$ と $B’$ が $D$ に関して互いに見える位置にある場合，それらの中心 $p,$ $p’$ は

$\{p,p’\}\cap\overline{D}=\emptyset$ を満たし，このとき $\min_{x\in\partial D}\phi(x;p, p’)>|p-p’|$ が成り立つことがわかる．

よって特に $c= \min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)$ に対する $E_{c}(p,p’)$ を考えることができる．この回転楕
円面は，$p$ と $p’$ を焦点とする回転楕円面でその外部が $D$ を囲むもののうちで最大のものを

与える 3 (3.2) はこの回転楕円面 $E=E_{c}(p,p’)$ ただし $c= \min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)$ を bistatic

dataから抽出する．
証明の概略について述べよう．証明は，定数 $\mu_{j}\in R,$ $C_{j}>0(j=1,2)$ および $\tau_{0}>0$ が

存在して $\tau\geq\tau_{0}$ を満たすすべての $\tau$ に対して次の二つの評価 (3.3) および (3.4) が成り立

つことを確立することでなされる:

$e^{\tau\min_{x\in\partial D,y\in\^{o} B,y’\in\partial B’}\phi(x;y,y’)} \int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx\leq C_{1}\tau^{\mu_{1}}$ ; (3.3)

$C_{2} \tau^{\mu_{2}}\leq e^{\tau\min_{x\in\partial D,y\in\partial B,y’\in\partial B’}\phi(x;y,y’)}\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx$. (3.4)

(3.3) は今までの囲い込み法の流れから困難なく証明される．問題は (3.4) の証明である．

出発点は，$D$ に対する指示関数をより単純な物体 $\tilde{D}$ に対する指示関数で下から評価す

ることである．具体的には $\phi(q;p,p’)=\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)$ を満たす $q\in\partial D$ を一つとり $D$

に含まれる開球かで $q\in\partial\tilde{D}$ および $\min_{x\in\partial D^{-}}\phi(x;p,p’)=\phi(q;p,p’)$ を満たすものを一つ

とる．$\partial D$ は $C^{2}$ と仮定しているのでこれは可能である．そして $\tilde{u}=\tilde{u}_{f}$ を次の初期境界値

3これは，[4] で呼ばれている ‘the equi-time of arrival elhpse’ の 3次元版である．
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問題の弱解とする:
$\partial_{t}^{2}\tilde{u}-\triangle\tilde{u}=0$ $in$ $(R^{3}\backslash \overline{\tilde{D}})\cross]0,$ $T[,$

$\tilde{u}(x, 0)=0$ in $R^{3}\backslash \overline{D},$

$\partial_{t}\tilde{u}(x, 0)=f(x)$ in $R^{3}\backslash \overline{\tilde{D}},$

商 $=0$ on $\partial\tilde{D}\cross]0,$ $T[.$

この $\tilde{u}$ に対して

$\tilde{w}_{f}(x, \tau)=\int_{0}^{T}e^{-\tau T}\tilde{u}(x, t)dt, x\in R^{3}\backslash \overline{\tilde{D}}, \tau>0$

とおく．このとき $D$ に対する指示関数の $\tilde{D}$ に対する指示関数にょる下からの次の評価を
得る:

$\int_{R^{3}\backslash D}(fv_{g}-w_{f}g)dx\geq\int_{R^{3}\backslash \tilde{D}}-(fv_{g}-\tilde{w}_{f}g)dx+O(\tau^{-1}e^{-\tau T})$ .

これは自明な次の二つの等式

$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}fv_{g}dx=\int R^{3}\backslash \tilde{D}-fv_{g}dx, \int_{R^{3}\backslash \overline{\tilde{D}}}\tilde{w}_{f}gdx=\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}\tilde{w}_{f}gdx$

および変形 Helmholtz方程式に対する最大値の原理 ([8]) からの帰結である次の評価

$\tilde{w}_{f}-w_{f}\geq O(\tau^{-1}e^{-\tau T})$ in $R^{3}\backslash \overline{D}$

からただちに導かれる．
そこで問題は $\tilde{D}$ に対する指示関数の下からの評価である．まず次の漸近的表現公式を

得る．

$\int_{R^{3}\backslash \tilde{D}}-(fv_{g}-\tilde{w}_{f}g)dx=J_{\tilde{D}}(\tau;f, g)+\int_{\partial\tilde{D}}\frac{\partial\epsilon_{f}^{\tilde{0}}}{\partial\nu}v_{g}dS+O(\tau^{-1}e^{-\tau T})$ ,

ここで

$J_{D^{-}}( \tau;f, g)=\int_{\tilde{D}}(\nabla v_{f}\cdot\nabla v_{g}+\tau^{2}v_{f}v_{g})dx$

および $\epsilon_{\star}^{\tilde{0}}\in H^{1}(R^{3}\backslash \overline{\tilde{D}}),$ $\star=f,$ $g$ は

$(\triangle-\tau^{2})\epsilon_{\star}^{\tilde{0}}=0$ in $R^{3}\backslash \overline{\tilde{D}},$

$\epsilon_{\star}^{\tilde{0}}=-v_{\star}$ on $\partial\tilde{D}$

を満たす．
この第二項の符号は $\tilde{D}$ が一般の場合分からないのであるが，今の場合 $\tilde{D}$ が凸であるこ

とを使うと，最大値の原理と $\partial\tilde{D}$ の $q\in\partial\tilde{D}$ における ‘reflection argumen’ を適用して

$\frac{\partial\epsilon_{f}^{\tilde{0}}}{\partial\nu}(q)\geq 0, \forall q\in\partial\tilde{D}$
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を得る．よって
$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx\geq J_{\tilde{D}}(\tau;f,g)+O(\tau^{-1}e^{-\tau T})$ .

したがってすべては $J_{D^{-}}(\tau;f, g)$ を下から評価することに帰着される．この $\tauarrow\infty$ にお

ける挙動は $f=\chi_{B},$ $g=\chi_{B’}$ であることを使って [26] における $v_{f}$ および $v_{g}$ の漸近挙動を

調べた結果を使うと結局積分

$\int_{\partial\tilde{D}}\frac{(p-x)\cdot\nu_{x}}{|x-p|^{2}|x-p’|}(1+\frac{1}{\tau|x-p|})e^{-\tau\phi(x;p,p’)}dS_{x}$

の下からの評価を調べることに帰着する．これをこのまま Laplace の方法で解析するので

はなく，部分積分で

$= \int_{D^{-}}\{1+\frac{(p-x)\cdot(p’-x)}{|x-p||x-p’|}\}\frac{e^{-\tau\phi(x;p,p’)}}{|x-p||x-p’|}dx$

という積分の評価に帰着させることができる．ここで大事なのは，$B$ と $B’$ が $D$ に関して

(したがってかに関しても) 互いに見える位置にあるという条件は，

$\inf_{x\in\underline{D}}\{1+\frac{(p-x)\cdot(p’-x)}{|x-p||x-p’|}\}>0$

を保証することである．この後は困難はないので省略するが，上の条件の，(3.4)の証明の
最終段階における重要な役割が理解されるであろう．
上で述べた (3.4) の証明 (の概略) について二つ注意を与える．
$\bullet$ 証明は $\partial D$ 上の波の境界条件が同次 Dirichlet であることにを強く依存している．
$\bullet$ $D$ から $\tilde{D}$ へ帰着させる議論は [35] の Theorem 3.6および Lemma 3,7の証明で展開さ
れた議論を踏襲したものである．彼らは sound-soft obstacle に対する散乱核の台の右端点
と支持関数との関係を確立した．

3.2 2点間の最初の反射点の抽出

この節では $B$ と $B’$ が互いに $D$ に関して見える位置にあるとき，bistatic data から
$\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)$ を実現するすべての点 $q\in\partial D$ を抽出できることを示そう．

$p$ および $p’$ は $[\{p,p’\}]\cap\overline{D}=\emptyset$ を満たすとする．集合

$\Lambda_{\partial D}(p,p’)=\{q\in\partial D|\phi(q;p,p’)=\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)\}$

を $p$ と p’の間の最初の反射点と呼ぼう．$c= \min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’)$ とおくと $c>|p-p’|$ が成

り立ちしたがって
$\Lambda_{\partial D}(p,p’)=\partial D\cap E_{c}(p,p’)$

と書かれる．この集合は必ずしも有限集合ではなく曲面あるいは曲線の一部を含むことも
あり得る．
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図 2: $\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ が有限集合である場合の例．

$E_{c}(p,p’)$ 上の点を〆を中心とする極座標で書く．任意に与えられた方向 $\omega\in S^{2}$ に対して
$P’$ から $\omega$方向へ半直線を引くと $E_{c}(p, p’)$ と一点で交わる．その点と $p’$ との距離を $s(\omega;p,p’)$

と書くと写像 $S^{2}\ni\omega\mapsto p’+s(\omega;p, p’)\omega\in E_{c}(p, p’)$ が定義されるがこれは全単射である．
次の命題は後方散乱データの場合の命題 2.1に対応していて，$E_{c}(p,p’)$上の任意の点 $p’+$

$s(\omega;p,p’)\omega$ が $\partial D$上にあるか否かを，固定した十分小さい正の $s$ に対する $\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+$

$s\omega)$ と $c-s$ の値の比較で判定する方法を与える．

命題 3.1([27]). 0 $<$ s $<\eta$’を満たす $s$ を固定する．
(i) もし $p’+s(\omega;p, p’, c)\omega$ が $\partial D$ に属するならば，そのとき

$\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+s\omega)=c-s$ ;

(ii) もし $p’+s(\omega;p, p’, c)\omega$が $\partial D$ に属さないならば，そのとき

$\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+s\omega)>c-s.$

この命題より $\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ の特徴づけ

$\Lambda_{\partial D}(p,p’)=\{p’+s(\omega;p_{)}p’)|\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+s\omega)=c-s, \omega\in S^{2}\}$ (3.5)

を得る．ただし $s$ は $0<s<\eta’$ を満たす固定した数である．(2.7) と比較してみるとよいで
あろう．したがってすべては $\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+s\omega)$ をどう抽出するかである．
簡単に言うと，波の発生場所は $B$ そのままであるが，波を観測する場所 $B’$ を $B’$ の中で

$p’+s\omega$ を中心とする十分小さい開球に制限することで得られる．使うデータを狭めれば
よいのである．4

定理 3.2([27]). $c= \min_{x\in\partial D}\phi(x;p, p’)$ は既知，$B$ と $B’$ は $D$ に関して互いに見える位置
にあるとする．–$B$’は $E_{c}(p,p’)$ によって囲まれた領域内にあるとせよ．0 $<$ s $<\eta$’を満たす

4そのため $B’$ はあまり小さくしてはいけないことになる．
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$s$ を固定せよ．5 $T$ は

$T> \sup_{\omega\in S^{2}}\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+s\omega)-(\eta+\eta’-s)$ (3.6)

を満たすとせよ．このときすべての $q\in\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ および $\nu_{q}$ を $f=\chi_{B}$ に対する $B’\cross$ ] $0,$ $T[$

上の $u_{f}$ から抽出できる．

等式
$\sup_{\omega\in S^{2}}\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+s\omega)-(\eta+\eta’-s)$

$= \sup_{\omega\in S^{2}}\min_{x\in\partial D,y\in B,y’\in B_{\eta’-\epsilon}(p’+s\omega)}\phi(x;y, y’)$

および $B_{\eta’-s}(p’+s\omega)\subset B’$が成り立つので (3.6) は (3.1) を導くことに注意しよう．
$q\equiv p’+s(\omega;p,p’, c)\omega\in\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ のとき $v_{q}$ は $-\{(q-p)/|q-p|+\omega\}$ を正規化したも
ので与えられる (Snellの法則).

$\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ を抽出するための手続きをまとめると次の通り．
Step 1. $f=\chi_{B}$ に対する $B’\cross$ ] $0,$ $T$ [上の $u_{f}$ を観測して $B’$ 上の $w_{f}$ を計算する．

Step 2. $0<s<\eta’$ を満たす $s$ を固定する．
Step 3. 方向 $\omega\in S^{2}$ を選ぶ．

Step 4. 定理 3.1の公式 (3.2) を $g=\chi_{B_{\eta-s}(p’+s\omega)}$ に対して適用して
$\min_{x\in\partial D,y\in B,y’\in B_{\eta-s}(p’+s\omega)}\phi(x;y, y’)$ を公式

$\lim_{\tauarrow\infty}\frac{1}{2\tau}\log\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx=-\min_{x\in\partial D,y\in B,y’\in B_{\eta’-s}(p’+s\omega)}\phi(x;y,y’)$

より計算する．
Step 5. 等式

$\min_{x\in\partial D,y\in B,y’\in B_{\eta’-s}(p’+s\omega)}\phi(x;y,y’)=\min_{x\in\partial D}\phi(x,p,p’+s\omega)-(\eta+\eta’-s)$

より $\min_{x\in\partial D}\phi(x;p,p’+s\omega)$ を計算する．
Step 6. Step 5で計算された数が $\min_{x\in\^{a} D}\phi(x;p,p’)-s$ に等しければ，(3.5) により

$q=p’+s(\omega;p,p’, c)\omega\in\Lambda_{\partial D}(p,p’)$である．そうでなければ (3.5) により $q$ は $\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ に

属さないと判定し Step3へ行き異なる $\omega$ を選んでそれ以降を続ける．

3.3 Bistatic dataを用いた指示関数の主要項の抽出

定理 3.2を得た上はさらに進んで次の問題について考えるのは当然であろう．
積分

$e^{\tau\min_{x\in\partial D,y\in B,y’\in B’}\phi(x_{I}\cdot y,y’)} \int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx$

の $\tauarrow\infty$ における漸近挙動の主要項に $D$ の幾何についてのどんな情報が入っているか？

$5_{\eta’}$ は $B’$ の半径である．
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結果を述べるためにいくつか注意を述べる．
$c= \min_{x\in\partial D}\phi(x;p, p’)$ とおく．$q\in\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ における $\partial D,$ $E_{c}(p,p’)$ それぞれの接平

面は一致する．$S_{q}(\partial D),$ $S_{q}(E_{c}(p_{)}p’))$ でそれぞれ $q$ における $\partial D,$ $E_{c}(p,p’)$ の $v_{q}$ に関する
Shap operator(あるいは Weingarten map) をあらわす．ただし $v_{q}$ は $\partial D$ の外向き単位法線
ヴエクトルで、したがって $E_{。}(p,p’)$ の内向き単位法線ヴエクトルになっている．この二つ
の作用素は，$q$ における共通の接空間 $T_{q}(\partial D)=T_{q}(E_{c}(p,p’))$ 上の対称作用素である．

$q$ において $\phi(x;p,p’)$ が最小になるということから，$q$ における接空間上の 2次形式とし
て $S_{q}(E_{c}(p,p’))-S_{q}(\partial D)\geq 0$ が成り立つことがわかる．
次の定理は後方散乱データの場合における定理 2.3に対応している．

定理 $3.3([27])$ . $B$ と $B’$ は $D$ に関して互いに見える位置にあるとする．$T$ は但 1) を満た
すとせよ．$\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ は有限集合でかつ

$det(S_{q}(E_{c}(p,p’))-S_{q}(\partial D))>0, \forall q\in\Lambda_{\partial D}(p, p’)$ (3.7)

が成り立つとせよ．もし $D$ が凸で $\partial D$ が $C^{3}$ ならば，そのとき

$\lim_{\tauarrow\infty}\tau^{4}e^{\tau\min_{x\in\partial D,y\in\partial B,y’\in\partial B^{\prime\phi(x;y,y’)}}}\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx$

(3.8)
$= \frac{\pi}{2}\sum_{q\in\Lambda_{\partial D}(p,p’)}(\frac{diamB}{2|q-p|})\cdot(\frac{diamB’}{2|q-p’|})\cdot\frac{1}{\sqrt{det(S_{q}(E_{c}(p,p’))-S_{q}(\partial D))}}$

が成り立つ．

$D$ が凸である場合，実は $\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ は一点のみから成る．しかし証明ではこの事実は使
わず，今後の拡張を期待して他の点もあるかのように書いている．6

(3.8) の右辺は $Parrow P’$ かつ $P’arrow P$ と置き換えても不変である (reciprocity).
定理 3.3の証明の概略を述べよう．
核心部分は次の漸近公式の確立である．

$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx=2J(\tau;f, g)(1+O(\tau^{-1/2}))+O(\tau^{-1}e^{-\tau T})$ . (3.9)

これによりすべては積分

$J( \tau;f, g)=\int_{D}(\nabla v_{f}\cdot\nabla v_{g}+\tau^{2}v_{f}v_{g})dx$

の $\tauarrow\infty$ における漸近挙動を調べることに帰着する．$v_{f}$ および $v_{g}$ の挙動 ([26]) から結
局次の Laplace型の積分の漸近挙動に帰着することがわかる:

$\int_{\partial D}\frac{(p-x)\cdot v_{x}}{|x-p|^{2}|x-p’|}(1+\frac{1}{\tau|x-p|})).$

これに Laplace の方法 ([2]) を適用すると (3.7) の下で (3.8) が従うことがわかる．

6さらに言うならば，$D$ が凸の場合 $S_{q}(\partial D)\leq 0$( $\nu_{q}$ は外向きであることに注意) かつ $S_{q}(E_{c}(p,p’))$ は正定
値であることから (3.7) は自動的に満たされる．よって (3.7) は，$D$ が凸である場合，実は不要である．
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では (3.9) はどうやって証明されるか，概略を説明しよう．
出発点は部分積分によって得られる次の漸近表現公式である．7

$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(fv_{g}-w_{f}g)dx=J(\tau;f, g)+\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(\nabla\epsilon_{f}^{0}\cdot\nabla\epsilon_{g}^{0}+\tau^{2}\epsilon_{f}^{0}\epsilon_{g}^{0})dx+O(\tau^{-1}e^{-\tau T})$.

ここで $\epsilon_{\star}^{0}\in H^{1}(R^{3}\backslash \overline{D}),$ $\star=f,$ $g$ は

$(\triangle-\tau^{2})\epsilon_{\star}^{0}=0$ in $R^{3}\backslash \overline{D},$

$\epsilon_{\star}^{0}=-v_{\star}$ on $\partial D$

を満たす．
問題はこの右辺第二項の漸近形であるがそれは次の形で与えられる:

$\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(\nabla\epsilon_{f}^{0}\cdot\nabla\epsilon_{g}^{0}+\tau^{2}\epsilon_{f}^{0}\epsilon_{g}^{0})dx=J(\tau;f, g)(1+O(\tau^{-1/2}))$ . (3.10)

これより (3.9) は直ちに従う．
では (3.10) はどうやって証明するか．これは次の二つの補題から帰結である．
補題 3.1. $D$ は空でない任意の有界な開集合とせよ．$B$ と B’が $D$ に関して互いに見える

位置にあるとせよ．このとき正の定数 $C$ および $\tau_{0}$ が存在して $\tau\geq\tau_{0}$ を満たすすべての $\tau$

に対して $J(\tau;f, g)>0$ かつ

$J( \tau;f, g)\geq C\tau^{2}\int_{D}dx\int_{B\cross B}, e^{-\tau\phi(x;y,y’)}dydy’$

が成り立つ．

この補題の証明の核心部分は次の事実である: 条件 $[\overline{B}\cup\overline{B}’]\cap\overline{D}=\emptyset$ は評価

$\inf_{(x,y,y’)\in D\cross B\cross B’}(1+\frac{y-x}{|y-x|}\cdot\frac{y’-x}{|y-x|})>0$

をもたらす．これを保証する条件が $B$ と $B’$ が $D$ に関して見える位置にあるということで
ある．

次の補題の証明は Lax-Phillipsが [35] で展開した二つの reflection argument のうちの一
つ ( $D$ のまわりでの reflection と $D$ の凸性を full に利用した最大値原理の組み合わせ) を適
用してなされる．

補題 3.2. $D$ は凸かつ $\partial D$ は $C^{3}$ であるとせよ．このとき正の定数 C’および $\tau_{0}$ が存在して
$\tau\geq\tau_{0}$ を満たすすべての $\tau$ に対して

$| \int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(\nabla\epsilon_{f}^{0}\cdot\nabla\epsilon_{g}^{0}+\tau^{2}\epsilon_{f}^{0}\epsilon_{g}^{0})dx-J(\tau;f, g)|\leq C’\tau^{3/2}\int_{D}dx\int_{BxB’}e^{-\tau\phi(x;y,y’)}dydy’$

が成り立つ．

7この右辺第二項は部分積分で

$\int_{\partial D}\frac{\partial\epsilon_{f}^{0}}{\partial\nu}v_{g}dS$

に等しい．
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3.4 Bistatic dataを用いた曲率の抽出

この節では定理 3.3の応用について述べる．公式 (3.8) を用いていかに $\partial D$ の $\Lambda_{\partial D}(p,p’)$

における幾何についての情報を抽出するかが問題である．
ここでは後方散乱データにおける定理 2.4 #こ対応した結果を述べるが，現時点では残念

ながら一般の物体ではなく凸な物体についての結果である．
次の定理は，$q\in\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ が既知であるとして $( したがって c=\min_{x\in\partial D}\phi(x;p, p’)$ も既

知 $)$ , $q$ における $\partial D$ の Gauss 曲率および付加項のついた平均曲率を bistatic dataから抽出
できることを主張する．

定理 3.4([27]). $q\in\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ および $c=\phi(q;p, p’)$ は既知であるとせよ．$T$ は (3.1) を満
たすとせよ．$B$ と $B’$ は $D$ に関して互いに見える位置にあるとせよ．$D$ は凸および $\partial D$ は
$C^{3}$ とせよ．このとき $K_{\partial D}(q)$ および

$H_{\partial D}(q)- \frac{S_{q}(\partial D)(A_{q}(p)\cross A_{q}(p’))\cdot(A_{q}(p)\cross A_{q}(p’))}{2(1+A_{q}(p)\cdot A_{q}(p))}$ (3.11)

を $f=\chi_{B}$ に対する $B’\cross$ ] $0,$ $T$ [上の $u_{f}$ から抽出できる．ここに

$A_{q}(x)= \frac{q-x}{|q-x|}$

である．

(3.11) において，$A_{q}(p)\cross A_{q}(p’)$ は $\partial D$ の $q$ における接空間に属していることに注意し
よう．

定理 3.4は，$\partial D$ の $q$ における幾何を，bistatic data を使って抽出するに当たって次の二
つの示唆を与えている．

$\bullet$ もし $P$ と $P’$ の間の最初の反射点において物体表面の平均曲率を出来るだけ精密に抽出
したければ，$p$ と〆は出来るだけ近接させたほうが良い．なぜならこのとき，$A_{q}(p)\cross A_{q}(p’)$

は $O$ ヴエクトルに近くなりしたがって (3.11) の第二項は無視され得るであろうから．
$\bullet$ 一方 Gauss 曲率については，$B$ と $B’$ が $D$ に関して見える位置にある限り，いつでも

抽出できる．

定理 3.4の証明の概略を述べよう．
アイデアは，$B’$ における受信データをすべて使うのではなく，$p’$ から $B’$ 内を $(q-p)/|q-p|$

方向へ少し進んだ 2点それぞれを中心とした $B’$ 内の十分小さい開球で観測された波のみ
を使うことにある．
そして詳細は略するが (図 3を参照), 定理 3.3を使って，結果として次の二つの数を得る:

$\det(S_{q}(E_{c-s}(p,p’+sA_{q}(p’)))-S_{q}(\partial D)), s=s_{1}, s_{2}.$

ここで $s_{1},$ $s_{2}$ は正の十分小さい固定した数である．(2.14) に対応する等式を使うとこれら
は $K_{\partial D}(q)$ および (3.11) に対する一意可解な連立一次方程式になっておりしたがって定理
3.4が従う．
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図 3: $A’=A_{q}(p’)$ . $E_{c-s}(p,p’+sA’)$ は $E_{c}(p,p’)$ と一点 $q$ のみで交わりかつ法線を共有し

ている．

3.5 球状物体の再構成公式

次の定理は，球状物体の一組の bistatic dataからの再構成公式を与えるものでありした
がって一意性定理の構成的証明 (一意接続定理を全く使用していないという意味で) になっ
ている．

定理 $3.5([27])$ . $D$ は開球であるとせよ．$T$ は但のを満たし，$B$ と B’は $D$ に関して互い

に見える位置にあるとせよ．このとき $D$ そのものを $f=\chi_{B}$ に対する $B’\cross$ ] $0,$ $T$ [上の $u_{f}$

から抽出できる．

$D$ を再構成する手続きは次の通りである．
Step 1. 定理 3.1を使って $c= \min_{x\in\partial D}\phi(x;p, p’)$ 抽出する．

Step 2. 定理 3.2を使って $\Lambda_{\partial D}(p,p’)$ に属する $q$ および $\nu_{q}$ を抽出する．

Step 3. 定理 3.4を使って $K_{\partial D}(q)$ を抽出する．
$D$ の中心は $q-(1/\sqrt{K_{\partial D}(q)})\nu_{q}$ そして半径は $1/\sqrt{K_{\partial D}(q)}$に等しいので $D$が bistatic data
を用いて再構成されたことになる．
物体が球であるとしてそれを再構成する問題は周波数領域においても考察されている．
例えば球面波を入射波として低周波極限を使用した [1] を参照されたい．
筆者は有限観測時間内に得られた bistatic data を用いた球状物体のこのような一意性
定理を他に知らない．双曲型方程式に対する逆問題についてさまざまな一意性定理につい
ては [33,34,40,41] を参照されたい．

4 今後の問題
筆者が関心を持っている問題についてそのいくつか述べよう．
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1. まずは定理 3.3において $D$ の凸性を外すこと．凸性は $\epsilon_{f}^{0}$ の $D$ の近くでの各点評価を
最大値の原理を使用して示すのに使われるので，それを使わない評価の方法を考える必要
がある．

2. $B$ と $B’$ が $D$ によって遮られている場合すなわち $[\overline{B}$ 俺 $B’]$ 口 $\overline{D}\neq\emptyset$ のときはどうな
るか？

3.1にも関係するが他の境界条件に対して定理 2.3,3.3における公式に対応する結果を
導くこと．例えば $\partial u/\partial\nu-\gamma\partial_{t}u-\beta u=0$ on $\partial D(\gamma=\gamma(x)\geq 0)$ あるいは memory type
についてはどうか (さまざまな境界条件のもとでの順問題については [38]).

4. 他の方程式 $\alpha(x)\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0(B=B’$ の場合について定理 2.1に相当する結果は
[25] $)$ , $\partial_{t}^{2}u-\nabla\cdot\gamma\nabla u=0(B=B’ の場合について定理 2.1に相当する結果は [20, 25])$ ある
いは Maxwell方程式系について展開すること．

5. 既知の物体 (例えば球) の裏側にある未知の物体についての情報をその反対側におい
て発生させた波を同じ側で有限時間観測して得られたデータから抽出できるか？ これは，
水平線を越えて向こう側にある物体をこちら側で送受信した波を用いて探知する方法を
見出す問題である．筆者は，この問題に対してここで展開した囲い込み法が有効であると
確信している．8

6. 既知の 2層の媒質があり下層に未知の物体があるとする．上層で波を発生させ下層
に波を送り物体からの反射波を上層で有限時間観測して得られたデータから物体につい
ての幾何を抽出すること．

時間依存のデータを用いた囲い込み法はさまざまな応用が期待されるが，他の問題にお
ける展開については [18,19,24,29,31,32] を参照されたい．
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