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1 はじめに

Choquet は容量の理論 [2] で容量の一般化として、 コンパクトな台を持つ連続関数上の汎

関数である Choquet積分を定義した。 その後、非加法的集合関数に関する積分として，菅

野の積分 [22] とともに意識され，経済や工学の分野で発展してきた [11, 20, 21]。

1990年代になると Dennebergや Pap の専門書 [3, 19] も刊行され、その研究は深みを増

してきた。 2000年代には、いくつかの情報源からの情報を総合する関数である aggregation

operator の研究が盛んになってきた。 そのなかでも、 Choquet積分は、算術平均の一般化

であるばかりでなく the weighted mean, the Ordered Weighted Averaging (OWA) opera-

tor [26, 27, 28] などといわれる特殊なものの一般化となっている。 aggregation operator

については、 いくつかの専門書にその成果がまとめられている [6, 1, 25, 7]。

上述のように研究が進められてきた非加法的測度に関する Choquet積分であるが、 そ

の研究の多くは離散的な空間に限定されるか $[$5, 4, $10]_{\backslash }$ あるいは抽象的な空間で議論さ

れるか [24, 12] であり、 その間にあると考えられる実軸上の Choquet積分の具体的な計算

とその理論に関しては発展途上である [14, 15, 16, 23]。実軸上の非加法的測度 (ファジイ

測度) を考察する際、非可算集合上の集合関数であるから、その具体的計算をすることが

できるのは Lebesgue測度を歪めたもの (Distorted Lebesgue measure) が中心となる。 本
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稿では、 実軸上の Distorted Lebesgue に関する Choquet積分の研究をさらに進め、 ある

条件のもとで、 Hardy-Littlewood の極大不等式の成立を論じる。

本稿の構成は以下のとおりである。

第 2章で、基本的なファジイ測度 (非加法的測度) と Choquet積分の基本的な定義と性

質を確認し、第 3章では、Distorted Lebesgue に関する Choquet積分に関する性質を考察

し、 その計算の方法を示す。 第 4章では Choquet積分で成立するいくつかの不等式を示

し、 最後に極大関数と不等式を考察し、今後の課題を示す。

2 Preliminaries

ここでは、 非加法的測度 (ファジイ測度) やそれに関する Choquet積分に関する基本的な

定義・定理を確認する。 ここで $X$ は a unit interval $[0,1]$ または閉区間であり、 $\mathcal{B}$ はボ

レル集合のクラスであるとする。 また、 $(X, \mathcal{B})$ は可測空間であるとする。

定義 2.1. [22] ファジイ測度 (または非加法的測度) $\mu$ は実数値集合関数で次の性質を満

たすものをいう。 $\mu$ : $\mathcal{B}arrow[0,1]$ で

(1) $\mu(\emptyset)=0$

(2) $A\subset B,$ $A,$ $B\in \mathcal{B}$であるとき $\mu(A)\leq\mu(B)$ .

$\mu$ がファジイ測度であるとき、 $(X, \mathcal{B},\mu)$ をファジイ測度空間という。

ファジイ測度が上から連続であるとは $A_{n}\uparrow A$ ならば $\mu(A_{n})\uparrow\mu(A)$ であることをいい、

下から連続であるとは $A_{n}\downarrow A$ ならば $\mu(A_{n})\downarrow\mu(A)$ であることをいう。 上と下から連続

であるとき、 ファジイ測度は連続であるという。

定義 2.2. $(X, \mathcal{B}, \mu)$ をファジイ測度空間とする。

(1) $\mu$ が submodular であるとは，

$\mu(A)+\mu(B)\geq\mu(A\cup B)+\mu(A\cap B)$ .
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が成り立つときをいう．

(2) $\mu$ が supermodular であるとは、

$\mu(A)+\mu(B)\leq\mu(A\cup B)+\mu(A\cap B)$ .

が成り立つときをいう．

次に関数の可測性を定義しておく。

定義 2.3. $(X, \mathcal{B})$ を可測空間とする。 関数 $f:Xarrow R$ が可測であるとは、全ての $\alpha\in R$

に対して $\{x|f(x)\geq\alpha\}\in \mathcal{B}$ が成り立つことをいう。

ここで、 $\mathcal{F}(X)$ は非負可測関数の集合とする。

ここで、 可測関数に関する Choquet 積分を定義する。

定義 2.4. [2,11]

$(X, \mathcal{B}, \mu)$ をファジィ測度空間とする。

$\mu$ に関する $f\in \mathcal{F}(X)$ の Choquet積分は以下の式で定義される。

$(C) \int fd\mu=\int_{0}^{\infty}\mu_{f}(r)dr,$

ここで $\mu_{f}(r)=\mu(\{x|f(x)\geq r\})$ であるとする。

$A\subset X$ とするとき、 $A$ 上に制限された Choquet積分は

$(C) \int_{A}fd\mu:=(C)\int f\cdot 1_{A}d\mu.$

で定義される。

次の命題は Choquet積分の定義から明らかである。
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命題 2.5. $(X, \mathcal{B})$ を可測空間として $\mu$ と $\nu$ を $(X, \mathcal{B})$ 上のファジイ測度とする。 $a,$
$b$ を正の

実数とするとき $f\in \mathcal{F}(X)$ に対して、

$(C) \int_{A}fd(a\mu+b\nu)=a(C)\int_{A}fd\mu+b(C)\int_{A}fd\nu$

for $f\in \mathcal{F}_{\mu}(X)\cap \mathcal{F}_{\nu}(X)$ .

(注) $f\in \mathcal{F}(X)$ が Choquet 可積分 (積分値が有限値をとる) とすると $a,$
$b$ は負の値をと

ることにしてもよい。

submodular (a super-modular) であるファジイ測度に関しては、以下の定理が有名で

ある。

定理 2.6. [2, 3, $19|$ $(X, \mathcal{B})$ を可測空間とし、 $\mu$ は $(X, \mathcal{B})$ 上のファジイ測度であり、 $f,$ $g$ は

非負可測関数とする。

(1) $\mu$ が submodular であるなら、

$(C) \int(f+g)d\mu\leq(C)\int fd\mu+(C)\int gd\mu.$

が成り立つ。

(2) $\mu$supermodular であるなら、

$(C) \int(f+g)d\mu\geq(C)\int fd\mu+(C)\int gd\mu.$

が成り立つ。

3 対称ファジイ測度に関する Choquet 積分

以下で実軸上のファジイ測度とその Choquet積分に関するいくつかの性質を紹介する。 と

くにここでは、対称ファジイ測度に関する Choquet積分を考察する。
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$\lambda$ は $X$ 上の Lebesgue測度であり、

$\mathcal{F}_{c}(X)$ は $X$ 上の連続関数の集合とする。

対称ファジイ測度は離散の場合が研究されてきた [8, 17] が、 ここでは実軸の閉区間上

に離散の場合の拡張となるように定義する。

定義 3.1. $(X, \mathcal{B})$ を可測空間とし、 $\mu$ は $(X, \mathcal{B})$ 上のファジイ測度とする。

$\mu$ が対称であるとは $\lambda(A)=\lambda(B)$ ならば $\mu(A)=\mu(B)$ であるときをいう。

$\mu$ を $(X, \mathcal{B})$ 上の対称ファジイ測度とする。 ここで、 関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ を $\varphi(x)$ $:=$

$\mu([0, x])$ で定義する。

ここで、 $x<y$ とすると、 $[0, x]\subset[0, y]$ であるから、 $\varphi(x)\leq\varphi(y)$ .

$\lambda(A)$ $:=x$ となる任意の $A\in \mathcal{B}$ に対して $\lambda(A)=\lambda([O, x])$ であるから、

$\mu(A)=\mu([0, x])=\varphi(x)=\varphi(\lambda(A))$

である。 これより、 以下の命題が成り立っ。

命題 3.2. $\mu$ は $(X, \mathcal{B})$ 上の対称ファジイ測度とする。

このとき、 (広義) 単調増加関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ で $\mu=\varphi 0\lambda$ となるものが存在する。

また、 $\mu$ が連続であるとき $\varphi$ は連続である。

ここで、 上の命題の関数 $\varphi$ を対称ファジイ測度 $\mu$ の重み関数と呼ぶ。

また、 $\mu$ が連続であるとき、 $\varphi$ は連続であるから、Weierstrass の近似定理から、 $\varphi$ は多

項式で近似できる。すなわち、任意の $\epsilon>0$ に対して、実数 $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{N}$ が存在し、 $x\in X$

に対して、 $| \varphi(x)-\sum_{k=1}^{N}a_{k}x^{k}|<\epsilon$が成り立っ。

それゆえ、連続な対称ファジイ測度は $\sum_{k=1}^{N}a_{k}\lambda^{k}$ の形のファジイ測度で近似できるこ

とになる。 このことから、 Choquet積分の値も次の命題のように近似できることになる。

命題 3.3. $\mu$ は $(X, \mathcal{B})$ 上の連続な対称ファジイ測度であるとする。
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任意の $\epsilon>0$ に対して，実数 $a_{1},$
$\ldots,$

$a_{N}$ が存在し，$f\in \mathcal{F}(X)$ に対して

$|(C) \int fd\mu-\sum_{k=1}^{N}a_{k}(C)\int fd\lambda^{k}|<\epsilon.$

が成り立つ。

例 1. $\mu:=\lambda^{1/2}$ すなわち $\varphi(x)=x^{1/2}$ とする。 このとき、一様に $\varphi_{n}arrow\varphi$ となる列 $\varphi_{n}$ を

とることができる。

実際、 $\varphi_{1}(x)=x,$

$\varphi_{2}(x)=f(\frac{1}{2})_{2}C_{1}x(1-x)+f(1){}_{2}C_{2}x^{2}=\sqrt{2}x-(\sqrt{2}-1)x^{2}.$

とすればよい。

したがって、

$(C) \int fd\lambda^{1/2}\approx\sqrt{2}(C)\int fd\lambda-(\sqrt{2}-1)(C)\int fd\lambda^{2}.$

さらに、 重み関数 $\varphi$ は解析的であるとすると、

$\varphi(x):=\sum_{k=1}^{\infty}a_{k^{X^{k}}}$

と表すことができる。

したがって、 $x\in[0,1]$ に対して、

$(C) \int_{[0,x]}fd\mu=\sum_{k=1}^{\infty}a_{k}(C)\int fd\lambda^{k}$

が成り立つ。

例 2. $\mu(A)$ $:=\log_{2}(\lambda(A)+1)$ すなわち $\varphi(x)=\log_{2}(x+1)$ であるとする。

$\varphi(x)=\frac{1}{\log 2}\sum_{k=1}^{\infty}\frac{(-1)^{k-1}}{k}x^{k}$

であるから、

$(C) \int fd\log_{2}(\lambda+1)=\frac{1}{\log 2}\sum_{k=1}^{\infty}\frac{(-1)^{k-1}}{k}\int fd\lambda^{k}.$
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$n$ を自然数とする。 $\lambda^{n}$ に関する Choquet積分の計算に関しては以下の公式が基本的と

なる。

定理 3.4. [18] 関数 $f$ : $[0,1]arrow R$ は狭義単調増加で $f(O)=0$ を満たし、微分可能である

とする。 ここで、 関数の列 $\{f_{k}\}$ を以下のように定義する。

$f_{1}= \int_{0}^{x}fd\lambda, f_{k+1}=\int_{0}^{x}f_{k}d\lambda$

$x\in[0,1],$ $k=1,2,$ $\ldots.$

このとき、 $x\in[0,1]$ に対して、

$(C) \int_{[0,x]}fd\lambda^{n}=n!f_{n}(x)$

が成り立っ。

例 3. [23]

$0<\alpha<1$ とする。 $\lambda^{\alpha}$ に関する Choquet積分を利用して、古典物理の力学の問題を起

源とした Abel の積分方程式

$f(t)= \int_{0}^{t}\frac{g(\tau)}{(t-\tau)^{1-\alpha}}d\tau$

を

$\alpha f(t)=(C)\int_{[0,t]}9^{d\lambda^{\alpha}}$

と表すことができる。

4 Choquet積分の不等式

ここでは、 Choquet積分で成立する基本的な不等式を紹介し、最後に Hardy-Littlewood

の極大関数とその不等式が成り立っ条件を考察する。

始めに凸関数の定義を確認しておく。
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定義 4.1. $\varphi$ を閉区間 $[c, d]$ 上の実数値関数とする。 関数 $\varphi$ が凸 (convex) であるとは、

$x,$ $y\in[c, d],$ $0<\lambda<1$ に対して

$\varphi(\lambda x+(1-\lambda)y)\leq\lambda\varphi(x)+(1-\lambda)\varphi(y)$

が成り立つときをいう。 関数 $\varphi$ が凹 (concave) であるとは $x,$ $y\in[c, d],$ $0<\lambda<1$ に対

して

$\varphi(\lambda x+(1-\lambda)y)\geq\lambda\varphi(x)+(1-\lambda)\varphi(y)$

が成り立つときをいう。

関数 $\varphi$ の凹凸と $\varphi$ によって定められるファジィ測度の間には以下のような関係がある。

命題 4.2. $[19J$

連続関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ が凹で $\varphi(0)=0,\varphi(1)=1$ であるとき、 ファジィ測度 $\mu$ を

$\mu:=\varphi\circ\lambda$ で定めると、 $\mu$ は submodularである。

初めに、 $(X, \mathcal{B}, \mu)$ をファジイ測度空間とし、可測集合 $A$ の定義関数を $1_{A}$ とするとき，

非負可測関数 $f$ について $\alpha 1_{f>\alpha}(x)\leq f(x)(x\in X)$ が成り立つから、 Choquet 積分にお

いても次の Chebychev の不等式が成り立つ。

定理 4.3. $\mu(\{f>\alpha\})\leq\frac{1}{\alpha}(C)\int fd\mu.$

以下では、 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ は凹関数で連続であるものとし $\mu:=\varphi 0\lambda$ とおく。

定義 4.4. 連続関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ が semi convex であるとは，$C>0$ が存在し、任意

の $x,$ $y\in[0,1],$ $0\leq a\leq 1$ に対して

$\varphi(ax+(1-a)y)\leq C\{(a\varphi(x))+(1-a\varphi(y))\}$

が成り立つことをいう。
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また、連続関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ が strongly semi convex であるとは，$C>0$ が存在

し、 任意の $x,$ $y\in[0,1],$ $0\leq a_{i}\leq 1,$ $\sum_{i}a_{i}=1$ に対して

$\varphi(\sum_{i}a_{i}x_{i})\leq C\sum_{i}a_{i}\varphi(x_{i})$ .

が成り立つことをいう。

連続関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ は凹で $\varphi(0)=0,\varphi(1)=1$ であるとする。 このとき、任意の

$x\in[0,1]$ に対して $x\leq\varphi(x)$ が成り立っ。 このことを利用して、 下の命題が成り立っ。

命題 4.5. 連続関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ は凹で $\varphi(0)=0,\varphi(1)=1$ であるとする。

もし、 $C\geq 1$ である実数 $C>1$ が存在して、任意の $x\in X$ に対して $\varphi(x)\leq Cx$ が成

り立つなら，$\varphi$ は strongly semi convexである。

例 4. $\varphi(x)=x(2-x)$ とする。 このとき $\varphi$ は凹である。 このとき、 $\varphi(0)=0,$ $\varphi(1)=1$ と

なり、 また、 $x\leq\varphi(x)\leq 2x$ が成り立つので、 $\varphi$ は strongly semi convexである。

次に、 ファジィ測度に関する極大関数を定義しよう。

定義 4.6. $\mu$ は $(X, \mathcal{B})$ 上のファジイ測度で、 $f\in \mathcal{F}(X)$ とする。

$f$ の $\mu$ に関する極大関数 $M_{\mu}f$ は以下の式で定義される。

$M_{\mu}f(x);= \sup_{r}\frac{1}{\mu([x-r,x+r])}(C)\int_{[x-r,x+r]}fd\mu.$

$\mu$ が通常の測度であるとき、 は $M_{\mu}f$ is Hardy Littlewood の極大関数である。 もし、 $\mu$

が重み関数 $\varphi$ によって作られ $(\mu=\varphi 0\lambda)$
、 $\varphi$ が凹凸に関する条件を満たすとき、定理 2.2,

命題 4.2などから Hardy Littlewood の極大不等式が成り立っ。

定理 4.7. 連続関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ は凹で $\varphi(0)=0,\varphi(1)=1$ で strongly semi convex で

あるとする。
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ファジイ測度を $\mu=\varphi 0\lambda$ で定めると $f\in \mathcal{F}(X)$ に対して、 ある定数 $C$ が存在し、

任意の $\alpha>0$ に対して次の不等式が成り立つ。

$\mu(\{x|M_{\mu}f(x)>\alpha\})\leq\frac{C}{\alpha}(C)\int fd\mu.$

5 終わりに

ここでは、 歪められた Lebesgue測度に関する Choquet積分について、いくつかの結果を

示した。 ここで得られた極大不等式と Chebychev の不等式から、微分定理が成り立つこ

とが予想される。 そのとき、重み関数 $\varphi$ の満たすべき条件を探るのが当面の課題である。
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