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1 導入

前世紀中ごろに Shannon によって通信理論の数学的基礎が確立されて以降，通信技術
を含む情報処理に革新的進歩が起き，その技術が浸透することで生活基盤を支える大きな
影響力をもつまでに至った。今世紀では，より安全な暗号技術の実装や通信データの大容
量化が実用上の観点からの通信理論および技術の課題となってぃる。 物理学者にこれらの
問題に関与する余地があるとすれば，通信技術の実装は物理的媒体にょってなされるとい
う事実を受け止め，物理的な通信媒体として物理的対象を研究することであろう。 量子論
的対象を情報処理に利用することを焦点とした「量子情報理論」はその一環の代表格であ
るといえる。量子情報理論では量子論の原理の利用と従来の情報理論の根幹の再認識・再
構成を土台とした新展開が理論と応用双方の課題となっている。 本稿では Shannon の創
始した情報理論の中心概念であるエントロピーの数学的量子論的な再検討を目論む。「物
理的な媒体を利用して情報処理を行う」という観点に整合するように，「近似・精度の厳
密な取扱い」 を数学的に保証することを本稿では目下の課題としてぃる。
以後，$\mathcal{X}$ を C $*$-代数とし，本稿で登場する $c*$-代数は単位的であると仮定する。そして，

$\mathcal{X}$ 上の状態 $\omega$ と。 任意の $\omega\in E_{\mathcal{X}}$ に対し，Hilbert 空間 $\mathcal{H}\omega$ , 単位ベクトル $\Omega_{\omega}\in \mathcal{H}_{\omega}$ と
$\mathcal{X}$ から $B(\mathcal{H}_{\omega})$ への表現 $\pi_{\omega}$ で $\omega(X)=\langle\Omega_{\omega}|\pi_{\omega}(X)\Omega_{\omega}\rangle,$ $\mathcal{H}_{\omega}=\pi_{\omega}(\mathcal{X})\Omega_{\omega}$ を満たす 3つ組
$(\pi_{\omega}, \mathcal{H}_{\omega}, \Omega_{\omega})$ ( $\mathcal{X}$ の $\omega$ に伴う GNS表現) を考察する。そして，$\mathcal{Z}_{\omega}(\mathcal{X})=\pi_{\omega}(\mathcal{X})"\cap\pi_{\omega}(\mathcal{X})’$

を von Neumann 代数 $\pi_{\omega}(\mathcal{X})"$ の中心と呼ぶ。

2 セクター，中心測度と冨田分解定理
状態 $\omega$ は自明な中心 $\mathcal{Z}_{\omega}(\mathcal{X})=\mathbb{C}1$ をもつとき，因子状態と呼び，因子状態の全体を $F_{\mathcal{X}}$

で表す。 2つの状態 $\pi_{1},$ $\pi_{2}$ は (直和にょる) 多重度を無視したユニタリー同値にあるとき準
同値であると呼ばれ，$\pi_{1}\approx\pi_{2}$ と表す。 因子状態の準同値類をセクター [11, 12, 13] と呼
ぶ。 各々のセクターはそれぞれ 1つの表現を単位としてつくられる直和表現によって構成
されており，セクターが異なればそこには繋絡作用素 (intertwiner) が存在しない (即ち無
縁 (disjoint) $)$

。 言い換えれば，2つの因子状態は準同値と無縁の二択の関係にあることが
知られていて，因子状態を基準とする観点からは準同値でないものは無縁であるが故にセ
クターが状態空間の基本単位であって，同時に表現のレベルに物理的操作的意味が生まれ
るのである。

量子論においてセクターはマクロに見て異なる構造の分類指標の一単位として用いられ
る。 一般化された純粋相および根源事象の統合概念であって，ミクロから創発する動的な
背景を持ちながら熱力学的な安定性に支えられており，マクロな一単位でありながら内部
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にミクロな動的構造を含んでいる。 とはいえ，このように定義されたセクターが現実的に
意味を持つためには，一般の状態が準備された状況からセクターを考察する状況への移行
が自然に行える必要がある。その根拠になるのが次の定理である。

定理 1(冨田分解定理 ([2] 参照)). $\mathcal{X}$ をひ-代数とし，$\omega$ を $\mathcal{X}$ 上の状態とする．次の 3つ
の集合に 1:1対応が存在する:
(1) 直交測度 $\mu\in \mathcal{O}_{\omega}(E_{\mathcal{X}})$ ;
(2) 可換 von Neumann 代数 $\mathfrak{B}\subseteq\pi_{\omega}(\mathcal{X})’$ ;
(3) $\mathcal{H}_{\omega}$ 上の射影作用素 $P$で，$P\Omega_{\omega}=\Omega_{\omega},$ $P\pi_{\omega}(\mathcal{X})P\subseteq\{P\pi_{\omega}(\mathcal{X})P\}’$ を満たす．
$\mu,$

$\mathfrak{B},$ $P$ は上の対応があるとき，次を満たす :
(i) $\mathfrak{B}=\{\pi_{\omega}(\mathcal{X})\cup P\}’$ ;
(ii) $P=[\mathfrak{B}\Omega_{\omega}]$ . ただし，$[\mathfrak{B}\Omega_{\omega}]$ は $\mathfrak{B}\Omega_{\omega}=\{B\Omega|B\in \mathfrak{B}\}$ から生成される $\mathcal{H}_{\omega}$ の閉部分空
間への射影である;
(iii) $\mu$ を $\hat{\mathcal{X}}$ 上の状態とみなすとき，

$\mu(\hat{X}_{1}\hat{X}_{2}\cdots\hat{X}_{n})=\langle\Omega_{\omega}|\pi_{\omega}(X_{1})P\pi_{\omega}(X_{2})P\cdots P\pi_{\omega}(X_{n})\Omega_{\omega}\rangle$ ; (1)

(iv) $\mathfrak{B}$ は次で定義される写像 $L^{\infty}(\mu)\ni f\mapsto\kappa_{\mu}(f)\in\pi_{\omega}(\mathcal{X})’$ の像に $*$ -同型である :

$\langle\Omega_{\omega}|\kappa_{\mu}(f)\pi_{\omega}(X)\Omega_{\omega}\rangle=\int d\mu(\rho)f(\rho)\hat{X}(\rho)$ (2)

そして，$X,$ $Y\in \mathcal{X}$ に対し

$\kappa_{\mu}(\hat{X})\pi_{\omega}(Y)\Omega_{\omega}=\pi_{\omega}(Y)P\pi_{\omega}(X)\Omega_{\omega}$ (3)

が成立する．

$\mathfrak{B}$ として中心 $\mathcal{Z}_{\omega}(\mathcal{X})$ の部分 von Neumann代数に対応する直交測度を $\omega$ の準中心測度
と呼び，$\mu_{\mathcal{B}}$ もしくは濟 $\omega$ で表す。特に，$\mathfrak{B}$ が中心である場合に対応した直交測度を中心

測度と呼び，$\mu_{\omega}$ もしくは伽で表す。任意の $\Delta\in \mathcal{B}(E_{\mathcal{X}})$ に対し，2つの正値線型汎関数

$\int_{\Delta}d\mu(\rho)\rho, \int_{E_{\mathcal{X}}\backslash \Delta}d\mu(\rho)\rho$ (4)

が無縁になる $\mu\in \mathcal{O}_{\omega}(E_{\mathcal{X}})$ は準中心測度である場合に限られ，また，状態の因子状態への
分解を与えるのは中心測度のみであることが知られている [2]。それ故，物理的状況実験
設定を指定することに対応した状態 $\omega$ を与えるごとに，その状態の中心測度 $\mu_{\omega}$ を考察す
ることで指定された状態で関与するセクターを事後的に了解することができるのである。
セクター理論の基本的な応用先として測定過程があり，(準) 中心測度を主軸に据えること
で Born の公式を導出可能となる [15, 17]. このように，セクター概念と (準) 中心測度は
従来の理論に新たな知見を与えることも可能であり，しかも，セクター概念を積極的に解
析する契機となった DHR-$DR$理論での利用も同じ文脈で扱えるが故に本稿で議論したセ
クター概念は量子論の中心概念足りうる。次章ではその統計的側面を説明しよう。
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3 日合・大矢・塚田の定理と大偏差原理
定理 2(日合・大矢・塚田の定理). $\varphi,$

$\psi$ それぞれを $\mu,$ $\nu$ を重心測度とする $\mathcal{X}$ 上の状態とす
る

$\circ$ $\mu,$ $v\ll m$ となる準中心測度 $m$ が存在ならば，$S(\varphi\Vert\psi)=D(\mu\Vert\nu)$。ただし，$S(\varphi\Vert\psi)$

は量子相対エントロピーで，$D(\mu\Vert\nu)$ は相対エントロピーである。

この定理は量子相対エントロピーをデータの確率分布にあたる各状態の準中心測度に対
する相対エントロピーで評価可能であることを示している。 この結果を用いれば次が示さ
れる [14, 16]:

$\bullet$ 合成系としての適切な測定の記述を行えば，Sanov の定理の量子版が成立し，量子
相対エントロピーはレート関数の役割を果たす。

$\bullet$ 2つの状態を比較できる測定 (通常の量子推定理論での POVM の最適化に相当) が
存在すれば，その測定を用いて Stein の補題や Chernoff限界等の，仮説検定の漸近
論を古典論の設定を利用して証明可能である。 このとき，量子相対エントロピーが
現れる。

4 エントロピー論の定式化

4.1 量子エントロピーに関わる諸問題

今後，$c*$ -代数 $\mathcal{X}$ は可分であると仮定する。 [19, 7] に従って量子情報理論ではすっか
りお馴染みの von Neumann(-Narnhofer-Thirring) エントロピー (von Neumann(-
Narnhofer-Thirring) entropy) を一般の $c*$-代数上で定義する :

定義 3 (von Neumann(-Narnhofer-Thirring) エントロピー). $c*$ -代数 $\mathcal{X}$ 上の任意の状態 $\omega$

に対して，$\omega$ のエントロピー $S(\omega)$ を次で定める :

$S( \omega)=\sup\{\sum_{j\in J}\lambda_{j}S(\omega_{j}\Vert\omega)\}$
. (5)

ただし，$\sup$ は $\omega$ の有限 (もしくは可算) 個の状態族 { $\omega$j}j $\in J$への状態の分解 $\omega=\sum_{j\in J}\lambda_{j}\omega_{j}$

の取り方に対してとっている。

量子相対エントロピーの統計的意味は前章で与えられていることに注意しよう。 von
Neumann エントロピーに対して次の決定的な結果が知られている [10] :

定理 4. (1)

$S( \omega)=\inf\{-\sum_{j\in J}\lambda_{j}\log\lambda_{j}\}$
. (6)

ただし，inf は $\omega$ の有限 (もしくは可算) 個の状態族 $\{\omega\ovalbox{\tt\small REJECT}$. $\}$j $\in J$への状態の分解 $\omega=\sum_{j\in J}\lambda_{j}\omega_{j}$

の取り方に対してとっている。そして，$\omega$ が純粋状態の可算個の凸結合で表せないならば，
$S(\omega)=\infty.$

(2) $\mathcal{M}$ が II 型もしくは III型の因子環ならば，任意の $\omega\in E_{\mathcal{M}}$ に対し，$S(\omega)=\infty.$
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それゆえ，もし von Neumannエントロピーを Shannonエントロピーの非可換版だと捉
えるならば，以下のような理解をするべきである:

けれども，光を用いた通信等の観点からは von Neumannエントロピーがそれほど有用で
ないとしても，無限自由度系である電磁場の量子論的記述に踏み込むならば無限自由度系
にも適用可能なエントロピーを定義し利用するのが妥当であろう。

注意 5. 微分エントロピーを用いればよいと考えるかもしれないが，特定の測度を固定し
て，その測度で押さえられる測度のみが対象になる。しかし今のところ押さえる測度の定
め方に関する根拠になる議論はないので，微分エントロピーに関しては本稿では触れない
ことにする。

今後の方針をまとめておこう:

方針 6. 現実的かつ有意なエントロピーを定義し，von Neumann エントロピーをはじめ
とした過去の研究で定義されている各エントロピーに意味と適用条件を与える。

新しいエントロピーを導入する前に基本的な復習をする。 Shannon エントロピー $H(\mu)$

の妥当性は

1. McMillan の定理 ( $+$ Ornstein の定理)

2. Shannon の第一定理，Shannon の第二定理

に基づくデータ圧縮 (物理的には増幅過程とも関連) の理論にあることを思い出そう。特
に，Shannon エントロピーは定常時系列という力学系に対する K-$S$ エントロピーの一形

態と解釈できる。つまり，生成されたデータの系列に備わったエントロピーであり，マク
ロ化されて意味を持つデータの利用に他ならない。量子系においてはセクターを抽出する
状況と適合しており，そのような観点から次の冨田エントロピー (Tomita entropy) を定
義する:

定義 7 (冨田エントロピー). 中心 $\mathcal{Z}_{\omega}(\mathcal{X})$ の任意の von Neumann部分代数 $\mathfrak{B}$ に対して，

$S_{\mathfrak{B}}(\omega)=\{\begin{array}{ll}H(d^{\mathfrak{B}}\omega) , (\mathfrak{B}\cong l^{\infty}(S), |S|\leq\aleph_{0}) ,+\infty, otherwise.\end{array}$ (7)

と定義する。 この量を冨田エントロピーと名付ける。

注意 8. 冨田エントロピー $S_{\mathfrak{B}}(\omega)$ はより一般に，可換 von Neumann代数 $\mathfrak{B}\subseteq\pi_{\omega}(\mathcal{X})’$ に

対し定義可能である。
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4.2 冨田エントロピーと $S$-エントロピー

冨田エントロピーは以下の性質を持っ:

命題 9. (1) $S_{\mathfrak{B}}(\omega)\geq 0.$

(2) $\mathfrak{B}_{1}\subseteq \mathfrak{B}_{2}$ ならば，$S_{\mathfrak{B}_{1}}(\omega)\leq S_{\mathfrak{B}_{2}}(\omega)$ .
(3)

$S_{\mathfrak{B}}(\lambda\omega_{1}+(1-\lambda)\omega_{2})\leq\lambda S_{\mathfrak{B}}(\omega_{1})+(1-\lambda)S_{\mathfrak{B}}(\omega_{2})$ .

(4) $\mathfrak{B}_{1}\subseteq \mathcal{Z}_{\omega_{1}}(\mathcal{X}),$ $\mathfrak{B}_{2}\subseteq \mathcal{Z}_{\omega}2(\mathcal{X})$ ならば，
$S_{\mathfrak{B}_{1}\otimes \mathfrak{B}_{2}}(\omega_{1}\otimes_{\min}\omega_{2})=S_{\mathfrak{B}_{1}}(\omega_{1})+S_{\mathfrak{B}_{2}}(\omega_{2})$ .

(2) は Shannon-Khinchin公理系の条件の一つから示される。 冨田エントロピーは測定
過程と定常時系列という 2つの力学系の合成に対する不変量と解釈可能。 冨田エントロ
ピーの欠点は通常 $\omega$ を固定してしか議論できないところ。他のエントロピーとの橋渡し
することでこの欠点をクリアする。

[8] で定義された $\mathcal{S}$-エントロピー $S^{5}(\varphi)$ を用いることで，一つの状態 $\omega$ 以外の関連のあ
る状態に対しても考察可能な展望が開ける。

定義 10 ($\mathcal{S}$-エントロピー). $S$ を $E_{\mathcal{X}}$ の弱 $*-$コンパクトな凸集合とし，$S$ の可算部分集合
に台を持つ $\varphi$ の重心測度の全体を $D_{\varphi}(S)$ で表す。 $\mathcal{S}$ -エントロピー $S^{S}(\varphi)$ を次で定める :

$S^{5}( \varphi)=\inf\{H(\mu)|\mu\in D_{\varphi}(S)\}$ . (8)

基準状態 $\omega$ と中心 $\mathcal{Z}_{\omega}(\mathcal{X})$ の部分 von Neumann代数 $\mathfrak{B}$ に対し，$S_{\omega}^{\mathfrak{B}}$ を次で定義する :

$S_{\omega}^{\mathfrak{B}}=$ conv.span.
$\bigcup_{\mathfrak{C}\subseteq \mathfrak{B}}suppd^{\mathfrak{C}}\omega$

(9)

ただし，$\mathfrak{C}\subseteq \mathfrak{B}$ は可換 von Neumann代数としての包含関係である。明らかに，$S_{\mathfrak{B}}(\omega)=$

$S^{S_{\omega}^{\mathfrak{B}}}(\omega)$ を満たす。 $\omega$ および $\mathfrak{B}$ を固定する状況が通信理論では通常仮定されるため，$\{\varphi\in$

$E_{\mathcal{X}}|S^{S_{\omega}^{\mathfrak{B}}}(\varphi)<\infty\}$ となる状態族は考察対象として自然で，古典通信理論の議論は此処ま
できて漸くなぞることが可能となる。古典的な通信理論では使用するアルファベットを一
度固定すればその起源を問わないが，物理系を利用する観点からはそのアルファベットを
変更する自由度を考慮するのは自然であって，固定することに如何に物理系を制御すべき
かが決まる。

4.3 von Neumann エントロピーの役割

前節の議論から，$S$ として $\mathcal{S}_{\omega}^{\mathfrak{B}}$ を想定する。 $S_{\omega}^{\mathfrak{B}}$ および $\mathcal{S}$-エントロピーの定義から次が
成立する:

$\mathfrak{B}_{1}\subseteq \mathfrak{B}_{2}\Rightarrow$ 「 $S_{\omega}^{\mathfrak{B}_{1}}\subseteq S_{\omega}^{\mathfrak{B}_{2}}$ かつ $S^{s_{\omega}^{\mathfrak{B}_{1}}}(\varphi)\leq S^{S_{\omega}^{\mathfrak{B}_{2}}}(\varphi)$」．(10)
この最も特別な場合として次の関係式が成立する:

命題 11(情報量の上限).
$S^{s}(\varphi)\leq S^{E_{\mathcal{X}}}(\varphi)=S(\varphi)$ . (11)
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すなわち，

von Neumannエントロピーは，$I$ 型環で記述される自由度に対する，
状態の純粋状態への (可算な) 分解に対応する $\mathcal{S}$-エントロピーの上限。

$($ユニタリー相互作用による $)$ 測定過程を考慮する場合も成立:

$S^{\mathfrak{B}}(T\varphi)\leq S(T\varphi)=S(\varphi)$ . (12)

ただし，$T\varphi=(\tilde{\varphi}\otimes\psi)(\alpha((\pi_{\omega}\otimes id)(\cdot))),$ $\alpha$ は合成系の物理量代数の自己同型写像，$\psi$ は

$S(\psi)=0$ を満たす測定器の物理量代数上の状態である。

結論

精度を与えるごとの基準状態における冨田エントロピーが，その精度と基準状態から
それほど遠くない状況で考察可能な状態族における $\mathcal{S}$-エントロピーが Shannon エン
トロピーを考察する状況に対応する。 そのうえで，von Neumann エントロピーは冨
田エントロピーおよび $\mathcal{S}$-エントロピーの上限を与える。
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