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補完的という概念は 1960年代にすでに登場していたが，数学的に補完的部分環の
厳密な定義が与えられたのは 2000年代に入ってからである．補完的とは，2つの情
報があったときに，一方の情報からもう一方の情報につぃてなにも予測できないとい
うことであり，言い換えれば，2つの情報に重複がなく無駄がないということである．

2つの部分環が補完的であることの定義は，部分環から単位限の定数倍を除いた部
分が直交することである．本稿では，現在までに知られている補完的部分環の結果
と，それに関連する結果について考察する．

1 準備
$\mathcal{A}$ を有限次元ぴ環とする．すると $\mathcal{A}$ は $\oplus_{i=1}^{k}M_{n_{i}}(\mathbb{C})$ と同型になる．$\mathcal{A}$上のトレー

ス (対角成分の和をとるもの) を Trで表す．$\mathcal{A}$は，$A,$ $B\in \mathcal{A}$ に対して，

$\langle A,$ $B\rangle=$ Tr$(A^{*}B)$

とすることで，内積が定義され，ヒルベルト空間になる．

定義 1.1. $\mathcal{A}$ の (ユニタル $*-$) 部分環 $\mathcal{A}_{1},$ $\mathcal{A}_{2}$ が補完的であるとは，任意の $A_{1}\in \mathcal{A}_{1}$

と $A_{2}\in \mathcal{A}_{2}$ で，$Tr(A_{1})=Tr(A_{2})=0$ を満たすものに対して，

$R(A_{1}^{*}A_{2})=0$

を満たすときをいう．

注意 1.2. $\mathcal{A}_{1}$ と $\mathcal{A}_{2}$ が補完的であることと，$\mathcal{A}_{1}\ominus \mathbb{C}I\perp \mathcal{A}_{2}\ominus \mathbb{C}I$であることが同値で
ある．また，$E_{\mathcal{A}_{1}}$ と $E_{\mathcal{A}_{2}}$ をそれぞれ $\mathcal{A}_{1},$ $\mathcal{A}_{2}$ への条件付き期待値とするとき，

$E_{A_{1}} \circ E_{\mathcal{A}_{2}}=E_{\mathcal{A}_{2}}\circ E_{A_{1}}=\frac{1}{Tr(I)}Tr$

であることも，$\mathcal{A}_{1}$ と $\mathcal{A}_{2}$ が補完的であることと同値である．

本稿では，特に $\mathcal{A}=M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ の場合を考え，$M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ の部分環で，
補完的かつ $M_{n}(\mathbb{C})$ と同型なものがいくつ存在するかを考える．
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このような問題を考える動機の 1つは，状態トモグラフイーと呼ばれる，状態の決
定問題にある．まず，$\rho$ を $M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ 上の状態 (もしくは密度行列) とする．こ
のとき，$M_{n}(\mathbb{C})$ と同型な部分環の情報から，$\rho$ を決定することを考える．1つ目の部
分環から得られる情報は，部分トレース $Tr_{1}$ を使って，$\rho_{1}=Tr_{1}(\rho)$ で与えられる．2
つ目の部分環から得られる情報は，同じく部分トレース $Tr_{2}$ を使って，$\rho_{2}=Tr_{2}(\rho)$
である．これら $\rho_{1},$ $\rho_{2},$ $\ldots$ を使って，$\rho$ を決定したいが，このためにどのような部分
環を用いれば，最適な予測ができるかが問題になる．実は，このためにはこれらの部
分環が補完的であり，かつ $M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ 全体を張る場合が最適となることが知ら
れている．そのため，$M_{n}(\mathbb{C})$ と同型であり，かつ補完的な部分環で $M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$

を分割できるかを考える必要がある．
もう 1つの動機は，MUB (mutually unbiased bases) との関連性である．ヒルベル
ト空間 $\mathbb{C}^{n}$ の正規直交基底 (ONB) $\{\phi_{i}\}$ と $\{\psi_{j}\}$ は，任意の $1\leq i,j\leq n$ に対して，

$| \langle\phi_{i}, \psi_{j}\rangle|=\frac{1}{\sqrt{n}}$

を満たすとき，MUB であるという．ここで，$ONB\{\phi_{i}\}$ から自然に導かれる可換環を
$\mathcal{A}_{1}$ とする．すなわち，

$\mathcal{A}_{1}=$ span $\{|\phi_{i}\rangle\langle\phi_{i}| : 1\leq i\leq n\}$

である．ただし，$x,$ $y,$
$z\in \mathbb{C}^{n}$ に対して，$|x\rangle\langle y|z=\langle y,$ $z\rangle x$ である．このとき，次の定

理がいえる．

定理 1.3. 2つの ONB $\{\phi_{i}\}$ と $\{\psi_{j}\}$ が MUB であることと，これらの ONB から自然
に導かれる可換環 $\mathcal{A}_{1}$ と $\mathcal{A}_{2}$ が補完的であることは同値である．

$\mathbb{C}^{n}$ の中に MUB がいくつ存在するかという問題は 1980年代から議論されており，
部分的な結果として，$n$ が素数のべき乗の場合 $n+1$ 個の MUB が存在することが知
られている．このとき，$n+1$ 個の補完的な部分環によって $M_{n}(\mathbb{C})$ が張られることも

知られている．しかし，$n$ が素数のべき乗でない場合には，MUB の最大個数は知ら
れていない．一番簡単なのは $n=6$ の場合であるが，この場合でも，最大個数が 3個
であるという予想はあるものの，証明はされていない．補完的な部分環を考察するこ
とで，MUB の最大個数を考えるというのが，本研究のもう 1つの動機である．

2 補完的部分環
$M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ の中の $M_{n}(\mathbb{C})$ と同型であり，かつ補完的な部分環を考えてみる．
まずは次元を考えてみると，$M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ から $\mathbb{C}I$ を除いた空間の次元は $n^{4}-1$

であり，$M_{n}(\mathbb{C})$ から $\mathbb{C}I$ を除いた空間の次元は $n^{2}-1$ である．このことから，補完的
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な部分環が $n^{2}+1$ 個存在すれば，それらによって $M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ が張られることが
わかる．言い換えれば，$M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ はこれらの補完的な部分環によって分割さ
れることがわかる．

まずは，$n=2$ の場合を考えてみる．$M_{2}(\mathbb{C})$ のパウリ行列を

$\sigma_{1}=\{\begin{array}{ll}0 11 0\end{array}\}, \sigma_{2}=\{\begin{array}{l}0-i0i\end{array}\}, \sigma_{3}=\{\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array}\}$

によって定義する．また，$\sigma_{0}=I$ とおく．このとき，$\{\sigma_{i}\}_{i=0}^{3}$ は $M_{2}(\mathbb{C})$ の直交基底で
あり，かっ

$\sigma_{1}\sigma_{2}=i\sigma_{3}, \sigma_{2}\sigma_{3}=i\sigma_{1}, \sigma_{3}\sigma_{1}=i\sigma_{2}$

を満たす．これらの性質から，以下の 4つの部分環は $M_{2}(\mathbb{C})$ と同型な補完的部分環
になる :

span $\{I, \sigma_{0}\otimes\sigma_{1}, \sigma_{1}\otimes\sigma_{2}, \sigma_{1}\otimes\sigma_{3}\},$

span$\{I, \sigma_{2}\otimes\sigma_{1}, \sigma_{0}\otimes\sigma_{2}, \sigma_{2}\otimes\sigma_{3}\},$

span$\{I, \sigma_{3}\otimes\sigma_{1}, \sigma_{3}\otimes\sigma_{2}, \sigma_{0}\otimes\sigma_{3}\},$

span$\{I, \sigma_{1}\otimes\sigma_{0}, \sigma_{2}\otimes\sigma_{0}, \sigma_{3}\otimes\sigma_{0}\}.$

ここで，5個の補完的な部分環があれば，$M_{2}(\mathbb{C})\otimes M_{2}(\mathbb{C})$ の分割が得られるわけであ
るが，上記の 4つに含まれない部分を考えると，

span$\{I, \sigma_{1}\otimes\sigma_{1}, \sigma_{2}\otimes\sigma_{2}, \sigma_{3}\otimes\sigma_{3}\}\simeq \mathbb{C}^{4}.$

となり，$\mathbb{C}^{4}$ と同型になってしまう．実際，$n=2$ の場合は，$M_{2}(\mathbb{C})$ と同型な補完的
部分環の最大個数が 4であることが以下の定理からわかる．

定理 2.1. [5] $\mathcal{A}$ が $M_{2}(\mathbb{C})$ と同型な $M_{2}(\mathbb{C})\otimes M_{2}(\mathbb{C})$ の部分環であり，$M_{2}(\mathbb{C})\otimes I$ と補
完的であれば，

$\dim(\mathcal{A}\cap I\otimes M_{2}(\mathbb{C}))\geq 2$

が成り立つ．

この定理から，直ちに次が導かれる．

定理 2.2. [5] $M_{2}(\mathbb{C})$ と同型な $M_{2}(\mathbb{C})\otimes M_{2}(\mathbb{C})$ の補完的な部分環の最大個数は 4個で
ある．
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MUBや補完的部分環の存在を示す場合には，具体的に構成する証明方法が一般的
である．一方で存在しないことを示すのはなかなか難しい．例えば，先に説明した

$\mathbb{C}^{6}$ の MUB の最大個数の問題であるが，これを全てパラメータ表示しようと考える
と，単純計算で約 63個の変数が必要になる．ここから，連立方程式を作り，その解
が存在しないことを示すことはかなり困難である．そのため，存在しないことを示し
た定理は意外に少ない．その意味で，この定理は価値のある結果である．
なお，$n$ が 2のべき乗の場合には次の定理が知られている．

定理 2.3. [4] $n$ が 2のべき乗のとき，$M_{2}(\mathbb{C})$ と同型な $\otimes^{k}M_{2}(\mathbb{C})$ の補完的部分環が
$\frac{4^{k}-1}{3}-1$ 個存在する．

ここで，$M_{2}(\mathbb{C})$ と同型な $\otimes^{k}M_{2}(\mathbb{C})$ の補完的部分環が $\frac{4^{k}-1}{3}$ 個存在すれば，$\otimes^{k}M_{2}(\mathbb{C})$

を分割できるのであるが，$\frac{4^{k}-1}{3}$ 個存在するかどうかは，$k=2$ の場合を除いて未解決
である．

次 $\iota$こ，$n$ が 2以外の素数の場合を考えよう．この場合も，$M_{n}(\mathbb{C})$ の一般化パウリ

行列

$W=\{\begin{array}{lllll}1 0 0 00 \lambda 0 \cdots 00 0 \lambda^{2} 0| | | |0 0 0 .\cdot \lambda^{p-1}\end{array}\}, S=\{\begin{array}{llllll}0 0 0 .\cdot 0 11 0 0 \cdots 0 00 1 0 \cdots 0 0| | | \ddots | |0 0 0 \cdots 1 0\end{array}\}$

を使った構成方法を考える．まず，$-R\{b$パウリイ/$T$-p$\ovalbox{\tt\small REJECT}$」は以下の#gを持つ :

$\bullet S^{n}=W^{n}=I$

$\bullet$ $\{S^{i}W^{j}\}_{0\leq i,j\leq p-1}$ は $M_{n}(\mathbb{C})$ の直交基底である．

$\bullet SW=\lambda^{-1}WS$

$\bullet S^{k_{1}}W^{\iota_{1}}S^{k_{2}}W^{k_{2}}=\lambda^{l_{1}k_{2}}S^{k_{1}+k_{2}}W^{l_{1}+l_{2}}$

$\bullet$
$S^{k_{1}}W^{\iota_{1}}$ と $S^{k_{2}}W^{\iota_{2}}$ が可換であるための必要十分条件は

$k_{1}l_{2}=k_{2}l_{1} (mod p)$

である．

さらに，次の補題が示せる．

補題 2.4. $S^{i_{1}}W^{j_{1}}\otimes S^{k_{1}}W^{l_{1}}$ と $S^{i_{2}}W^{j_{2}}\otimes S^{k_{2}}W^{\iota_{2}}$ が可換ではないとき，

$C^{*}(S^{i_{1}}W^{J\iota}\otimes S^{k_{1}}W^{\iota_{1}}, S^{i_{2}}W^{j_{2}}\otimes S^{k_{2}}W^{l_{2}})$

は $M_{n}(\mathbb{C})$ と同型である．
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この補題を用いて，$M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ における一般化パウリ行列の分割を考えると，
次の定理が示せる．

定理 2.5. [3] $M_{n}(\mathbb{C})\otimes M_{n}(\mathbb{C})$ は，$n$ が 2以外の素数のとき，$n^{2}+1$ 個の $M_{n}(\mathbb{C})$ と同
型な補完的部分環によって分割される．

また，この定理をさらに一般化し，次の定理を示すことができる．

定理 2.6. [3] $\otimes^{k\ell}M_{n}(\mathbb{C})$は，$n$ が 2以外の素数のべき乗のとき，$\frac{n^{2k\ell}-1}{n^{2k}-1}$ 個の $\otimes^{k}M_{n}(\mathbb{C})$

と同型な補完的部分環によって分割される．

最後に本研究に関する参考文献を挙げておく．MUB 問題については [1,2,6,7] に，
補完的部分環については [3,4,5] に詳しい説明があり，本稿では省略した証明も，こ
れらの論文に載っている．
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