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1 はじめに

結晶表面には，特に低温の場合ファセットと呼ばれる平らな面が現れる．成長してぃく

結晶のファセット面の動きを記述するモデルはいくつかあるが，強特異拡散方程式で与え

られる熱力学的巨視的モデルはその一つである．

拡散項が非線形の偏微分方程式の中で「拡散係数」が無限になり得る拡散方程式を特異

拡散方程式という．この中でさらに，方程式の解の時間変化率が非局所的な量で決まる場

合を強特異拡散方程式 (very singular diffusion equation) と呼ぶことにする．

典型的な具体例として，全変動流方程式

$u_{t}= div(\frac{\nabla u}{|\nabla u|}) , x\in R^{n}, t>0$

がある．その 1次元版は

$u_{t}=$ $($ sgn $u_{x})_{x},$ $x\in R,$ $t>0$

である．この方程式は，形式的にはディラック関数を用いて

$u_{t}=2\delta(u_{x})u_{xx}$

と表される．拡散係数は非有界であるだけではなく，傾きゼロの面以外では拡散はなく退

化している．ここで $u_{t}=\partial u/\partial t,$ $u_{x}=\partial u/\partial x,$ $\nabla u=(\partial_{x_{1}}u, \ldots, \partial_{x_{n}}u),$ $\partial_{x_{i}}u=\partial u/\partial x_{i}$ と

いう記法を用いている．

結晶表面の蒸発凝固モデルとして

$u_{t}= div(\frac{\nabla u}{|\nabla u|})+qdiv(|\nabla u|\nabla u)$

$*$

日本学術振興会科学研究費補助金基盤研究 (S) 21224001, 基盤研究 (A) 24234015の補助にょる．

数理解析研究所講究録
第 1854巻 2013年 33-56 33



がよく用いられている [S]. ただし $u=u(x, t)$ は平面の点 $x$ における高さを表す関数であ

る．また $q$ は正定数である．この方程式は，エネルギー

$E(u)= \int_{T^{2}}(|\nabla u|+\frac{q}{3}|\nabla u|^{3})dx$

の $L^{2}$ 勾配流とみなせる．ただし $T^{2}$ は 2次元の平らなトーラスとする (方程式に周期境

界条件を課している). しかし，半導体の表面のように蒸発凝固ではなく，ただ分子が

表面上を拡散していくような表面拡散を主とする現象に対しては

$u_{t}=- \Delta(div\frac{\nabla u}{|\nabla u|}+qdiv(|\nabla u|\nabla u))$ (1.1)

なる 4階のモデルが提唱されている [S]. これは $E$ の $H^{-1}$ の勾配流とみなせる保存系で

ある．

また単結晶の成長モデルとして，時刻 $t$ での結晶表面 $\Gamma_{t}$ (閉曲面とする) に対する曲率

流方程式がしばしば用いられている．その具体形は

$V=M(\vec{n})(\kappa_{\gamma}+\sigma)$ $(\Gamma_{t}$ 上 $)$ (1.2)

で与えられる．ここで $V$ は外向き単位法ベクトル $\vec{n}$ 方向の法速度で，$M$ は $\vec{n}$ にのみよる

正関数で動的係数，$\kappa_{\gamma}$ は後述の異方的平均曲率，$\sigma$ は空間変数 $x$ と時間変数 $t$ のみによる

正の関数でとりあえず既知とする．ファセット面は $\kappa_{\gamma}$ が強特異拡散的になっていること

によると考えられるが，結晶成長学界では必ずしも標準的な考え方ではない．一方で，2

次元 (つまり $\Gamma_{t}$ が曲線) の場合を中心に $\kappa_{\gamma}$ をクリスタライン曲率とした数値計算の例は

多い．

これらの問題で困難な点は，何をもって方程式の解とみなすかが非自明であることから

生じる．実際，表面拡散による 4階の問題では，現状では非線形半群論の枠組で解析でき
るもの以外は手がつけられていない状況である．表面拡散型の強特異拡散方程式 (1.1) に

ついて，$q=0$ の場合も含めて，その解の挙動については [GG10], [GK] を参照のこと．

一方，単結晶の成長モデルである (1.2) について，動的係数 $M$ と表面エネルギー密度

$\gamma$ の異方性の役割がしばしば混同されている．この小論では表面エネルギー密度 $\gamma$ から定

まるウルフ図形が原点を中心とする正凸多角形の場合 (第 2節参照), 結晶サイズが成長

限界サイズより少しだけ大きい場合に，有限時間でこのウルフ図形と同じ向きを持つ凸多

角形が現れることを直観的な議論で示す．厳密な説明は [GG12] を参照してほしい．

34



2 巨視的モデル

雪結晶の成長を記述するモデルとして，ギブズ・トムソン効果や動的効果を含めたステ

ファン型のモデルがある．もちろんセルオートマトルに基づく微視的なモデル $[GrGr]$

もあるが，ここでは巨視的モデルであるステファン型のモデルを考える．

まず $\kappa_{\gamma}$ の定義を振り返る．これは形式的には

$\kappa_{\gamma}=-div_{\Gamma}(\nabla_{p}\gamma(\vec{n}))$ (曲面 $\Gamma$上)

で与えられる．$\gamma$ は $R^{3}$ 上定義された正斉次 1次凸関数，$\nabla_{p}\gamma$ はその勾配，$div_{\Gamma}$ は曲面 $\Gamma$

上の表面発散作用素である [G06]. $\gamma$ の球面 $S^{2}$ 上での制限 $\gamma_{0}$ を表面エネルギー密度と呼

ぶ．通常 $\gamma_{0}>0$ と仮定する．$\gamma(p)=|p|$ の場合 $\kappa_{\gamma}$ は通常の $\vec{n}$ 方向の平均曲率 (の 2倍)

$\kappa=-$ divr充に他ならない．
$\gamma$ が (原点以外で) $C^{1}$ にならない場合が (2.3) が特異拡散方程式になる．この場合はそ
の数学解析はあまり進んでいない．$\gamma$ が $R^{n}$ で定義されているとして，そのフランク図形を

Frank $\gamma=\{p\in R^{n}|\gamma(p)\leq 1\}$

とするとウルフ図形はその極集合として与えられる．すなわち

$Wu1ff\gamma=\{x\in R^{n}|h(x)\leq 1\}=:W_{\gamma}$

$h(x)= \sup\{x\cdot p|p\in$ Frank $\gamma\}$

と定義される．んは Frank $\gamma$ の台関数と呼ばれている．Frank $\gamma$ が凸多面体のとき $\gamma$ をク

リスタライン エネルギーと呼ぶ．$\gamma$ が $C^{1}$ 級にならない典型的な例である．

次に $\Omega_{t}$ を結晶の外側の部分とする．数学的には時間 $t$ に依存する $R^{3}$ 内の外部領域で

あるとする．この中で気相内を水分子が拡散し，気体として留まれない余剰分が結晶面

几 $=\partial\Omega_{t}$ に取り込まれていく．この過剰水分子濃度については (線型の) 拡散方程式で

記述されるが，拡散係数が十分大きいとした準平衡近似をすることにょり，ラプラス方程

式を考えることが多い．$\Gamma_{t}$ 上では取り込まれた水分子は氷になるわけであるが，取り込
まれた分だけ結晶面は前進することになる．ここで質量が保存することを要求する条件が

ステファン条件である．物理的係数をすべて正規化し，1とすると

$-\triangle\sigma=0$ $($於 $\Omega_{t})$ (2.1)

$V=\partial\sigma/\partial\vec{n}$ $(\Gamma_{t}$上 $)$ (2.2)
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となる．ここで $\sigma$ は過飽和度といい，過剰な水分子の濃度を正規化したものである．$\Gamma_{t}$ の

単位法ベクトル $\vec{n}$ は $\Omega_{t}$ から見ると内向きで，結晶の成長していくほうに向いている．こ

れにさらに結晶表面への分子の取り込まれ方 (動的効果), および曲がってくるとまつす

ぐになるとする性質を考慮したいわゆるギブストムソン効果 (曲率の効果) を含めると

$V=M(\vec{n})(\kappa_{\gamma}+\sigma)$ $(\Gamma_{t}$上 $)$ (2.3)

を $\Gamma_{t}$ 上で要求することになる．( $M$ や $\gamma$ は既知とする．)

$(2.1)-(2.3)$ にさらに空間無限遠での条件

$\sigma(x)arrow\sigma$
。 (2.4)

を課し，結晶形についての初期条件

$\Omega_{t}|_{t=0}=\Omega_{0}$ (2.5)

を課した問題を，ギブストムソン効果 (または表面張力効果) と動的過冷却効果を含め

たステファン問題の準平衡近似という．水内の氷の成長の場合は，結晶の外に水分子がた

くさんあり，結晶の成長の主な駆動力は温度勾配であるが，雪結晶のような気相成長の場

合は結晶成長の主な駆動力は濃度である．動的過冷却効果という理由は，もともと $\sigma$ が

温度の場合につけられた名称である．(2.3) のかわりに $M(\vec{n})=\infty$ として形式的に求まる

$\kappa_{\gamma}+\sigma=0$ が，いわゆる古典的なギブス トムソン条件である．(2.3) のかわりに $\Gamma_{t}$ 上で $\sigma$

の値を既知とした問題は古典的ステファン問題で，特に (2.1) がラプラス方程式の場合は

ヘールショ一問題とも呼ばれる．また結晶の内部では方程式を仮定していないので「1

相問題」と呼ばれる．

解析学的な問題は与えられた $\sigma_{\infty}\in R,$ $\Omega_{0}$ に対して $(2.1)-(2.5)$ を満たす時間局所的な

解をただ一つ作れるかということである．2相問題で $\gamma$ が等方的の場合は $\kappa_{\gamma}$ は通常の平

均曲率となり，その時間局所可解性に対してはさまざまな結果が証明されている (例えば

[ES] $)$ . しかし $\gamma$ が異方的な場合は文献も限られてくる．滑らかな異方性を考察した 2相
問題については Elliott-Deckelnik の結果 [DE] が代表的である．そこではギブス トムソ

ン効果と動的過冷却効果の両方が考慮されている．また 1相問題の文献も限られてくる．

等方的 $\gamma$ で曲線に対する Mucha の結果がある [M06]. 一方，2相のステファン問題 $((2.1)$

のかわりに熱方程式を用いたもの) でギブストムソン効果および動的過冷却効果を加え

て解の存在問題を議論した文献は多い．最近の [PS] を参照すると，これまでの進展がわ
かる．これについても 1相問題となると意外に文献は少ない [Kn].

雪結晶の場合は $\gamma$ としてそのウルフ図形が六角柱のようなものを考える必要があるが，

$\gamma$ のウルフ図形が円柱であり，結晶形も円柱に限定すれば，その中では $(2.1)-(2.5)$ は時間
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局所的に可解であることがわかっている [GR02]. また，結晶が小さいうちは自己相似的
な成長があることもわかっている [GR05]. しかし平らな面 (ファセット面) 上の $\sigma$ は一定

とは限らないので，一般にはファセットのまま成長することは不可能であることもわかっ

ている [GR05].

一方，最近 Berrett-Garcke-N\"urnberg [BGNI], [BGN2], [BGN3] の進めてきた $(2.1)-(2.5)$

に対する新しい計算法は，(2.3) が特異拡散方程式になる場合も解をよく近似できている

ようにみえる．数値計算なので，R3または R2のかわりに結晶を含む有界領域で行い，そ

の境界で $\sigma$ の値の $\sigma_{\infty}$ を与えて計算しているが，問題の本質は同じである．彼らは 2次元，

3次元両方の場合を計算している．$\gamma$ のウルフ図形を六角柱とするなど，$\gamma$ や $M$ につい

ては [L] に従ってできるだけ現実に近い値を取るようにしている．その結果 [BGN3] では，

いわゆる温度と過飽和度による雪結晶の形状の変化を表した中谷ダイヤグラムを復元す

ることに成功している．過去に雪結晶のステファン問題による数値計算はいくつか試みら

れている．例えば横山 [Y] や横山-黒田 [YK] では $(2.1)-(2.5)$ において $\kappa_{\gamma}$ の項がない場合

について数値計算が行われた．しかし [BGN3] の方法では，$\kappa_{\gamma}$ がなければ動的係数 $M$ の

効果だけでは六角プリズム形となる $\Gamma_{t}$ は作れないと結論している．おそらく [Y] や [YK]

の数値計算法では，計算の近似方法の中に $\kappa_{\gamma}$ に対応する平滑化効果が入っているのであ

ると思われる．

Barrett らの計算はさまざまなことを示唆しているが，次の二つの点は，種結晶からご

く短い時間の結晶成長で典型的である．

(i) 丸い種結晶にはすぐ平らな面が表れ，

(ii) 短い時間で ( $\gamma$ のウルフ図形や $M$ を反映した) 多面体 (多角形) になる．

このことは，(2.3) の $\sigma$ が正既知定数とし，かつ Frank $\gamma$ が原点を中心とする正多角形

(Wulff図形もそうなる) ときに厳密に証明できる [GG12]. 次節以下でこの問題に対する

結果を述べる．

$\sigma$ が $x$ によるときの解析は自明でなく，[GG98] のようなグラフで曲線が表されている
場合にようやく比較定理などが示されるようになってきた [GGR]. $\sigma$ が定数の場合と異な

り，スピードがファセットの上で一定とはならずファセットが曲がり得ることが本質的に

困難な点である $[GG98a]$ . ただし結晶が小さいうちは $\sigma$ が定数でなくても曲がらないので

$[GR05]$ , 本稿の以下の考察と類似のことがおそらく $(2.1)-(2.5)$ の問題についてもいえる

と思われるが，その数学解析の道具はまだ十分整っていない．なお特異拡散方程式全般に
関しては [GOO], [G04] また本号の [GGP] が参考になる．また，特に高次元曲率流につい
ては [B] を参照するとよい．
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3 瞬間的ファセット形成と短時間での全ファセット化

本節では曲率流方程式 (1.2) (または (2.3)) を平面内で動く曲線に対して考える．$\gamma$ に

ついてはクリスタラインを仮定するが，$M$ については正値連続性のみを仮定する．仮定

をまとめて書くと

(A) Frank $\gamma$ は凸多角形で原点を内点に持つとする．また $M$ は $S^{1}$ 上の正値連続関数と

する．さらに $\sigma\in R$ は既知の定数とする．

この仮定のもと Frank $\gamma$ の頂点の位置ベクトル $\vec{q}$をその長さで割った $\vec{n}=\vec{q}/|$引の全体を
$\mathcal{N}$で表す．$\mathcal{N}$ の元の個数は Frank $\gamma$ の頂点の数に他ならない．$\gamma_{0}$ は $\mathcal{N}$の方向以外では滑

らかであるので，$\mathcal{N}$ を $\gamma$ の特異集合ということがある．$\vec{n}\in \mathcal{N}$を許容方向といい，$\vec{n}\in \mathcal{N}$

を法ベクトルとする (向きとする) 線分は許容ファセットと呼ぶ．Frank $\gamma$ の極集合であ

る Wulff $\gamma$ は，(A) の条件のもとでは凸多角形であるが，その辺はすべて許容ファセットで
あり，またその法ベクトル全体は $\mathcal{N}$ に等しい．

条件 (A) のもとでは [GGOl] の一般論により等高面法 [GO6] がこの場合にも拡張でき，任
意の有界な初期形状 $\Gamma_{0}$ に対して (1.2) の広義解が時間大域的に一意に存在することがわか

る．特に凸な初期曲線 $\Gamma_{0}$ からはいわゆる肥満現象が起きず凸の広義解 $\{\Gamma_{t}\}_{t\geq 0}$ が時間大

域的に存在することがわかる [GG12, Theorem 2.3]. もちろん，有限時刻で $\Gamma_{t}$ が空集合に

なる状況も許している．

定理 3.1 (瞬間的ファセット形成) [GG12, Theorem 2.4] $\gamma,$ $M,$ $\sigma$ に対して (A) を仮定す

る．初期曲線 $\Gamma_{0}$ を有界凸集合の境界とする．$\{\Gamma_{t}\}_{t\geq 0}$ を $\Gamma_{0}$ を初期値とする (1.2) の広義解

とする．このとき任意の許容方向に対して，その方向を向きとする許容ファセット (法ベ

クトルがその許容方向と同じ線分) が凸曲線几に $t\in(0, T_{*})$ 必ず存在する．ただし処は
$\Gamma_{t}$ の囲む面積が初めてゼロになる時刻とする．(そのような時刻がないときは $T_{*}=\infty$ と

約束する．)

この定理は $t=0$ の時点での $\Gamma_{0}$ にある許容方向を向きとする許容ファセットが存在しなく

ても，$t>0(t<T_{*})$ では $\Gamma_{t}$ にその方向を向きとする許容ファセットが必ず存在するとい

うことを主張している．またそのように生成されたファセットはずっと消えないことも主

張している．なお初期形状が多角形の場合，初期形状に含まれていない方向を向きとする

許容ファセットが瞬間的に生成されることは，クリスタライン流の場合はよく知られてい

る [GG98], [GGH], [Oc]. また設定は関数のグラフの場合であるが，必ずしもクリスタラ
インエネルギーでなくても，このような現象があることが示されている [M12], [MP12],

$[MP12a].$
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許容ファセット以外の辺のない凸多角形で，すべての許容方向と同じ向きを持つファ

セットを持つとき，許容凸多角形という．$M$ が “角を保つ条件 “ (後述) を満たしていれ

ば，対応する (1.2) の広義解 $\{\Gamma_{t}\}_{t\geq 0}$ はクリスタライン流に一致する [GGOI]. そのような

場合には，許容ファセットがずっと消えないことは古くから知られていた [AG], [T]. (最

近の進展については [I] を参照のこと．)

瞬間的にファセットが形成されることがわかったが，それでは有限時間で許容凸多角形

になれるのであろうか？ 特に全ファセット化するのであろうか．これについては $\sigma$ が正

で，初期の “結晶の形” $\Gamma_{0}$ が臨界ウルフ図形 $C$

$C=(1/\sigma)W_{\gamma}=\{x/\sigma|x\in W_{\gamma}\}$

を囲み，それに十分近い凸曲線であれば実際に起こることを示せる．なお臨界という理由

は $\partial C$ は (1.2) の定常解 (時間変動しない解) であり，それより小さいと縮み，それより
大きいと成長していくからである．

定理 3.2 (全許容ファセット化) (A) のほかさらに Frank $\gamma$ が正 $k$ 多角形でその中心が

原点であるとする．また $\sigma>0$ とする．$M$ については後述の条件 (M) が満たされている

とする．初期曲線 $\Gamma_{0}$ を $C$ を含む有界凸集合 $K_{0}$ の境界とする．$\{\Gamma_{t}\}_{t\geq 0}$ を $\Gamma_{0}$ を初期値と

する (1.2) の広義解とする．このとき几はある時刻 to 以後，時間に対して増加，すなわ
ち几は $\Gamma_{s}$ を $t>s(\geq t_{0})$ ならば必ず囲んでいる．さらに次がいえる．

(i) $\Gamma_{0}$ が $C$ の境界に十分近いとすると，$\Gamma_{t}$ はある時間区間 $[t_{1}, t_{2}]\subset(0, T_{*})$ で許容凸多

角形となる．

(ii) さらに $\Gamma_{0}$ と $M$ が $\gamma$ と同じ対称性 (つまり $Z_{k}$ 対称性) を持つとすると，この許容
凸多角形 $\Gamma_{t}$ は $\partial W_{\gamma}$ と時間区間 $[t_{1}, t_{2}]$ で相似である．すなわち $t$ に依存する正実数

$\mu(t)$ が存在して几 $=\mu(t)\partial W_{\gamma}$ となる．

(iii) さらに $M$ が $\gamma$ に $S^{1}$ 上比例すれば (条件 (M) は自動的に満たされ), $\Gamma_{t}$ は $\partial W_{\gamma}$ に

$t\geq t_{1}$ で相似である．

臨界Wulff図形に近い種結晶 $K_{0}$ は，やがて全部許容ファセット面で囲まれる許容凸多角

形になることを主張している．ここまでは $\gamma$ の効果が強く効いているといえる．実は時間
が十分たつと，その漸近形は

$(1/t)\Gamma_{t}arrow\sigma\partial W_{M} (tarrow\infty)$ (3.1)

39



となることがハフスドルフ距離の意味で知られている [IPS]. ここで $W_{M}$ は $M$ のWulff図

形で，$W_{M}= \bigcap_{|r\hslash|=1}\{x\in R^{n}|x\cdot\vec{m}\leq M(\vec{m})\}$で定義される．([IPS] では $\gamma$ が滑らかな場

合に述べられているが，[KG] で指摘しているようにその説明は $\gamma$ が特異な場合にも有効

である．なおこの結果に対しては条件 (M) は不要である．) このことは $W_{M}$ の辺の法ベク

トルが許容方向でない場合，非許容ファセットが表れることを示唆している．したがって

全許容ファセット状態は必ずしもずっと続くわけではない．(例えば $M\equiv 1$ の場合を考え

てみれば，漸近形 $\sigma W_{M}$ は円板である．) ただこの漸近形の結果 (3.1) は時間の分だけ縮小

してといった形で大変大ざっぱなものであり，細かい形状には注目していない．定理 3.1

によると，許容ファセットはずっと残っているとなっている，$t$ が非常に大きくなると $1/t$

倍 $\Gamma_{t}$ を縮小してしまえば許容ファセットは 1点に収束してしまうということが，例えば
$M\equiv 1$ とした場合起こりうることを (3.1) は主張している．実際の数値計算例が [KG] に

ある．

条件 (M) は非許容ファセットが (許容ファセットの長さが短いうちは) 生成されないた

めの十分条件で，5.2節で詳しく述べる．例えば，後述の $M$ の Frank図形が凸の場合はこ

の条件が満たされる．特に $M=\gamma$ や $M\equiv 1$ の場合には満たされる．

4 一般化されたクリスタライン流

定理 3.1, 定理 3.2を証明するために，初期凸曲線を多角形で近似し，その多角形を初

期値としたクリスタライン流と呼ばれる多角形の運動によりもとの問題の広義解を近似

する．そのような近似を可能とする一般的近似定理は [GG99], [GGOO], [GGOI] で確立さ

れている．この近似能力のためクリスタライン流による近似をクリスタラインアルゴリ

ズムと呼ぶこともある．その収束の度合についての研究もある $[GirK]$ , [Gir].

4.1 角 (カド) の保存条件とクリスタライン アルゴリズム

まず曲率項 $\kappa_{\gamma}$ のないハミルトンヤコビ方程式について考察する．$M$ を仮定 (A) を満

たす関数とし，$\sigma$ を正定数として方程式

$V=M(\vec{n})\sigma$ (4.1)

を考えよう．凸多角形体 $K_{0}$ を考え，その各辺 (ファセット) の向き (外向き単位法ベク

トル) を $\vec{m}_{1},$ $\ldots,\vec{m}_{r}\in S^{1}(r\geq 3)$ と $S^{1}$ 上を時計向きに回るように番号づけられていると

する．$\{\vec{m}_{j}\}_{j=1}^{r}$ を $\mathcal{M}$ とおく．この $S_{0}=\partial K_{0}$ を初期値として $(4.1)$ で動かしたとき，角度
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を保ったまま凸多角形として成長できるかどうかという問題を考えよう．まず次の初等幾

何的事実に注意しよう．

補題 4.1 向き $m\in S^{1}$ とパラメータ $h>0$ を持つ半空間

$H(m, h)=\{x\in R^{2}|x\cdot m\leq h\}$

を考える．$S^{1}$ 上の異なる 2点 $m_{1},$ $m_{2}$ が $m_{1}\cdot m_{2}>0$ を満たすとする．$S^{1}$ 上 $m_{1},$ $m_{2}$ を結

ぶ弧のうち短い弧上の点を $n$ とする．また $h_{1},$ $h_{2}>0$ とする．このとき

$H(m_{1}, h_{1})\cap H(m_{2}, h_{2})\subset H(n, h)$

となるための必要十分条件は

$h \geq\frac{1}{\sin\varphi}(h_{1}\sin\varphi_{1}+h_{2}\sin\varphi_{2})$ (4.2)

である．ここで $\varphi$ は $m_{1},$ $m_{2}$ のなす角 (ベクトル $m_{1}$ の偏角とベクトル $m_{2}$ の偏角との差の

絶対値 $<\pi),$
$\varphi_{l}$ は $m_{l}$ と $m$ のなす角を表す $(l=1,2)$ . (定義より $\varphi_{1}+\varphi_{2}=\varphi$ となる．)

なお $H(n, h)$ の境界が $H(m_{1}, h_{1})\cap H(m_{2}, h_{2})$ と 1点で交わるための必要十分条件は (4.2)
で等号が成立することである．

さて凸多角形体 $K_{0}$ (つまり $S_{0}=\partial K_{0}$ が凸多角形) に対して各辺が速さ $M(\vec{m}_{j})\sigma$ で $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

方向に伸ばしていって作られる図形を (4.1) の解と考えたいが，$M$ の $\mathcal{M}$ の外の値によっ

ては (広義) 解はカドが丸くなったり，新たな面が出現し得る．より正確に表現しよう．
$K_{0}$ を原点を含む有界凸多角形体とする．正のパラメータ $h_{1}^{0},$

$\cdots,$
$h_{r}^{0}$ を用いて半平面の

共通集合

$K_{0}= \bigcap_{j=1}^{r}H(\vec{m}_{j}, h_{j}^{0})$ (4.3)

と表される．$K_{0}$ の有界性より $\mathcal{M}$ を頂点とする多角形体が原点を内点に持つ．このとき

$K_{t}= \bigcap_{j=1}^{r}H(\vec{m}_{j}, h_{j}(t)), h_{j}(t)=h_{j}^{0}+M(\vec{m}_{j})\sigma t$ (4.4)

が (広義) 解になるかどうかが問題である．$M$ によっては $H(\vec{m}j, h_{j}(t))\cap H(\vec{m}j+1, h_{j+1}(t))$

のカドから $\mathcal{M}$ に属さない向きを持つ面が現れることがある．$\mathcal{M}$ に属さない向きが出現

しないための十分条件が補題 4.1より示せる．

補題 4.2 (カド保存条件) $M$ が各 $j(=1, \ldots, r)$ に対して

$M( \vec{m})=\frac{1}{\sin\varphi_{jj+1}}(M(\vec{m}_{j})\sin\varphi_{j}+M(\vec{m}_{j+1})\sin\varphi_{j+1})$ (4.5)
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を満たしているとする．ただし涜は鴫，$\vec{m}_{j+1}$ を結ぶ弧の上の点の単位位置ベクトル，

$\varphi jj+1$ は $m_{j},\vec{m}_{j+1}$ のなす正の角とし，吻は砺と涜，$\varphi_{j+1}$ は $\vec{m}_{j+1}$ と挽のなす正の角と

する．(この条件を 「カド保存条件」 という．) (ただし $m_{r+1}=m_{1}$ と約束する．) このとき

$\partial$瓦は (4.1) の $S_{0}=\partial K_{0}$ を初期値とする広義解である．

$\mathcal{M}$ の元のみを向きに持つどんな多角形 (凸とは限らない) に対しても，それを初期値

とする解に $\mathcal{M}$ 以外の向きが現れないための必要十分条件が (4.5) であることも補題 4.1よ

り従う．凸多角形に限定すれば (4.5) は単に十分条件となる．

ところで (4.4) では $K_{t}$ は凸多角形体であるが，その辺の数は減る可能性があることに
注意したい．

条件 (4.5) を幾何学的に表現するとわかりやすいので，$M$ を正斉次 1次に $R^{2}$ 上に拡張

する．拡張した関数も $M$ で表すと

$M(p)=|p|M(p/|p|_{1}^{\backslash }, p\neq 0$

と定義される．この $M$ の Frank 図形

Frank $M=\{x|M(x)\leq 1\}$

( $1/M$ の極図形でもあるが) を用いると (4.5) が幾何学的に表現される．

定理 4. $3$ $\mathcal{M}$ の元を頂点とする多角形体が原点を内点に含むとする．$M$ がカド保存条

件 (4.5) をすべてのカドで満たす必要かつ十分条件は，Frank $M$ が $M(\vec{m}_{j})\vec{m}_{j}(\vec{m}_{j}\in \mathcal{M})$

を頂点とする多角形体であることである．(ただし $M(\vec{m}_{j})\vec{m}_{j}$ のカドの角度は $\pi$ ともなり

得る．)

注意 (4.4) の解はある時刻から先では $M$ のウルフ図形 $W_{M}$ に現れる辺以外は消えてし

まうか，長さが一定以下にとどまる．この場合は (3.1) は直接示すことができる．

4.2 一般化されたクリスタライン流

次に (1.2) の $\Gamma_{t}$ を多角形に制限した運動を考えよう．通常は許容ファセットのみに制限
して考えることが多いが，ここではより一般化した多角形を扱う．$S^{1}$ 上の有限集合 $\mathcal{N},$ $\mathcal{M}$

に対して次を仮定する．

(B) $\mathcal{M}$ は $\mathcal{N}$ を含む $S^{1}$ に含まれる有限集合とし，$M$ は $\mathcal{M}$ に対して角の保存条件 (4.5)

を満たしているとする．(つまり Frank $M$ が $M(\vec{m}_{j})\vec{m}_{j}(\vec{m}_{j}\in \mathcal{M})$ を頂点とする多角
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形体であるとする (定理 4.3). $)$ $\mathcal{N}$ の元を頂点とする凸多角形体が原点を内部に含

むとする．

凸多角形体 $K_{0}$ が (4.3) で与えられているとする．ただし，各馬に対応するファセット
は長さが正とする．$V_{j}$ を $\vec{m}_{j}$ 方向の外向き法速度とする．このとき (1.2) の代わりに，次
の成長法則を満たす，凸多角形の発展形を考えよう．

$V_{i}=M( \vec{n}_{i})(\frac{-\Delta(\vec{n}_{i})}{L_{i}(t)}+\sigma) \vec{n}_{i}\in \mathcal{N}$ (4.6)

$V_{j}=M(\vec{m}_{j})\sigma \vec{m}_{j}\in \mathcal{M}\backslash \mathcal{N}$ (4.7)

ここで $\triangle(\vec{n}_{i})$ は鵡を向きとする $W_{\gamma}$ のファセットの長さとし，$L_{i}(t)$ は鴎を向きとする
$\partial K_{t}$ のファセットの長さとする．$-\triangle(\vec{n}_{i})/L_{i}$ が鵡方向のクリスタライン曲率と呼ばれる

量である．前節で見たように，砺を向きとするファセットは，時間の経過とともに途中
で消え得る．また $\mathcal{M}$ の対応する特定方向のファセットがない場合は，場合によって，そ

の方向のファセットが生えてくることもある．$M$ の効果のみによる新ファセット生成も

考えると記述が複雑になるので，時間発展によりできるだけ不変なクラスを考えたい．そ

のために若干の準備をする．

定義 4.4 ( $\mathcal{Z}$ に付随する凸包) 単位円 $S^{1}$ 上の 2点 $m_{1},$ $m_{2}$ に対して，$m_{1},$ $m_{2}$ の生成

する ( $\pi$ 未満の角の) 閉錐 $C(m_{1}, m_{2})$ を考える．すなわち $C(m_{1}, m_{2})=\{x\in R^{2}|x=$

$\mu(\lambda m_{1}+(1-\lambda)m_{2}),$ $0\leq\lambda\leq 1,$ $\mu\geq 0\}$ とする．$F$ を平面内の閉集合とする．このとき

$Fc(m_{1},m2)= CO(F\cap C(m_{1}, m_{2}))$

とおく，つまり $F\cap C(m_{1}, m_{2})$ の凸包を考える．次に $\mathcal{Z}=\{s_{j}\}_{j=1}^{r}\subset S^{1}$ とするとき

co $(F; \mathcal{Z})=\bigcup_{j=1}^{r}F_{C(s_{j},s_{j+1})}$

を $F$ の $\mathcal{Z}$ に付随する凸包という．ここで $Sj$ は $S^{1}$ 上時計回りに並べられ $s_{r+1}=s_{1}$ と約束

する．また $\mathcal{Z}$ の隣りあう 2 ベクトルのなす角は $\pi$ 未満とする．つまり $\mathcal{Z}$ を頂点とする多

角形体が原点を内点に持つとする．

定義 4.5 $\mathcal{Z}$ を $S^{1}$ の有限部分集合とする．$M_{Z}$ を

Frank $(M_{Z})=$ co (Frank $M;\mathcal{Z}$ )

となる正斉次 1次関数とおく．この $M_{Z}$ を $M$ の $\mathcal{Z}$ に付随する包という．さて $M$ が条件

(B) を満たすとする．(このとき $M_{\mathcal{M}}=M$ となる．) このとき $\mathcal{N}(\subset \mathcal{M})$ に対して $M_{\mathcal{N}}$ を
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考える (Frank $(M_{\mathcal{N}})=$ co (Frank $M;\mathcal{N})$ ). その Frank $(M_{\mathcal{N}})$ の頂点が $\pi$ 未満の頂点の方

向ベクトル全体を $\mathcal{M}_{\mathcal{N}}$ で表す．(定義より $\mathcal{M}_{\mathcal{N}}\subset \mathcal{M}$ となる．)

定義 4.6 (性質 G) $M,$ $\mathcal{M},$ $\mathcal{N}$ が条件 (B) を満たすとする．平面内の凸多角形体 $K$

が与えられ，その辺 (ファセット) の向き全体を $\mathcal{K}=\{\vec{m}_{1}, ,\vec{m}_{r}\}$ で表す．砺は時計
回りに番号づけられており，$\vec{m}_{r+j}=\vec{m}_{j}$ と表すことにする．$\mathcal{N}\subset \mathcal{K}\subset \mathcal{M}$ とする．ま

た $\mathcal{N}=\{\vec{n}_{1}, \cdots,\vec{n}_{k}\}$ と表し，鵡は時計回りに番号づけられており，$\vec{n}_{k+1}=\vec{n}_{1}$ と表す．

$i=1,$ $\cdots,$
$k$ に対して

$\mathcal{K}_{i}=C(\vec{n}_{i},\vec{n}_{i+1})\cap \mathcal{K}$

とおき

$\mathcal{K}_{i}=\{\vec{m}_{l},\vec{m}_{l+1}, \cdots,\vec{m}_{l+\mu+1}\}$

と表す．$\vec{m}_{\alpha},\vec{m}_{\beta}\in \mathcal{K}_{i}(\alpha<\beta)$ に対して

$M_{i,\alpha,\beta}=$ co $($ Frank $M\cap C(\vec{m}_{\alpha},\vec{m}_{\beta}))$

とおく．また $\mathcal{M}_{i,\alpha,\beta}$ は $M_{i,\alpha,\beta}$ の頂点が $\pi$ 未満の方向ベクトル全体とする．このとき $\mathcal{K}$ が

性質 $G$ を満たすとは，任意の $\alpha,$ $\beta\in\{l+1, \cdots, l+\mu\}(\alpha<\beta)$ に対し，$\mathcal{M}_{i,\alpha_{\}}\beta}\subset \mathcal{K}$ と

なっていることをいう．$(\mathcal{N}$ が空の場合，任意の $\vec{m}_{\alpha},\vec{m}_{\beta}\in \mathcal{K}$ に対して $\mathcal{M}_{i,\alpha,\beta}\subset \mathcal{K}$ となっ

ていることをいう．)

$\mathcal{N}$ が空で性質 $G$ を満たす凸多角形体を (4.1) で動かしていくと，その (広義) 解は，ファ
セットが消えることがあっても，新たなファセットが生じることはないことが容易にわか

る．また性質 G も保たれる．

この性質 G を満たす凸多角形体を (4.6), (4.7) で動かしていくとは，許容ファセットの
長さが大きくなり間に新たな非許容ファセットを入れていかないと (1.2) の (広義) 解に

ならない場合がある．このようなことを考えなくてはいけない非許容ファセットは萄と
$\mathcal{K}$ との間の向きを持つものだけである．すなわち残と画 $+$ 1の間にある $\mathcal{M}$ の向きや $\vec{m}_{l+\mu}$

と $\vec{n}_{i+1}$ の間にある $\mathcal{M}$ の向きを持つものだけである．他の非許容ファセットは消え得るだ
けで新たに増えることはない．実際，性質 G は時間発展に対して変わらない性質である．

ここではアルゴリズムを書かないが，許容ファセットが長くなりその成長スピードが速く

なり，あり得る向きを持った非許容ファセットのスピードと比較してある程度大きくなる

とき，現在あるカドからこの向きを持った非許容ファセットを挿入させるという操作が必

要である．このように作った凸多角形体の発展族を一般化された (1.2) のクリスタライン

流と呼ぶことにする．[GGOO] の考察と同様に次がいえる．
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定理 4.7(整合性) (A), (B) を仮定する．$\sigma>0$ とする．性質 $G$ を持つ凸多角形を初

期値とした (1.2) の一般化されたクリスタライン流は，各時刻で性質 G を持ち，また (1.2)

の同じ初期値を持つ広義解になる．

5 全許容ファセット化

本節では，定理 3.2の証明の概略を示す．$\sigma>0$ とする．考え方の基本は一般化された

クリスタライン流について，同様な主張を示し，一般的な場合を一般化されたクリスタラ

イン流で近似するという方法である．定理 3.1についても同様な考え方で示せる．この際

すべての評価がこの近似によらずに一様であることにいつも注意を払う必要がある．本節

では，簡単なために

(C) Frank $\gamma$ は原点を中心とする $k$ 正多角形体とする．

5.1 自己相似解による成長の上からの評価

$C$ を臨界ウルフ図形 $((1/\sigma)W_{\gamma})$ とする．方程式

$V=a(\kappa_{\gamma}+\sigma)$ (5.1)

を考える，ここで $a= \sup_{S^{1}}M$ とする．このとき $S_{t}^{*}=\partial(z(t)C)$ が (5.1) の解になるため

の必要十分条件は

$\dot{z}(t)=ab^{-1}(-1/z(t)+\sigma)$ (5.2)

を満たすことである．ただし $b=\gamma(\vec{n}_{i})$ , つまり Frank $\gamma$ の頂点の位置ベクトルの長さで，

$z(t)>0$ とする．このような解は自己相似解と呼ばれている．
例えば $\delta>0$ に対して $C_{\delta}=(1+\delta)C$ (の境界) を初期値とした場合，この $s_{t}*$ で囲まれ

る凸多角形体 $K_{t}^{*}$ を (4.4) のように台関数を用いて表すと

$K_{t}^{*}= \bigcap_{i=1}^{k}\{H(\vec{n}_{i}, \lambda(t))|\vec{n}_{i}\in \mathcal{N}\}, \lambda(t)=z(t)b, z(O)=(1+\delta)/\sigma$

となる．

命題 5.1 (成長の上からの評価) (A), (B), (C) を仮定する．$\sigma>0$ とする．$C_{\delta}$ を初期

値とする (1.2) の一般化されたクリスタライン流を $G_{t}^{*}$ とすると，$G_{t}^{*}\subset K_{t}^{*}$ となる．$T>0$
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を与える．$t\in[0, T]$ に対して，原点から $\Gamma_{t}^{*}=\partial G_{t}^{*}$ の $\vec{n}_{i^{-}}$ ファセットを含む直線への距離

$d_{i}^{*}$ を用いて

$G_{t}^{*}= \bigcap_{i=1}^{k}\{H(\vec{n}_{i}, d_{i}^{*}(t))|\vec{n}_{i}\in \mathcal{N}\}$

と表せるならば，$d_{i}^{*}(t)\leq\lambda(t)$ が成り立つ．ただし $\lambda(t)=z(t)b$ で $z(t)$ は $z(O)=(1+\delta)/\sigma$

を満たす (5.2) の解である．

証明 まず $\Gamma_{t}^{*}$ の各辺 (ファセット) の外向き成長速度は常に非負である．これは $\Gamma_{0}^{*}(=\partial C_{\delta})$

のファセット上での外向き法速度が正で $\Gamma_{h}^{*}$ (んは小さい正数) が $\Gamma_{0}^{*}$ を囲むので，(1.2) の

クリスライン流についての比較定理 [GGu] より，$\Gamma_{t+h}^{*}$ は $\Gamma_{t}^{*}$ を囲むからである．したがっ
て $\Gamma_{t}^{*}$ 上の各辺の $\kappa_{\gamma}+\sigma$ は非負となる．このことより $\Gamma_{t}^{*}$ は (5.1) の「劣解」 となり (5.2)

についての比較定理 [GGu] を用いると $\Gamma_{t}^{*}\subset K_{t}^{*}$ となる．$d_{i}^{*}$ の評価は，この包含関係の結
果により明らかである 口

この $\Gamma_{t}^{*}$ との比較により次が得られる．

命題 5.2 (成長の上からの評価:一般形) (A), (B), (C) を仮定する．$\sigma>0$ とする．$K_{0}$ は，

$C$ を含み，$C_{\delta}$ に含まれる凸多角形体で性質 $G$ を満たすとする．正のパラメータ $h_{1}^{0},$

$\cdots,$
$h_{r}^{0}$

を用いて

$K_{0}= \bigcap_{j=1}^{r}\{H(\vec{m}_{j}, h_{j}^{0})|\vec{m}_{j}\in \mathcal{K}\}$

と表せるとする．$K_{t}$ を初期値 $K_{0}$ とする (1.2) の一般化されたクリスタライン流とする．

このとき瓦欧 $K_{t}^{*}$ となる．$T>0$ を与える．$t\in[0, T]$ に対して

$K_{t}= \bigcap_{j=1}^{r}\{H(\vec{m}_{j}, h_{j}(t))|\vec{m}_{j}\in \mathcal{K}\}$ (5.3)

と表せるとする．ここで $h_{j}(t)$ は $h_{j}(0)=h_{j}^{0}$ を満たす連続関数である．

$h_{i}(t)\leq\lambda(t)$

が成り立つ．ただし $h_{i}(t)$ は許容方向の向きのファセット鵡 $\in \mathcal{N}$ に対応している．

5.2 非許容ファセット非生成条件

さて，一般化されたクリスタライン流では非許容ファセットが許容ファセットの隣に生

える可能性がある．しかし，ある条件を満たしていれば，このようなことは起きない．

46



この小節では，$M,$ $\mathcal{M},$ $\mathcal{N}$ に対して，(A), (B), (C) を仮定する．$K$ を性質 $G$ を満た

す凸多角形体とし，$\vec{n}_{i}\in \mathcal{N}$ を向きとする $\partial K$ のファセットの長さを $L_{i}$ と書く．すべての
$\vec{n}_{i}\in \mathcal{N}$に対して，

$\vec{p_{i}}=\frac{\vec{n}_{i}}{M(\vec{n}_{i})\{1-\frac{\Delta(\vec{n}_{i})}{L_{i}\sigma}\}}$

とおく．次に定義 4.3の記号 $l=l(i),$ $\mu=\mu(i)$ を用いる．$\partial K$ が性質 $(F_{i})$ を満たすとは，

次が成り立つこととする．

(a) $\mu(i)\geq 1$ の場合 : $\vec{p_{i}}$ と $\vec{m}_{l+1}/M(\vec{m}_{l+1})$ を結ぶ直線が $C(\vec{n}_{i},\vec{n}_{l+1})\cap$ Frank $M_{\mathcal{N}}$ の内部と

交わらない．さらに $\vec{m}_{l+\mu}/M(m_{l+\mu})$ と $\vec{p}_{i+1}$ を結ぶ直線が $C(\vec{m}_{l+\mu},\vec{n}_{i+1})\cap$ Frank $M_{\mathcal{N}}$

の内部と交わらない．

(b) $\mu(i)=0$ の場合 : $\vec{p_{i}}$ と $\vec{p_{i+1}}$ を結ぶ直線が Frank $M_{\mathcal{N}}$ の内部と交わらない．

なお，この条件は現 $\sigma$ $\leq\triangle(\vec{n}_{i})$ または $L_{i+1}\sigma<\triangle(\vec{n}_{i+1})$ となる場合は次のように解釈

する．

(a) においては，$L_{i}\sigma\leq\triangle(\vec{n}_{i})$ のときは 「 $\vec{p_{i}}$ と $\vec{m}_{l+l}/M(\vec{m}_{l+l})$ を結ぶ直線」 のかわりに

「 $\vec{m}_{l+1}/M(\vec{m}_{l+1})$ を出発点とし鵡方向にのびる半直線」 に置きかえ，$L_{i+1}\sigma<\triangle(\vec{n}_{i+1})$ の

場合も $\vec{p_{i+1}}$ にかかわる部分を同様に読み替える．

(b) においては，$L_{i}\sigma\leq\triangle(\vec{n}_{i})$ かつ $L_{i+1}\sigma>\triangle(\vec{n}_{i+1})$ のときは 「 $\vec{p_{i}}$ と $\vec{p_{i+1}}$ を結ぶ直線」

のかわりに 「 $\vec{p_{i+1}}$ を出発点とし鵡方向にのびる半直線」 に置きかえる．$L_{i}\sigma>\triangle(\vec{n}_{i})$ か

つ $L_{i+1}\sigma\leq\triangle(\vec{n}_{i+1})$ の場合も同様に読み替える．$L_{i}\sigma\leq\triangle(\vec{n}_{i})$ かつ $L_{i+1}\sigma\leq\triangle(\vec{n}_{i+1})$ の場

合は無条件と解釈する．

補題 5.3 (A), (B), (C) を仮定する．$K$ を性質 $G$ を満たす凸多角形とする．以下，定義
4.3の表記を用いる．このとき (i), (ii) が成り立つ．

(i) 頂点集合 $\{\vec{n}_{i}/M(\vec{n}_{i})|\vec{n}_{i}\in \mathcal{N}\}$ からなる多角形が co(Frank $M$) の内部を完全に含む

とする．( $K$ のファセット長によらない) 次の条件が成り立っているとする．ある

$y\in\{1, \cdots, k\}$ に対して，もし $\mu(i)\geq 1$ ならば，$\vec{n}_{i}/M(\vec{n}_{i})$ と $\vec{m}_{l+1}/M(\vec{m}_{l+1})$ を結ぶ直

線が $C(\vec{n}_{i},\vec{m}_{l+1})\cap$ Frank $(M_{\mathcal{N}})$ の内部と交わらない．さらに $\vec{m}_{l+\mu}/M(\vec{m}_{l+\mu})$ と $\vec{n}_{i+1}/$

$M(\vec{n}_{i+1})$ を結ぶ直線が $C(\vec{m}_{l+\mu},\vec{n}_{i+1})\cap$ Frank $(M_{\mathcal{N}})$ の内部と交わらない．$(\mu(i)=0$

ならこれ以上の条件は課さない．) このとき $\partial K$ はいつも性質 $(F_{i})$ を満たしている．

(ii) すべての $i=1,$ $\cdots,$
$k$ に対して ( $K$ のファセット長によらない) 次の条件 $(K_{i})$ が成

り立っているとする．
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もし $\mu(i)\geq 1$ ならば，$\{\lambda\vec{n}_{i}+\vec{m}_{l+1}/M(\vec{m}_{l+1})|\lambda>0\}$ なる半直線が $C(\vec{n}_{i},\vec{m}_{l+1})\cap$

Frank $(M_{\mathcal{N}})$ と交わらない．さらに $\{\lambda\vec{n}_{i+1}+\vec{m}_{l+\mu}/M(\vec{m}_{\iota+\mu})|\lambda>0\}$ なる半直線が

$C(\vec{m}_{l+\mu},\vec{n}_{i+1})\cap$ Frank $(M_{\mathcal{N}})$ と交わらない．$(\mu(i)=0$ ならこれ以上の条件は課さ

ない．)

このとき $K\subset C_{\delta’}$ を満たしていれば，いつもすべての $i=1,$ $\cdots,$
$k$ に対して性質

$(F_{i})$ を満たすような，$M,$ $\gamma,$

$\mathcal{K}$ のみによる $\delta’>0$ が存在する．

補題 5.3 (i) は初等幾何的考察から明らかである．(ii) も $K\subset C_{\delta’}$ で $\delta’$ を小さくとれば

$L_{i}\sigma-\triangle(\vec{n}_{i})$ をいくらでも小さくできることに注目すれば明らかである．ただ，どのくら
い $\delta’$ を小さくすればよいかは $\mathcal{K}$ によってしまい，その値を評価することは難しい．そこ

で，このような $\delta’$ が $M$ と $\gamma$ によって一定にとれることを保証する $M$ の十分条件 (Mj) を

与える．

$(M_{i})$ $M$ は鵡方向に次の意味で本質的に増加とする．$W_{i}$ を Frank $M$ と錐 $C(\vec{n}_{i-1},\vec{n}_{i+1})$

の交わりとする．すなわち $W_{i}=$ Frank $M\cap C(\vec{n}_{i-1},\vec{n}_{i+1})$ とする．この $W_{i}$ の鵡方向の高

さ関数 [GG01] を

$f_{i}(x)= \sup\{y|x\vec{n}_{i}^{\perp}+y\vec{n}_{i}\in W_{i}\},$

$x\in$ dom $f_{i}=\{x|x\vec{n}_{i}^{\perp}+y\vec{n}_{i}\in W_{i}$となる $y\in R$ が存在する $\}$

で定義する．ただし耐は鵡に直交する単位ベクトルとする．$(\vec{n}_{i}\cdot\vec{n}_{i+1}>0$ とする．$)$ こ

のゐについてある $\alpha_{i}\in(0, \pi/2)$ が存在して

$f_{i}(x+h)-f_{i}(x)\geq-(\tan\alpha_{i})h,$ $h>0,$ $x>0,$ $x+h\in$ dom $f_{i},$

$f_{i}(x-h)-f_{i}(x)\geq-(\tan\alpha_{i})h,$ $h>0,$ $x<0,$ $x-h\in$ dom $f_{i}$

が成立する．

すべての $i=1,$ $\cdots,$
$k$ に対して条件 $(M_{i})$ を満たすとき，単に条件 (M) を満たすという．

補題 5.4 補題 5.3と同じ仮定をする．$M$ が条件 (M) を満たし，$\alpha=\max\alpha_{i}$ とする．ま
た $K$ は条件 $(K_{i})$ を $i=1,$ $\cdots,$

$k$ について満たしているとする．このとき $\alpha$
$($ と $M$ と $\gamma)$

にのみよる定数 $L^{*}$ で $L^{*} \sigma>\max\triangle(\vec{n}_{i})$ かつ $L<L^{*}$ ならば常に $i=1,$ $\cdots,$
$k$ に対して性質

$(F_{i})$ を満たすものが存在する．特に $K\subset C_{\delta’}$ を満たしていれば常にすべての $i=1,$ $\cdots,$
$k$

に対して性質 $(F_{i})$ を満たす，$M,$ $\gamma$ のみによる定数 $\delta’$ が存在する．

これは補題 5.3と同様に示せる．$\delta’$ が $\mathcal{K}$ にもよらずにとれることが重要である．
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命題 5.5 命題 5.2と同じ仮定をする．このとき与えられた $\delta’>0$ と $T>0$ に対し，
$\delta\in(0, \delta_{1}]$ ならば，

$K_{t}\subset K_{t}^{*}\subset C_{\delta’}$ for $t\in[0, T]$

となるような $\delta_{1}\in(0, \delta’)$ が存在する．$(この \delta_{1} は T と \delta’ のみによるので \delta_{1}=\delta_{1}(T, \delta’)$ と

書く．)

証明 $\lambda^{\delta}(t)$ $:=\lambda(t)=z(t)b$ は $\delta>0$ と $t>0$ に関して単調増加なので，

$\lambda^{\delta}(T)=(1+\delta)b/\sigma$

なる $\delta$ を $\delta_{1}$ とすれば，$\delta\in(0, \delta_{1}]$ と $t\in[0, T]$ に対して

$\lambda^{\delta}(t)\leq(1+\delta’)b/\sigma$

が成り立ち，命題が成り立つ．口

一般化されたクリスタライン流 $\tilde{K}_{t}$ が時刻 $t$ で $(K_{i}),$ $(F_{i})(i=1, \cdots, k)$ を満たしていれ

ば，$t$ の直後で新たに非許容ファセットは生成されない．したがって次の主張がいえる．

命題 5.6 (A), (B), (C) を仮定する．また $M$ に対して条件 (M) を仮定する．また $\delta’>0$ を

補題 5.4で定まる正数とする．この $\delta’>0$ と与えられた男 $>0$ に対して $\delta_{1}=\delta_{1}(T_{1}, \delta’)>0$

を命題 5.5で定まる正数とする．$K_{0}$ を命題 5.2で与えられる凸多角形体とする．(ただし

$\delta<\delta_{1}$ とする．) また条件 $(K_{i})$ を $i=1,$ $\cdots,$
$k$ で満たすとする．このとき $\Gamma_{t}=\partial K_{t}$ には

$t\in(0, T_{1}] で新たに非許容ファセットが生成されない．すなわち K_{t} は t\in[0, T_{1}] で (5.3)$

で表される．

証明 瓦を $K_{0}$ を初期値とする一般化されたクリスタライン流とする．

$t_{0}= \inf\{t\in[0, T_{1})|\tilde{K}_{t}f$こ新たな非許容ファセットが出現する $\}$

とおく．$t_{0}<$ 婿とする．まず条件 $(K_{i})$ は $t=t_{0}$で満たされることに注意する．また性質 $G$ も

$t=t_{0}$ で満たされる．一方，整合性 (定理 4.7) と比較定理 [GGOI] より $\tilde{K}_{t}\subset K_{t}^{*}(t\in[0, T_{1}])$

となるので，命題 5.5と $\delta’$ のとり方 (補題 5.4) より $K\sim$t。は条件 $(F_{i})$ をすべての $i=1,$ $\cdots,$
$k$

で満たしている．条件 $(F_{i})(i=1, \cdots, k)$ が満たされれば，非許容ファセットは to の直後
で新たに生成されない．したがって $t_{0}<$ 婿に矛盾する．よって $t_{0}=T_{1}$ となり $t\in(0, T_{1}]$

で瓦は瓦に一致する 口
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5.3 非許容ファセットの成長の下からの評価

命題 5.2の仮定を仮定する．向き涜 j の非許容ファセットに対応する値 $h_{j}$ を評価したい．

$V_{j}=\dot{h}_{j}$ なので，まず (4.7) より

$\dot{h}_{j}(t)=M(\vec{m}_{j})\sigma\geq m\sigma, m=\inf_{S^{1}}M$

となる．もちろん，対応するファセットが時刻 $t$ で存在していればの話である，m$arrow$

プファ

セットが $(0, T)$ で存在する限り

$h_{j}(t)\geq m\sigma t+h_{j}(0)$ (5.4)

となる．

5.4 非許容ファセットの消滅

まず一般化されたクリスタライン流に対してある時刻までに全ての非許容ファセットが

消滅することを示す．命題 5.6の仮定を仮定し $\delta’>0$ をとる．与えられた $T_{1}>0$ に対し，

命題 5.6での $\delta_{1}$ をとると非許容ファセットが生成されないので，一般化されたクリスタラ

イン流は (5.3) で表されるとしてよい．

$K_{0}$ と瓦について $\mathcal{K}=\mathcal{M}$ として命題 5.2の表記を用いる．砺は時計回りに番号づけ
られているとする．また $\mathcal{N}$ の元岳も時計回りに番号づけられているとする．$\mathcal{N}\subset \mathcal{M}$ よ

り，$\vec{m}_{t}=\vec{n}_{i},\vec{m}_{l’}=\vec{n}_{i+1}$ なる $\vec{m}_{l},\vec{m}\downarrow\prime\in \mathcal{M}$ がある．(ここで $\vec{n}_{k+1}=\vec{n}_{1}$ と約束する．) もし

も励と $\vec{m}_{\iota\prime}$ に挟まれた非許容方向砺 $\in \mathcal{M}$ があり，$\vec{m}_{j^{-}}$ファセットがある時刻 $t\in(0, T_{1})$

で $\partial K_{t}$ に依存している (ファセット長が正である) ならば，補題 4.1よりこの時刻 $t$ で

$h_{j}(t)< \frac{1}{\sin\varphi}\{h_{l}(t)\sin\varphi_{lj}+h_{l’}(t)\sin(\varphi-\varphi\iota j)\}, \varphi=\frac{2\pi}{k}$

となっている．ここで $\varphi_{lj}$ は筋と $\vec{m}_{j}$ のなす角の絶対値である．命題 5.2より $h_{l}\leq\lambda^{\delta},$ $h_{l’}\leq$

$\lambda^{\delta}$ なので

$\overline{c}:=\max\{\frac{\sin\psi+\sin(\varphi-\psi)}{\sin\varphi}|0\leq\psi\leq\varphi\}=\frac{1}{\cos(\varphi/2)}$

とおくと，

$h_{j}(t)<\overline{c}\lambda^{\delta}(t)$

となる．一方，$K_{0}$ が $C$ を含むので幾何学的条件より $h_{j}(O)\geq b/\sigma$ なので (5.4) より

$h_{j}(t)\geq m\sigma t+b/\sigma.$
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(命題 5.6より既に見たとおり命題 5.2の仮定 (5.3) が満たされることに注意する．) よって

$\lambda^{\delta}(t)>_{=,c}^{1}\{m\sigma t+\frac{b}{\sigma}\}=:\rho(t)$ (5.5)

を得る．

ところで

$\lambda^{\delta}(t)\leq\rho(t)$ for $t\in[t^{\delta}, t^{\delta}+\tau]$ (5.6)

なる $t^{\delta}\in(0, T_{1})$ と適当な正数 $\mathcal{T}$ が存在するように十分小さい $\delta\in(0, \delta_{1}]$ をとることが可

能である．この $\delta$ を $\delta_{2}$ と書く．

次に $\delta\in(0, \delta_{2})$ ととろう．初期値の仮定により，$\partial K_{0}$ に存在する非許容方向鴫を向きと
するファセットに対し，十分小さい $t>0$ に対しては (5.5) が成り立つ．しかし $t\in[t^{\delta}, t^{\delta}+\tau]$

に対しては (5.6) により (5.5) は成り立たない．つまり $\vec{m}_{j^{-}}$ファセットは少なくとも $t^{\delta}$ では

消滅していることになる．したがって少なくとも $t\in[t^{\delta}, T_{1}]$ では $\partial K_{t}$ は許容ファセット

のみの多角形である．

以上が一般化されたクリスタライン流についての全許容ファセット化の証明である．定

理 3.2の一般の仮定の場合は，一般化クリスタライン流の近似により示す．まず $S^{1}$ を $\mathcal{N}$

の頂点を含む多角形で近似する．その辺の長さが近似パラメーター $\epsilonarrow 0$ のときゼロに

収束するようにとる．その多角形の頂点全体の集合を $\mathcal{M}^{\epsilon}$ とする．そして $S^{1}$ 上の正値連

続関数 $M^{\epsilon}$ を Frank 図形が頂点 $(1/M(\vec{m}))\vec{m}$ , 挽欧 $\mathcal{M}^{\epsilon}$ を結んだ形となる，(必ずしも凸で
ない) 多角形体となるようにとる．条件 $(M_{i})$ の $\alpha_{i}$ に対して，少なくとも $\alpha_{i}$ のかわりに

$\alpha_{i}/2$ をとれば $M^{\epsilon}$ も $\epsilon\in(0,1)$ によらない $\alpha_{i}’=\alpha_{i}/2$ に対して条件 $(M_{i})$ を満たすようにと

れる．また，近似初期凸多角形体 $K_{0}^{\epsilon}$ を，各 $\epsilon$ に対してそのファセットの向き全体が $\mathcal{M}^{\epsilon}$

に一致しかつハウスドルフの距離で $\partial K_{0}^{\epsilon}arrow\partial K_{0}(\epsilonarrow 0)$ となるようにとる．(必然的に性
質 $G$ を満たす．) このとき

$V=M^{\epsilon}(\vec{n})(\kappa_{\gamma}+\sigma)$

に対応する一般化されたクリスタライン流を考え，上の考察を行う．このとき $M^{\epsilon}$ が条

件 $(M_{i})$ を $\epsilon$ によらない $\alpha_{i}’$ に対して満たすことにより，$\delta’$ は $\epsilon\in(0,1)$ によらずにとれる

ことに注意する．全ファセット化の時間の評価が $\epsilon$ によらないようにでき，少なくとも
$t\in[t^{\delta}, T_{1}]$ で $\partial K_{t}^{\epsilon}$ が許容凸多角形になることはわかる．近似定理 [GGOI] より，$\epsilonarrow 0$ と

した解も，この時間区間で許容凸多角形であることがわかる．これが定理 3.2の (i) の証

明の概略である．(ii), (iii) は初期値問題の解の一意性から容易にわかる．次の節で十分
時間がたった後の運動の単調性を示す．これにより定理 3.2の証明が完成する．
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5.5 許容ファセットの速度の正負

さて，初期値が $C$ を含み，$C$ に一致しない場合は，ある時刻から定理 3.2の解は外向き

速度がどのファセットでも正になることは次のようにして示される．ここでも一般化され

たクリスタライン流を考える．これは次の事実に基づく．

(1) 非許容ファセットの速度はいつも $M(\vec{n}_{j})\sigma>0$である．つまり外向きに正である．

(2) 許容ファセットの速度はいったん正になったら再びゼロになることはない．もし $t=t_{0}$

でゼロとなり，その隣のファセットの速度がゼロでなく正であるとすると，ファセッ

トの長さが $(t-t_{0})$ のオーダーで伸びることが幾何学的考察からわかる．これより
$\kappa_{\gamma}+\sigma$ が $\alpha(t-t_{0})$ で近似できることがわかる．ただし $\alpha>0$ である．しかし，これ
では $t<t_{0}$ で既に速度は負になり，to のとり方に矛盾している．周辺の速度もゼロ
に $t=t_{0}$ でなったとしても，隣に 1つでも速度正のファセットがあったら，同様な
議論ができる．

(3) どんな初期凸多角形であっても，どの辺もある時刻から先，速度は正になる．まず
初期値 $\Gamma_{0}$ は $C$ を含み，$C$ から離れているとしてよい．これはクリスタラインの比

較定理 [GGu] よりいえる．そこで，$\Gamma_{0}$ が $(1+\delta)C$ を含むように $\delta$ をとる．これを
初期値としての解は $R^{2}$ 全体に広がっていくことが $V=( \inf M)(\kappa_{\gamma}+\sigma)$ の自己相似

解の比較とでわかる．ずっと負または速度ゼロのファセットがあったとすると，こ

の $(1+\delta)C$ を初期値とした解と几がぶつかってしまうからである．(この正速度に

なる時間の評価は一般化されたクリスタライン流による近似パラメータのとり方に

よらない．)

注意 本節では必ずしも許容ファセット以外のファセットを持つ凸多角形に対して (1.2)

の解の挙動を考察した．このような問題は $\sigma=0$ のとき既にクリスタライン流に対して

[Ya] で考察されている．この場合凸多角形は有限時間で消えるが，その前にすべての非許
容ファセットは消えてしまうことが証明されている [Ya].
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