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1 記号と諸概念

1.1 基本概念

$L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ 上の飛躍型ディリクレ形式 $(\mathscr{E},\mathscr{F})$ を

$\mathscr{E}(u,v)=\int\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}(u(y)-u(x))(v(y)-v(x))J(x,y)dxdy, \mathscr{F}=\overline{C_{c}(\mathbb{R}^{d})}^{g_{1}^{1/2}}$ (1)

により定める。 ここで、 顔は揚 $(u,u)= \mathscr{E}(u,u)+\int_{\mathbb{R}^{d}}u^{2}(x)dx$ により定められるノルムであり、 $J(x,y)$ は

$\frac{\kappa_{1}}{|x-y|^{d}\phi(|x-y|)}\leq J(x,y)=J(y,x)\leq\frac{\kappa_{2}}{|x-y|^{d}\phi(|x-y|)} (0<\kappa_{1}\leq\kappa_{2})$ (2)

$\phi(r)=r^{\alpha}\exp(m(r-1)\vee 0) (0<\alpha<2, m\geq 0)$ (3)

を満たす関数とする。 このとき、飛躍型マルコフ過程 $\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ がディリクレ形式 (1) から生成される。 もし (3)
で $m=0$ とならば、 $\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ は $\alpha$-安定型過程と云い、 $m\neq 0$ となるときは相対論的 $\alpha$-安定型過程であるとい
う。 一般にマルコフ過程を解析する上で、推移確率密度関数 $p(t,x,y)$ は重要な役割を担っており、 これはディ
リクレ形式 $(\mathscr{E},\mathscr{F})$ から生成される半群 $\{P_{t}\}_{t\geq 0}$ の積分核に等しい。すなわち

$P_{t}f(x)= \int_{\mathbb{R}^{d}}p(t,x,y)f(y)dy=\mathbb{E}_{X}$「$f(X_{t})]$ (4)

が成立する。 また、 $(\mathscr{E},\mathscr{F})$ に対応する生成作用素を $\mathscr{L}$ としたとき、 $p(t,x,y)$ は方程式 $\partial u/\partial t=\mathscr{L}u$ の基本
解に等しいため、 $p(t,x,y)$ は熱核とも呼ばれる。

1.2 先行結果

$\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ が $\alpha$-安定型過程・相対論的 $\alpha$-安定型過程のいずれの場合でも、熱核 $p(t,x,y)$ が全ての時刻 $t$ と
$x,y\in \mathbb{R}^{d}$ で上下からの評価をもつことが、 $Z$ .-Q. Chen、 P. Kim 及び熊谷隆の 3氏にょり証明されている。

命題 1. (Chen, 熊谷 2003)
$\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ が $\alpha$-安定型過程のとき、熱核 $p(t,x,y)$ は正定数を用いて以下のように評価される。

$C_{1}(t^{-\frac{d}{\alpha}} \wedge\frac{t}{|x-y|^{d+\alpha}})\leq p(t,x,y)\leq C_{2}(t^{-\frac{d}{\alpha}}\wedge\frac{t}{|x-y|^{d+\alpha}})$
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命題 2. $(Chen, Kim_{p} 熊谷 2011)$

$\{X_{l}\}_{t\geq 0}$ が相対論的 $\alpha$-安定型過程のとき、熱核 $p(t,x,y)$ は正定数を用いて以下のように評価される。

(1) $0<t\leq 1$ かつ $0<|x-y|\leq 1$ ならば

$C_{1}$ $(t^{-}$

ゴ
$\wedge\frac{t}{|x-y|^{d+\alpha}})\leq p(t,x,y)\leq C_{2}(t^{-\frac{d}{\alpha}}\wedge\frac{t}{|x-y|^{d+\alpha}})$

(2) $1\vee|x-y|\leq t$ ならば

$C_{3^{f^{-}2}}^{d} \exp(-\frac{C_{4}|x-y|^{2}}{t})\leq p(t,x,y)\leq C_{5^{f^{-}2}}^{d}\exp(-\frac{C_{6}|x-y|^{2}}{t})$

(3) $1\leq t\leq|x-y|$ ならば

$C_{7}^{d}t^{-}z\exp(-C_{8}|x-y|)\leq p(t,x,y)\leq C_{9}^{d}t^{-}z\exp(-C_{10}|x-y|)$

(4) $0<t\leq 1$ かつ $1\leq|x-y|$ ならば

$C_{11}t\exp(-C_{12}|x-y|)\leq p(t,x,y)\leq C_{13}t\exp(-C_{14}|x-y|)$

以下、 マルコフ過程 $\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ 及びディリクレ形式 $(\mathscr{E}, \mathscr{F})$ は過渡的であるとする。 この場合は、 $p(t,x,y)$ の

評価式からグリーン核 $G(x,y)= \int_{0}^{\infty}p(t,x,y)dt$ が以下のように評価されることがわかる。

系 3. (1) $\{X,\}_{t\geq 0}$ が $\alpha$-安定型過程のときは、 正定数により以下の評価式が成立する。

$\frac{C_{1}}{|x-y|^{d-\alpha}}\leq G(x,y)\leq\frac{C_{2}}{|x-y|^{d-\alpha}}$ (5)

(2) $\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ が相対論的 $\alpha$-安定型過程のときは、 正定数 $C_{i}$ により以下の評価式が成立する。

$C_{1}( \frac{1}{|x-y|^{d-\alpha}}\vee\frac{1}{|x-y|^{d-2}})\leq G(x,y)\leq C_{2}(\frac{1}{|x-y|^{d-\alpha}}\vee\frac{1}{|x-y|^{d-2}})$ (6)

1.3 問題設定

前項の先行結果で注目すべきことは、 $\alpha$-安定型過程相対論的 $\alpha$-安定型過程いずれの場合も熱核 $p(t,x,y)$

やグリーン核 $G(x,y)$ における上下からの評価式は、 正定数の選び方を除いて全く同じ形をしているというこ

とである。 このことを踏まえて、 過渡的なディリクレ形式 (1) に摂動を与えた状況を考える。その定式化に用

いるのが、 $\mathbb{R}^{d}$ 上のグリーン緊密な測度 $\mu$ である。

定義 4 (1) 正値で滑らかなラドン測度 $\mu$ が加藤クラスに属すとは (以下 $\mu\in \mathscr{K}$ と表記), 任意のコンパク

ト集合 $K_{1}$ と $K_{2}$ に対して以下が成立することである。

$\lim_{narrow\infty}\sup_{x\in K_{1}}\mu(K_{2}\cap\{y:G(x,y)>n\})=0,$

$\beta\lim_{arrow\infty}\sup_{x\in \mathbb{R}^{d}}\int_{\mathbb{R}^{d}}G_{\beta}(x,y)\mu(dy)=0,$

但し、 ここで $G_{\beta}(x,y)= \int_{0}^{\infty}e^{-\beta t}p(t,x,y)dt$である。
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(2) 測度 $\mu\in \mathscr{K}$ がグリーン緊密 (以下 $\mu\in \mathscr{K}_{\infty}$ と表記) であるとは、 任意の $\epsilon>0$ に対して、 適切なコン

パクト集合 $K_{\epsilon}$ により

$\sup_{x\in \mathbb{R}^{d}}\int_{K_{\epsilon}^{c}}G(x,y)\mu(dy)\leq\epsilon$

が成立し、 更に適切な正数 $\delta_{\epsilon}$ を選べば、 $\mu(B)<\delta_{\epsilon}$ かつ $B\subset K_{\epsilon}$ となるような任意の集合 $B$ に対して

$\sup_{x\in \mathbb{R}^{d}}\int_{B}G(x,y)\mu(dy)\leq\epsilon.$

が成立することである。

元のディリクレ形式 $(\mathscr{E},\mathscr{F})$ と測度 $\mu\in \mathscr{K}_{\infty}$ を用いて

$\mathscr{E}^{\mu}(u,u)=\mathscr{E}(u,u)-\int_{\mathbb{R}^{d}}u^{2}d\mu$ (7)

とシュレディンガー形式を定める。 このとき、 ディリクレ形式 $\mathscr{E}$ に生成作用素 $\mathscr{L}$ が存在するのと同様、 シュ

レディンガー形式 $\mathscr{E}^{\mu}$ にも生成作用素 $\mathscr{L}^{\mu}$ が存在する。 更に、 この作用素を用いた方程式 $\partial u/\partial t=\mathscr{L}^{\mu}u$ にも

基本解 $p^{\mu}(t,x,y)$ が存在することが知られている [1, 2]。 $\{P_{t}^{\mu}\}_{t\geq 0}$ をシュレディンガー形式 $\mathscr{E}^{\mu}$ から生成され

る半群とすると、 (4) に対応する等式は

$P_{t}^{\mu}f(x)= \int_{\mathbb{R}^{d}}p^{\mu}(t,x,y)f(y)dy=\mathbb{E}_{x}[\exp(A_{t}^{\mu})f(X_{t})]$ (8)

である。 ただし、 ここで $A_{t}^{\mu}$ は

$\int_{\mathbb{R}^{d}}f(x)h(x)\mu(dx)=\lim_{tarrow 0}\frac{1}{t}\mathbb{E}_{hdx}[\int_{0}^{t}f(X_{s})dA_{s}^{\mu}]$ (9)

を満たす、 $\mu$ とルヴューズ対応する一意的な正値連続な加法的汎関数である。ここで注意すべきは、 式 (4) と

(8) を比較すると、 後者は $A_{t}^{\mu}$ による増大が含まれているので、 $p^{\mu}(t,x,y)$ はもはや確率密度ではないというこ

とである。 しかしながら、粒子が運動するに従って $\exp(A_{t}^{\mu})$ の割合で粒子が分裂していく状況ないしは粒子の

質量が増加していく状況を考えれば、 $p^{\mu}(t,x,y)$ は初期値 $x$ に粒子があったとき、 時刻 $t$ で $y$ に存在している

粒子の量の密度を表していると捉えられる。

本論では $p^{\mu}(t,x,y)$ が正定数の選び方を除いて $p(t,x,y)$ と同じ上下評価をもつための必要十分条件について

定式化を行った。 このような現象が起こるとき、 基本解は摂動 $\mu$ に対して安定であるという。 直感的には、 $\mu$

があまりにも大きな測度になると、粒子の総量が急激に増大していくため、 粒子の総量が時間一定であるマル

コフ過程 $\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ とは全く異なるものとなり、 安定性が成立しなくなることが予想される。 この小ささは、 元

のマルコフ過程 $\{X_{t}\}_{t\geq 0}$ に対応するディリクレ形式 8と比較して次のように定式化することが可能である。

定理 5. ディリクレ形式 $(\mathscr{E},\mathscr{F})$ が (1) $-(3)$ で与えられており、測度 $\mu$ はグリーン緊密であるとする。 このと

き、 基本解の安定性が成立するための必要十分条件は、以下の式が成り立つことである。

$\inf\{\mathscr{E}(u,u)|u\in \mathscr{F},\int_{\mathbb{R}^{d}}u^{2}d\mu=1\}>1$ (10)

驚くべきことに、 これは同じ問題をリーマン多様体上のブラウン運動の場合に扱った竹田雅好氏の結果 [10]

と同じものである。
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2 定理 5の証明

2.1 必要条件であることの証明

定理 5の証明を行う前に、 もう 1つ測度のクラスを定義する。

定義 6. 測度 $\mu\in \mathscr{K}$ がクラス $\mathscr{S}_{\infty}$ に属すとは、 任意の $\epsilon>0$ に対して、 適切なコンパクト集合 $K_{\epsilon}$ により

$\sup_{x,z\in \mathbb{R}^{d}}\int_{K_{\epsilon}^{c}}\frac{G(x,y)G(y,z)}{G(x,z)}\mu(dy)\leq\epsilon$

が成立し、 更に適切な正数 $\delta_{\epsilon}$ を選べば $\mu(B)<\delta_{\epsilon}$ かつ $B\subset K_{\epsilon}$ となるような任意の集合 $B$ に対して

$\sup_{x\rho\in \mathbb{R}^{d}}\int_{B}\frac{G(x,y)G(\gamma,z)}{G(x,z)}\mu(dy)\leq\epsilon.$

が成立することである。

このとき、 一般のマルコフ過程では $\mathscr{S}_{\infty}\subset \mathscr{K}_{\infty}$ という包含関係が成立することが [3] にて示されている。 し

かしながら、 $\alpha$-安定型過程ないし、相対論的 $\alpha$-安定型過程に対しては逆の包含関係 $\mathscr{K}_{\infty}\subset \mathscr{S}_{\infty}$ も云える。 一

般には次の命題が成立する。

命題 7. グリーン核 $G(x,y)$ が、

$C_{1}\leq g(r)/g(2r)\leq C_{2} (0<C_{1}\leq C_{2})$ (11)

を満たすような $(0,\infty)$ 上の正値な狭義単調減少関数 $g$ により

$C_{3}g(|x-y|)\leq G(x,y)\leq C_{4}g(|x-y|) (0<C_{3}\leq C_{4})$ (12)

と評価されるとする。 このとき、 $\mathscr{K}_{\infty}=\mathscr{S}_{\infty}$ が成立する。

(証明概略)

(11) を満たすような $g(r)$ で $G(x,y)$ が (12) のように評価されるとき、或る正数 $C_{0}$ により

$\frac{G(x,y)G(y,z)}{G(x,z)}\leq C_{0}(G(x,y)+G(y,z))$ (13)

が成立するから、 $\mathscr{K}_{\infty}\subset \mathscr{S}_{\infty}$ が云える。 特に、 $\alpha$-安定型過程や相対論的 $\alpha$-安定型過程の場合には命題 3で与

えられている $G(x,y)$ の評価式に注意して $g(r)=r^{\alpha-d}$ ないし $g(r)=r^{\alpha-d}\vee r^{2-d}$ と定めると良い。口

不等式 (13) は $3G$-定理と呼ばれ、 $\mathscr{K}_{\infty}\subset \mathscr{S}_{\infty}$ を示すために用いられる常套手段である。 尚、 これは $\alpha$-安定型

過程について同じことを主張した、 竹田雅好上村稔大両氏の結果 [11] を拡張したものである。以上のこと

から、 現在の枠組みでは [8] の定理 3.9が次のように拡張可能である。

命題 8. 測度 $\mu\in \mathscr{K}_{\infty}$ に対して以下は同値である。

(i) $x\neq y$ に対してぴ $(x,y)$ $:= \int_{0}^{\infty}p^{\mu}(t,x,y)dt<\infty$ ;

$( \iota i)\inf\{\mathscr{E}(u,u)|u\in \mathscr{F}, \int_{\mathbb{R}^{d}}|/d\mu=1\}>1$ :
(iii) $\sup_{x\in \mathbb{R}^{d}}E_{x}[\exp(A_{\infty}^{\mu})]<\infty$
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この命題を用いることで、 まずは定理 5の必要性が証明できる。
(定理 5の必要性の証明)
$p^{\mu}(t,x,y)$ は $p(t,x,y)$ と同様の上下評価をもつこと、 マルコフ過程の過渡性から $G(x,y)<\infty$ が成り立つため、
$G^{\mu}(x,y)<\infty$ である。 命題 8より、 これは

$\inf\{\mathscr{E}(u,u)|u\in \mathscr{F},\int_{\mathbb{R}^{d}}u^{2}d\mu=1\}>1$

となることに同値なので、 これで示された。 口

2.2 十分条件であることの証明

十分性の証明に入る前に、 命題 8にまつわる概念を 1つ定義しておく。

定義 9. 正値連続な加法的汎関数 $A_{t}^{\mu}$ が命題 8の (iii) を満たすとき、 測度 $\mu$ はゲージアブルであるという。

式 (10) が成立するとき、命題 8より測度 $\mu$ はゲージアブルなので、 $h(x)=E_{x}[\exp(A_{\infty}^{\mu})]$ と定めると、 適切
な正数 $C_{1}$ #こより

$1\leq h(x)\leq C_{1}$ (14)

が成立する。 ここで、 $Z$ .-Q. Chen、 $T$.-S. Zhang 両氏による $h$-変換 ([6] 定理 3.4) を適用するためには、 $\mathscr{F}$ の

$\mathscr{E}$ ノルムによる閉包 $\mathscr{F}_{e}$ に属す $u$ を適切に選べば $h(x)=\exp(u(x))$ が成立することを云ゎねばならない。その
ため、 以下では $\mu$ に条件

$\int\int_{\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}}G(x,y)\mu(dx)\mu(dy)<\infty$ (15)

を課すこととする。 このとき [9] の一連の命題・定理より以下のことが云える。

命題 10. (竹田 2006)

(1) $\mu\in \mathscr{K}_{\infty}$ に対して $G \mu(x)=\int_{\mathbb{R}^{d}}G(x,y)\mu(dy)$ とする。 条件 (15) の下では、 $G\mu\in \mathscr{F}_{e}$ となる。

(2) $\mu$ がゲージアブルのとき、 以下の式が成立する。

$h(x)=1+G(h\mu)(x)$ (16)

(3) $u(x)$ $:=\log(1+G(h\mu)(x))\in \mathscr{F}_{e}$ が成立する。

次に関数 $G(h\mu)$ の福島分解

$G(h\mu)(X_{t})-G(h\mu)(X_{0})=M_{t}i^{G(h\mu)]}+N_{t}^{[G(h\mu)]}$

を考える。 ここで、右辺の第 1項はマルティンゲール加法的汎関数、第 2項はエネルギー $0$ の連続な加法的汎
関数である。 このとき、 式 (16) より、 $d_{t}^{G(h\mu)]_{=M_{t}^{\{h]}}}$ であり、 更に [7] の定理 5.4.1を用いると

$h(X_{t})-h(X_{0})= J4_{t}^{h]}-\int_{0}^{t}h(X_{s})dA_{s}^{\mu}$

が成立することがわかる。 ここでマルティンゲール $M_{t}$ を

$M_{t}= \int_{0}^{t}\frac{1}{h(X_{s-})}dd_{s}^{h]}$
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により定め、 $L_{t}$ を方程式 $L_{t}=1+ \int_{0}’L_{s-}dM_{s}$ の一意解とすると、

$L_{t}= \frac{h(X_{t})}{h(X_{0})}\exp(A_{t}^{\mu})$

が得られる。 この乗法的汎関数 $L_{t}$ を用いて $L^{2}(h^{2}dx)$ 上の半群 $\{\mu_{t}^{h}\}_{t\geq 0}$ が

$P_{t}^{\mu,h}f(x) := E_{X}[L_{t}f(X_{t})]=\frac{1}{h(x)}\mathbb{E}_{X}[h(X_{t})\exp(A_{t}^{\mu})f(X,)]$ (17)

と定められるので、 生成されるディリクレ形式も以下のように決定できる。

命題 11. (Chen, Zhang 2002)

半群 $\{P_{l}^{\iota,h}\}_{t\geq 0}$ により生成される $L^{2}(h^{2}dx)$ 上のディリクレ形式 $(\mathscr{E}^{\mu,h},\mathscr{D}(\mathscr{E}^{\mu,h}))$ は、 以下のように表される。

$\mathscr{E}^{\mu,h}(u,v)=\int\int_{\mathbb{R}^{d}x\mathbb{R}^{d}}(u(\gamma)-u(x))(\nu(y)-\nu(x))J(x,y)h(x)h(y)dxdy, \mathscr{D}(\mathscr{E}^{\mu,h})=\mathscr{F}$ (18)

この命題を用いることで、 定理 5の十分性を示すことができる。

(定理 5の十分性の証明)

半群 $\{P_{t}^{r,h}\}_{t\geq 0}$ は $h^{2}(x)dx$ に対して $h(x)^{-1}p^{\mu}(t,x,y)h(y)$ という積分核をもっていることが、 (17) よりわか

る。 一方で $h(x)$ は (14) を満たしているので、 $L^{2}(h^{2}dx)=L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ であり、 ディリクレ形式 (18) はゐ $(x,y)=$

$J(x,y)h(x)h(y)$ を飛躍測度とするような $L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ 上のそれと見なすこともできる。更に

$\frac{\kappa_{3}}{|x-y|^{d}\phi(|x-y|)}\leq J_{1}(x,y)\leq\frac{\kappa_{4}}{|x-y|^{d}\phi(|x-y|)} (0<\kappa_{3}\leq\kappa_{i})$

となる。 ゆえに、 $h(x)p^{\mu}(t,x,y)h(y)$ は $p(t,x,y)$ と同様の上下評価をもつことが、命題 1及び命題 2よりわか

る。 再び (14) に注意すると $p^{\mu}(t,x,y)$ も $p(t,x,y)$ と同様の上下評価をもつので、十分性が示された。 口

3 今後の展望

定理 5に登場した式、

$\inf\{\mathscr{E}(u,u)|u\in \mathscr{F}, \int_{\mathbb{R}^{d}}u^{2}d\mu=1\}>1$

が成立するとき、 測度 $\mu$ は劣臨界的であるという。 同様にして、 以下の概念が定義されている。

定義 12. (1) $\mu$ が臨界的であるとは、 以下が成立することである。

$\inf\{\mathscr{E}(u,u)|u\in \mathscr{F},\int_{\mathbb{R}^{d}}u^{2}d\mu=1\}=1$

(2) $\mu$ が優臨界的であるとは、 以下が成立することである。

$\inf\{\mathscr{E}(u,u)|u\in \mathscr{F}, \int_{\mathbb{R}^{d}}\oint d\mu=1\}<1$

両者の場合で同様の問題を考えると、 もはや基本解の安定性は成立しないが、 具体的な $p^{\mu}(t,x,y)$ の振る舞

いについては未だに得られていない。 また、 定理 5では、 元になるディリクレ形式は過渡的であるということ

が前提であったが、 再帰的な場合にどのような結果が得られるのかを考えることは興味深い。
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