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自由確率論における非減少レヴイ過程 (subordinator) の分布の性質につ
いて報告する．以下すべて分布は 1次元のものを考える．$\mathcal{P}+$ で $[0,\infty)$ 上のボ
レル確率測度全体の集合とする．
確率論において非減少レヴイ過程 (subordinator)の分布の性質については

次のことが知られている．詳細については Sato[5] や Steutel and vam Harn[6]
を参照してほしい．

命題 1. (1) 非減少レヴイ過程 $(X_{t})_{t\geqq 0}$ の分布族を $(\mu_{t})_{t\geqq 0}$ とする．レヴイ-ヒン
チン表現が次の形である: $\eta’\geqq 0$ と $v((-\infty,0]))=0$かつ $\int_{(0,\infty)}\min(1,x)v(dx)<$

$\infty$ をみたす $\mathbb{R}$ 上の測度 $v$ が存在し

$C_{\mu_{t}}^{*}(z) := \log(\int_{\mathbb{R}}e^{izx}\mu_{t}(dx))=it\eta’Z+t\int_{(0,\infty)}(e^{izx}-1)v(dx)$

である

(2) 任意の $t\geqq 0$ に対して，$suPp(X_{t})\subset[0,\infty)$

(3) $\inf(supp(X_{1}))=b$ ならば $\inf(supp(X_{t}))=bt$

(4) 二つの独立な非減少レヴイ過程 $(X_{t})_{t\geqq 0}(Y_{t})_{f\geqq 0}$ の積は $(Z_{f}=X_{t}Y_{f})_{t\geqq 0}$ は
必ずしもレヴイ過程にならない

この命題の (2) は非減少レヴイ過程の保存的な性質「分布が非負の領域に
集中している」ということである．他方，(4) は保存的でない性質，確率過程の
積というものを考えたときにその分布の無限分解可能性は保存されない，と
いうものである．このような非減少レヴイ過程の分布の性質をみながら自由
確率論におけるその対応物をドイツ Saarlandes大学 Octavio Arizmendi氏，
京都大学の長谷部高広氏と考察した [1].
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自由確率論について簡潔にどういうものかだけ述べておく．詳しくは [4] と
[3] とその文献リストを参考にしてほしい．通常の測度論に基づく確率論にお
ける「独立性」の概念を変形して確率変数が「確率変数の積」について非可換
な場合の自然な独立性のーつとして「自由独立性」というものが Voiculescu
により提唱された．その独立性の元での畳み込みなどの基本的な確率論の概
念が整備された．それぞれ確率分布 $\mu,v$ に従う自由独立な確率変数の和の分
布を $\mu$ 田 $v$ と表し，同様に自由独立な確率変数の積の分布を $\mu\otimes v$ と表す．こ
れらはランダム行列の解析に応用されている．
無限分解可能性の概念は田の概念を用いて自由確率論でも同様に考えら

れている．任意の $n\in \mathbb{N}$ に対してある確率分布 $\mu_{n}$ が存在して次が成立する
とき $\mu$ は自由無限分解可能分布という:

$\mu=\underline{\mu_{n}田\cdots 田\mu_{n}}$

$n$ 個

確率分布 $\mu$ が自由無限分解可能ならば確率論のときと同様 $\mu$

田 $t$ が任意の $t\geq 0$

に対して定義される．
確率論のときと同様に自由無限分解可能分布に対して，レヴイ-ヒンチン

表現が知られている．自由確率論においては特性関数 (フーリエ変換) を用
いる代わりに $R$ -変換と呼ばれる変換が用いられる．確率分布 $\mu$ の $R$ -変換とは
次で定義される:

$R_{\mu}=zG_{\mu}^{(-1)}(z)-1$

ここで $G_{\mu}^{(-1)}(z)$ は確率分布 $\mu$ のコーシー変換 $G(z)= \int^{\underline{\mu(dx)}}(z\in \mathbb{C}^{+})$ の

合成についての右逆元とする．$\mu$ が自由無限分解可能分布であるとき $a\geq 0,$

$\eta\in \mathbb{R}$ とレヴイ測度 $v$ (すなわち $v(\{0\})=0$ と $\int\min(1,x^{2})v(dx)<\infty$をみ
たす $\mathbb{R}\backslash \{0\}$ 上の測度) が存在して次を満たす:

$R_{\mu}(z)=a z^{2}+\eta z+\int_{\mathbb{R}}(\frac{1}{1-zx}-1-xzI_{[-1,1]}(x))v(dx)$ , $z\in \mathbb{C}^{-}$ (1)

また逆に，確率分布 $\mu$ の $R$変換が上の表現を持てば $\mu$ は自由無限分解可能で
ある．

この表現は確率論における無限分解可能分布のレヴイ-ヒンチン表現に対
応している．$\mu$ が無限分解可能であれば $a\geqq 0,$ $\eta\in \mathbb{R}$ とレヴイ測度 $v$ が存在
して次を満たす:

$C_{\mu}^{*}(z)$ $:= \log(\int_{\mathbb{R}}e^{izx}\mu(dx))=-\frac{az^{2}}{2}+i\eta z+\int_{\mathbb{R}}(e^{izx}-1 - izxfl[-1,1])v(dx)$

したがって無限分解可能の研究の中でこれらの無限分解可能分布，自由無限分
解可能分布を特徴付ける $(a,v, \eta)$ が同じもの同士を対応させる写像 Bercovici-
Pata写像A: $I^{*}arrow I^{ffl}$ が提唱された．ここで $I^{*},$ $I^{=}$ は無限分解可能分布全体
の集合および自由無限分解可能分布全体の集合とする．
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ここで非減少レヴイ過程の自由確率論における対応物を Bercovici-Pata写
像により定義する．
自由非減少レヴイ過程 (free subordmator)

分布族 $(\rho_{t})_{t^{>}0}$ に対して，ある分布族が $(\mu_{t})_{t\geqq 0}$ をもつ非減少レヴイ過程
$(X_{f})_{t}>0$ が存在して，$(\rho_{t}=\Lambda(\mu_{t}))_{t>0}$ であるとき，この $(\rho_{t})_{t\geqq 0}$ から構成
される自由レヴイ過程を自由減少レヴイ過程 (free subordinator) と呼ぶ
ことにする．$I$果を自由非減少レヴイ過程の分布全体の集合とし，自由正
則無限分解可能分布のクラスと呼ぶ．

Iみを減少レヴイ過程の分布全体の集合とする．$I_{r+}^{*}=I^{*}\cap \mathcal{P}+$ であることに
気をつけよ．

口
自由非減少レヴイ過程の分布の性質を解説する．Bercovici-Pata 写像の定

義より自由非減少レヴイ過程の分布のレヴイ-ヒンチン表現は類似の形で成り
立つ．また時間発展の元で「分布が非負の領域に集中している」ということ
も成立する．ところが分布の台の下限は確率論の場合のときのように単純に
変化しない．そのためか，「分布が非負の領域に集中している無限分解可能分
布を時刻 1の分布として構成されるレヴイ過程は必ず非減少レヴイ過程であ
る」ということがいえなくなる．そして確率過程の積の分布の無限分解可能
性については確率論のときより強い事実が成立する．

定理 2. $\mu,v\in I_{r+}^{ffl},$ $\sigma\in I^{ffl}$ とする．このとき以下が成立する．
(1) $\mu^{\otimes}v\in I_{r+}^{ffl}.$

(2) $\mu\otimes$t $\in I$黒が $t\geqq 1$ のとき成立．

(3) $\mu+$ t $\in I$果が $0\leqq t\leqq 1$ のとき成立．

(4) $\mu^{\otimes}\sigma\in I$田．

ここで $\Theta$ は Boolean畳み込みと呼ばれる非可換確率論における別の独立
性の元での畳み込みである．
複合自由ボアソン分布

複合測度 $v$, パラメータ $\lambda>0$ の複合自由ボアソン分布 $\pi_{\lambda,v}$ は

$\mu_{n}=((1-\frac{\lambda}{n})\delta_{0}+\frac{\lambda}{n}v)^{ffln}$

の極限分布として定義される．
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定理 3. $\mu$ を対称な確率分布，$m$ を次の密度をもつ自由ボアソン分布とする:
$\frac{1}{2\pi}\sqrt{\frac{4-x}{x}}.$

(1) $\mu\in I$田ならばある $\sigma\in I_{r+}^{ffl}$ が存在して $\mu^{2}=m\otimes\sigma$ . とくに，$\mu^{2}\in I_{r+}^{=}$ . 逆
に，$\sigma\in I_{r+}^{ffl}$ ならば Sym $((m\otimes\sigma)^{1/2})\in I^{ffl}$ . ここで，Sym(v) は $v\in \mathcal{P}+$

の対称化である:Sym(v) $(dx)$ $:= \frac{1}{2}(v(dx)+v(-dx))$ .
(2) $\mu$ がパラメータ $\lambda$ をもつ複合自由ボアソン分布で複合測度として $v$ をも
つならば，(1) の $\sigma$ もまたパラメータ $\lambda$ をもつ複合自由ボアソン分布で複
合測度として $v^{2}$ をもつ．

この定理と正規分布が自由無限分解可能であるということ [2] やコーシー
分布が自由無限分解可能であることから $\chi^{2}$-分布や $F(1,1)$ -分布が自由無限分
解可能であることが従う．
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