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1. はじめに

統計的推測の漸近理論において，通常は正則条件を仮定して理論を展開することが多い
が，必ずしも正則条件が成り立たない場合も少なくないので，そのような場合に，非正則推
定の構造を解明することは重要と考えられる ([AT95]).
本稿において，非正則分布族の典型として位置母数をもっ切断分布族において，その母

数の推定問題を考える．従来，このような切断分布族の場合に Pitman推定量の漸近展開
を導出し，その漸近分散を求め，さらに切断点での密度の値による荷重推定量の漸近分布
による比較も行われた ([AOT07]). 一方，同じ分布族で極値統計量は 1次の漸近情報量損
失は $O$ になるが，2次の漸近情報量損失は正値になることが分かり，さらに，極値統計量と
漸近補助統計量の組から成る統計量の 2次の漸近情報量損失が 0となることも示されてい
る ([AKOI2]). 他方，位置共変推定の観点からは，極値統計量からつくられる荷重推定量
は，2次の漸近情報量損失が $0$ になるのではないかという問題 $*$が生じ得るが，第 2節にお
いて，その問題に答える．次に，Pitman推定量の漸近情報量損失を計算するためには，そ
の漸近密度を必要とするが，[AOT07] における Pitman推定量の漸近展開からそれを求め
ることは難しい．しかし，その漸近展開から Pitman推定量の漸近分布関数を求めること
はでき (第 3節), また，極値統計量から成る荷重推定量の漸近分布も求めることができる
ので，それらの推定量の漸近集中確率を求めて数値計算的観点から比較を試みる (第 4節).

2. 荷重推定量の漸近分布と漸近情報量損失
まず，$X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ をたがいに独立に，いずれも (Lebesgue 測度に関する) 密度

$f_{0}(x-\theta)$ をもつ実確率変数列とする．ただし，$x\in R^{1},$ $\theta\in R^{1}$ とする．また，$f_{0}(\cdot)$ に次の
条件を仮定する．
(Al) $f_{0}(x)>0(a<x<b);f_{0}(x)=0(x\leq a, x\geq b)$ で，$a,$

$b$ は有限とする．
(A2) $f_{0}(\cdot)$ は開区間 $(a, b)$ 上で連続微分可能とし

$c_{1}:= \lim_{xarrow a+0}f_{0}(x)=f_{0}(a+0)>0, c_{2}:=\lim_{xarrow b-0}f_{0}(x)=f_{0}(b-0)>0.$

ここで，極値統計量を
$\underline{\theta}:=\max_{1\leq i\leq n}X_{i}-b, \overline{\theta}:=\min_{1\leq i\leq n}X_{i}-a$

$*$ この間題は 2012年 7月に開催された ims-APRM2012における著者らの講演に対するコメントとして
竹内啓先生によって提起された．
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とおき，
$\hat{\theta}^{*}:=\lambda\overline{\theta}+(1-\lambda)\underline{\theta}(0<\lambda<1)$

とすれば，$\hat{\theta}^{*}$ は $\theta$ の位置共変推定量になる．このとき $\hat{\theta}^{*}$ の漸近情報量損失を計算する．こ
こで用いる情報量として，任意の $\theta_{1},$ $\theta_{2}\in\Theta$ について $f_{0}(\cdot-\theta_{1})$ と $f_{0}(\cdot-\theta_{2})$ の間の $X_{1}$ の

一般情報量を

$I_{X_{1}}^{(\alpha)}( \theta_{1}, \theta_{2}):=-\frac{8}{1-\alpha^{2}}\log\int_{-\infty}^{\infty}f_{o(x-\theta_{1})^{\frac{1-\alpha}{2}f_{0}(x-\theta_{2})^{\underline{1}\pm_{2}\underline{\alpha}}d_{X}}}(|\alpha|<1)$

によって定義し，同様にして統計量 $T$ の密度 $f_{T}(t, \theta)$ を用いて $T$ の一般情報量 $I_{T}^{(\alpha)}(\theta_{1}, \theta_{2})$

も定義する．

さて，$U:=n(\overline{\theta}-\theta),$ $V:=n(\underline{\theta}-\theta)$ とおくと $\hat{\theta}^{*}$ の定義より

$T:=n(\hat{\theta}^{*}-\theta)=\lambda n(\overline{\theta}-\theta)+(1-\lambda)n(\underline{\theta}-\theta)=\lambda U+(1-\lambda)V$

となる．いま $(U, V)$ の漸近密度は

$f_{U,V}(u, v)=\{\begin{array}{ll}c_{1}c_{2}e^{c_{2}v-c_{1}u} (v<0<u)0 (その他)\end{array}$ (2.1)

となるから，$t=\lambda u+(1-\lambda)v,$ $v=v$ とおいて変数変換すると

$\frac{\partial(t,v)}{\partial(u,v)}=$

$\lambda$ $1-\lambda$

$0$ 1
$=\lambda$

となることから，$(V, T)$ の漸近密度は

$f_{V,T}(v, t)=\{\begin{array}{ll}c_{1}c_{2}e^{c_{2}v^{c_{\lambda}}(t-(1-\lambda)v)}-\lrcorner/|\frac{\partial(t,v)}{\partial(u,v)}| (v<\min\{\frac{t}{1-\lambda}, 0\}) ,0 (その他)\end{array}$

$=\{\begin{array}{ll}\underline{c}_{\lambda}\mapsto^{\mathcal{C}}e^{(c(1-\lambda))v--\perp t}2^{-\lrcorner}c_{\lambda}c_{\lambda} (v<\min\{\frac{t}{1-\lambda}, 0\}) ,0 (その他)\end{array}$

になる．よって，$narrow\infty$ のとき $T$ の漸近周辺密度は

$f_{T}(t)=\{\begin{array}{l}K^{z^{c}}e^{\overline{1}-\overline{\lambda}}t+o(1) (t<0) ,K^{c_{\lambda}}e^{--\perp t}+o(1) (t\geq 0)\end{array}$

となる．ただし $K:=c_{1}c_{2}/\{\lambda c_{2}+(1-\lambda)c_{1}\}$ とする．ここで，$\triangle>0$ とすると

$f_{T}(t-\triangle)=\{\begin{array}{l}Ke^{c_{L}}\overline{1}-\lambda(t-\triangle)+o(1) (t<\triangle) ,Ke^{-\lrcorner}(t-\triangle)+o(1)c_{\lambda} (t\geq\triangle)\end{array}$
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となるから，$narrow\infty$ のとき

$J_{\alpha}(n \triangle, \lambda):=\int_{-\infty}^{\infty}f_{\tau(t)^{\frac{1-\alpha}{2}f_{T}(t-n\triangle)^{\underline{1}\pm_{2}\underline{\alpha}}dt}}$

$= \int_{-\infty}^{0_{K^{A_{\overline{\lambda}}^{c_{2}}}}}e^{c}\overline{1}-te^{-fi\frac{(1+\alpha)}{1-\lambda)}n\triangle}dt+\int_{0}^{n\triangle}Ke^{-\frac{1}{2}\{\frac{c(1-\alpha)}{\lambda}-}arrow^{c(1+\alpha)}1-\lambda\}_{e}t^{c_{2}}-\prec\frac{(1+\alpha)}{1-\lambda)}n\triangle_{dt}$

$+ \int_{n\Delta}^{\infty}$ Ke一築 $te^{\frac{(1+\alpha)c}{2\lambda}n\Delta}dt+o(1)$

になる．ここで

$\lambda=\frac{(1-\alpha)c_{1}}{(1-\alpha)c_{1}+(1+\alpha)c_{2}}=:\lambda_{\alpha}$

とおくと

$K= \frac{1}{2}\{(1-\alpha)c_{1}+(1+\alpha)c_{2}\}=:K_{\alpha}$

になる．このとき，$\triangle=O(1/n)$ とすれば，$narrow\infty$ のとき

$J_{\alpha}(n \triangle, \lambda_{\alpha})=K_{\alpha}\{e^{-K_{\alpha}n\triangle}\int_{-\infty}^{0}e^{2K_{\alpha}t/(1+\alpha)}dt+e^{-K_{\alpha}n\triangle}\int_{0}^{n\triangle}dt$

$+e^{(1+\alpha)K_{\alpha}n\Delta/(1-\alpha)} \int_{n\triangle}^{\infty}e^{-2K_{\alpha}t/(1-\alpha)}dt\}+o(1)$

$=K_{\alpha}( \frac{1}{K_{\alpha}}+n\triangle)e^{-K_{\alpha}n\Delta}+o(1)$

$=(1+K_{\alpha}n\triangle)e^{-K_{\alpha}n\triangle}+o(1)$

となる．よって，$narrow\infty$ のとき

$I_{\hat{\theta}^{*}}^{(\alpha)}( \theta, \theta+\triangle)=I_{T}^{(\alpha)}(\theta, \theta+n\triangle)=-\frac{8}{1-\alpha^{2}}\log J_{\alpha}(n\triangle, \lambda_{\alpha})$

$= \frac{1}{1-\alpha^{2}}\{2K_{\alpha}n\triangle-8\log(1+K_{\alpha}n\triangle)\}+o(1)$ (2.2)

になる．一方，$X=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ の一般情報量は

$I_{X}^{(\alpha)}( \theta, \theta+\triangle)=nI_{X_{1}}^{(\alpha)}(\theta, \theta+\triangle)=\frac{2K_{\alpha}n\triangle}{1-\alpha^{2}}+o(1)$ (2.3)

となる．ゆえに，(2.2) と (2.3) から推定量 $\hat{\theta}^{*}$ の 1次の漸近情報量損失は，$narrow\infty$ のとき

$I_{X}^{(\alpha)}( \theta, \theta+\triangle)-I_{\hat{\theta}^{*}}^{(\alpha)}(\theta, \theta+\triangle)=\frac{8}{1-\alpha^{2}}\log(1+K_{\alpha}n\triangle)+o(1)$

となり，$\hat{\theta}^{*}$ は 1次の漸近情報量損失

$\frac{8}{1-\alpha^{2}}\log(1+K_{\alpha}n\triangle)(>0)$
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をもつことが分かる．このことは，1次元の推定量 $\hat{\theta}^{*}$ は元のデータ $X$ がもつ情報量を漸近

的に把えきれないことも意味し，第 1節に述べた問題に対する否定的解答になる．
例 1 $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ をたがいに独立に，いずれも密度

$f_{0}(x-\theta)=\{\begin{array}{ll}ce^{-(x-\theta)} (0<x-\theta<1) ,0 (その他)\end{array}$

をもつ切断指数分布に従う確率変数列とする．ただし，$c=e/(e-1)$ とする．このとき，
$x_{(1)}$ $:= \min_{1\leq i\leq n}X_{i},$ $X_{(n)}$ $:= \max_{1\leq i\leq n}X_{i}$ とすれば

$\underline{\theta}=X_{(n)}-1, \overline{\theta}=X_{(1)}$

となり，

$\hat{\theta}^{*}=\lambda\overline{\theta}+(1-\lambda)\underline{\theta}=\lambdaX_{(1)}+(1-\lambda)(X_{(n)}-1) (0<\lambda<1)$

になる．ここで，上記のことから

$\lambda_{\alpha}=\frac{1-\alpha}{1-\alpha+(1+\alpha)e^{-1}}$

とすれば

$K_{\alpha}= \frac{c}{2}\{1-\alpha+(1+\alpha)e^{-1}\}$

になる．このとき，$\hat{\theta}^{*}$ の 1次の漸近情報量損失は

$\frac{8}{1-\alpha^{2}}\log(1+\frac{c}{2}(1-\alpha+(1+\alpha)e^{-1})n\triangle)$

になる．ただし $\triangle=O(1/n)$ とする．なお，この場合には統計量 $(\underline{\theta},\overline{\theta})$ は 2次の漸近情報量
損失は無いことが示されている ([A96]).

3. Pitman推定量とその漸近分布
一般に，$X_{1},$ $\cdots,$

$X_{n}$ をたがいに独立にいずれも位置母数 $\theta(\in R^{1})$ をもつ密度 $f_{0}(x-\theta)$

をもつ分布に従う実確率変数と仮定する．このとき，$X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ に基づく $\theta$ の推

定量 $\hat{\theta}=\hat{\theta}(X)=\hat{\theta}(X_{1}, \cdots, X_{n})$ について，任意の $c\in R^{1}$ に対して

$\hat{\theta}(X_{1}+c, \cdots, X_{n}+c)=\hat{\theta}(X_{1}, \cdots, X_{n})+c$

が成り立つとき，$\hat{\theta}$ を位置共変 (location equivariant) 推定量という．また，位置共変推定量
全体のクラスの中で平均 2乗誤差を最小にする位置共変推定量を最良位置共変推定量とい
い，Pitman([P39]) は最良位置共変推定量は

$\hat{\theta}_{PT}:=\int_{-\infty}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\theta\prod_{i=1}^{n}f_{0}(X_{i}-\theta)d\theta/\int_{-\infty}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}f_{0}(X_{i}-\theta)d\theta$
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となることを示したので，この推定量は $(\theta$ の $)$ Pitman推定量とも呼ばれてぃる ([LC98]).
さて，第 2節の条件 (Al), (A2) の下では，$\theta$ の Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$ の漸近展開は

$n( \hat{\theta}_{PT}-\theta)=\frac{1}{2}(U+V)+\frac{(U-V)(e^{(c_{1}-c_{2})(U-V)}+1)}{2(e^{()(U-V)}c_{1}-\mathcal{C}2-1)}-\frac{1}{c_{1}-c_{2}}+o_{p}(1)$

$= \frac{(U-V)e^{(c_{1}-c_{2})(U-V)}}{e^{(c_{1}-c_{2})(U-V)}-1}+V-\frac{1}{c_{1}-c_{2}}+o_{p}(1)$

で与えられる ([AOT07]). この表現から分かるように Pitman 推定量はやや複雑で極値
統計量からつくられる荷重推定量の形に漸近的にはなっていないことに注意．このとき，
$W=U-V,$ $V=V$ とすれば，$\hat{\theta}_{PT}$ の漸近累積分布関数 (asymptotic(as)c.d.$f$.) $F_{\hat{\theta}_{PT}}(t)$ は

$F_{\hat{\theta}_{PT}}(t)= \lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n(\hat{\theta}_{PT}-\theta)\leq t\}=P_{\theta}\{\frac{We^{(c_{1}-c_{2})W}}{e^{(c_{1}-c_{2})W}-1}+V-\frac{1}{c_{1}-c_{2}}\leq t\}$

$=E[P_{\theta} \{V\leq t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{We^{(c_{1}-c_{2})W}}{e^{(c_{1}-c_{2})W}-1}|W\}]$ (3.1)

で求められる．ここで，$(U, V)$ の漸近密度 (2.1) において，$W=U-V,$ $V=V$ として変数
変換すると $(W, V)$ の漸近密度は

$f_{W,V}(w, v)=\{\begin{array}{ll}c_{1}c_{2}e^{-(c_{1}-c_{2})v-c_{1}w} (-w<v<0, w>0) ,0 (その他)\end{array}$

になる．よって，$narrow\infty$ のとき $W$ の漸近周辺密度は

$f_{W}(w)=\{\begin{array}{ll}A^{\mathcal{C}\underline{\mathcal{C}}}Lc_{1}-c_{2}(e^{-c_{2}w}-e^{-c_{1}w}) (w>0) ,0 (w\leq 0)\end{array}$

となるから，$W$ を与えたときの $V$ の漸近条件付密度関数は

$f_{V|W}(v|w)= \frac{f_{W,V}(w,v)}{f_{W}(w)}=\{\begin{array}{ll}\frac{(c_{1}-c_{2})e^{-(c_{1}-c_{2})v}}{e^{(c}1^{-c}2)w-1} (-w<v<0) ,0 (その\{1!)\end{array}$

になり，

$P_{\theta} \{V\leq t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{We^{()W}c_{1}-\mathcal{C}2}{e^{(c_{1}-c_{2})W}-1}|W\}$

$=\{\begin{array}{l}0 (t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{We^{(c_{1}-c_{2})W}}{e^{(c_{1}-c_{2})W}-1}\leq-W) ,\frac{1}{e^{(c_{1}-c_{2})W}-1}\{e^{(c_{1}-c_{2})W}-e^{-(c_{1}-c_{2})(t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{We^{(c_{1}-c_{2})W}}{e^{(c_{1}-c_{2})W-1}})}\}(-W<t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{We^{(c-c)W}12}{e^{(c-c)W}12-1}<0) ,1 (0\leq t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{We^{(c_{1}-c_{2})W}}{e^{(c_{1}-c_{2})W}-1})\end{array}$ (3.2)
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が得られる．ここで，$C_{1}>c_{2}$ とし，$S:=e^{(c_{1}-c_{2})W}$ とすれば，

$\{w|t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{we^{(c_{1}-c_{2})w}}{e^{(C1^{-}c_{2})w}-1}\leq-w\}=\{\begin{array}{ll}\{\mathcal{S}|1<s\leq s_{0}^{(t)}\} (-\frac{1}{c_{1}-c_{2}}<t<0) ,\{s|s>1\} (t\leq-\frac{1}{c_{1}-c_{2}}) ,\phi (t\geq 0) ,\end{array}$

$\{w|-w<t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{we^{(c_{1}-c_{2})w}}{e^{(c_{1}-c_{2})w}-1}<0\}=\{\begin{array}{ll}\{s|s>s_{1}^{(t)}\} (t>0) ,\{s|s>s_{0}^{(t)}\} (-\frac{1}{c_{1}-\mathcal{C}2}<t\leq 0) ,\phi (t\leq-\frac{1}{c_{1}-c_{2}}) ,\end{array}$

$\{w|0\leq t+\frac{1}{c_{1}-c_{2}}-\frac{we^{(c_{1}-c_{2})w}}{e^{(c_{1}-c_{2})w}-1}\}=\{\begin{array}{ll}\{s|1<s<s_{1}^{(t)}\} (t>0) ,\phi (t\leq 0)\end{array}$

を得る．ただし，$\phi$ は空集合を表わし，$s_{0}^{(t)}(>1)$ は $\log s_{0}^{(t)}-((c_{1}-c_{2})t+1)(\mathcal{S}_{0}(t)_{-1)=0}$ を，
$s_{1}^{(t)}(>1)$ は $((c_{1}-c_{2})t+1)(s_{1}^{(t)}-1)-s_{1}^{(t)}\log s_{1}^{(t)}=0$ を満たすものとする．よって，(3.1),
(3.2) より $\hat{\theta}_{PT}$ の as cdf. として

$F_{\hat{\theta}_{PT}}(t)=\{\begin{array}{ll}1+\frac{c}{c_{1}}=(s_{1}()^{-\infty}\overline{c}-C-\frac{c}{(c_{1}}\llcornerarrow_{2}e^{-(c_{1}-c_{2})t-1}I(s_{1}^{(t)}) (t>0) ,\frac{c_{1}}{c_{1}-c_{2}}(s_{0}(t)^{c})^{-A}\overline{c}_{1}-\overline{c_{2}}-\frac{c}{(c_{1}-}\mathcal{C}arrow_{c_{2})}e^{-(c_{1}-c_{2})t-1}I(s_{0}^{(t)}) (-\frac{1}{c_{1}-c_{2}}<t\leq 0) , (3.3)0 (t\leq-\frac{1}{c_{1}-c_{2}})\end{array}$

が得られる．ただし，$I(a):= \int_{a}^{\infty}\overline{c_{1}}-\overline{c_{2}}c\perp$ . とする．また，$c_{1}<c_{2}$ のときも上記と同
様にすればよい．

4. 漸近集中確率による比較
第 2節の荷重推定量 $\hat{\theta}^{*}$ において，特に $\lambda=c_{1}/(c_{1}+c_{2})$ として，$\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ を集中確率の

観点から比較を行う．まず，

$T:=n( \hat{\theta}^{*}-\theta)=\frac{c_{1}}{c_{1}+c_{2}}U+\frac{c_{2}}{c_{1}+c_{2}}V$

となるから，$T$ の漸近周辺密度は

$f_{T}(t)=\{\begin{array}{ll}-\perp_{2}r_{e^{(c_{1}+c_{2})t}+o(1)} (t<0) ,-\frac{+}{2}z_{e^{-(c_{1}+c_{2})t}+o(1)} (t\geq 0)\end{array}$

となり，$T$ の as cdf. $F_{T}(t)$ は

$F_{T}(t)= \lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n(\hat{\theta}^{*}-\theta)\leq t\}=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{2}e^{(c_{1}+c_{2})t} (t\leq 0) ,1-\frac{1}{2}e^{-(c_{1}+c_{2})t} (t>0)\end{array}$ (4.1)
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になる．ここで，(4.1), (3.3) から $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の漸近集中確率 (asymptotic concentration
probability $( ACP))\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}^{*}-\theta|\leq a\},$ $\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{PT}-\theta|\leq a\}(a>0)$ を求め

たい．しかし前者は容易に計算できるが，後者についてはそう簡単ではないので，具体例
において数値計算的観点から比較する．
例 2(切断指数分布). $X_{1},$

$\cdots,$ $X_{n}$ を互いに独立に，いずれも密度

$f(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{e}{e-1}e^{-x} (0<x<1) ,0 (その他)\end{array}$

をもつ切断指数分布に $\{^{\nearrow}oe$う確率変数とする．このとき，$c_{1}=e/(e-1),$ $c_{2}=1/(e-1)$ よ
り，(4.1), (3.3) から $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の as cdf. を求めると，それぞれ

$F_{T}(t)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{2}e^{\frac{e}{e}\pm_{t}}-11 (t\leq 0) ,1-\frac{1}{2}e^{-\frac{e}{e}\pm}-11t (t>0)\end{array}$

$F_{\hat{\theta}_{PT}}(t)=\{\begin{array}{ll}1+\frac{1}{e-1}(s_{1}^{(t)})^{-\frac{e}{e-1}}-\frac{1}{(e-1)^{2}}e^{-t}I(s_{1}^{(t)}) (t>0) ,\frac{e}{e-1}(\mathcal{S}_{0}(t))^{-\frac{1}{e-1}}-\frac{1}{(e-1)^{2}}e^{-t}I(\mathcal{S}_{0}(t)) (-1<t\leq 0) ,0 (t\leq-1)\end{array}$

となる．ただし，$I(a);= \int_{a}^{\infty}s^{-\frac{e}{e-1}}\cdot s^{\frac{1}{s-1}}ds$ とする．このとき，$0<a<1$ に対して $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$

の ACP は，それぞれ

$ACP_{\hat{\theta}^{*}}(a):=\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}^{*}-\theta|\leq a\}=F_{T}(a)-F_{T}(-a)=1-e^{--A_{\frac{1}{1}a}}e-e,$

$ACP_{\hat{\theta}_{PT}}(a):=\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{PT}-\theta|\leq a\}=F_{\hat{\theta}_{PT}}(a)-F_{\hat{\theta}_{PT}}(-a)$

$= \frac{1}{e-1}(s_{1}^{(a)})^{-\frac{e}{e-1}}-\frac{1}{(e-1)^{2}}e^{-a}I(s_{1}^{(a)})$

$- \frac{e}{e-1}(s_{0}^{(-a)})^{-\frac{1}{e-1}}+\frac{1}{(e-1)^{2}}e^{a}I(\mathcal{S}_{0}(-a))+1$

で与えられ，$a=$ 0(0.1)1についての $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP は表 1のようになり，$\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の

ACP のグラフは図 1のようになる．
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$\cdots\cdots$ $\hat{\theta}_{PT}\sigma)ACP$

$-\hat{\theta}^{*}$の $ACP$

図 1 $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP のグラフ

グラフより，$0.37<a<1$ であれば，$\hat{\theta}_{PT}$ の方が $\hat{\theta}^{*}$ よりも ACP の意味で漸近的に良いがそ
の他の $a$ では悪いことが分かる．
例 3 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ を互いに独立に，いずれも密度

$f(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{3}{2}-x (0<x<1) ,0 (その他)\end{array}$

をもつ分布に従う確率変数とする．このとき，$c_{1}=3/2,$ $c_{2}=1/2$ より，(4.1), (3.3) から $\hat{\theta}^{*}$

と $\hat{\theta}_{PT}$ の as cdf. はそれぞれ

$F_{T}(t)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{2}e^{2t} (t\leq 0) ,1-\frac{1}{2}e^{-2t} (t>0) ,\end{array}$

$F_{\hat{\theta}_{PT}}(t)=\{\begin{array}{ll}1+\frac{1}{2}(s_{1}^{(t)})^{-\frac{3}{2}}-\frac{3}{4}e^{-(t+1)}I(s_{1}^{(t)}) (t>0) ,\frac{3}{2}(s_{0}^{(t)})^{-\frac{1}{2}}-\frac{3}{4}e^{-(t+1)}I(s_{0}^{(t)}) (-1<t\leq 0) ,0 (t\leq-1)\end{array}$

となる．ただし，$I(a):= \int_{a}^{\infty}s^{-\frac{3}{2}}\cdot s^{\frac{1}{s-1}}ds$ とする．このとき，$0<a<1$ に対して $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$

の ACP は，それぞれ

$ACP_{\hat{\theta}^{*}}(a)=F_{T}(a)-F_{T}(-a)=1-e^{-2a},$

$ACP_{\hat{\theta}_{PT}}(a)=F_{\hat{\theta}_{PT}}(a)-F_{\hat{\theta}_{PT}}(-a)$

$= \frac{1}{2}(s_{1}^{(a)})^{-\frac{3}{2}}-\frac{3}{4e}e^{-a}I(s_{1}^{(a)})$
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$- \frac{3}{2}(s_{0}()^{-\frac{1}{2}}+\frac{3}{4e}e^{a}I(\mathcal{S}_{0})+1$

になる．$a=$ 0(0.1)1についての $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP は表 2のようになり，$\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP
のグラフは図 2のようになる．

- $\hat{\theta}_{PT}$の $ACP$

$-\hat{\theta}^{*}$の $ACP$

図 2 $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP のグラフ

グラフより，$0.37<a<1$ であれば，$\hat{\theta}_{PT}$ の方が $\hat{\theta}^{*}$ よりも ACP の意味で漸近的に良いが，
その他の $a$ では悪いことが分かる．
例 4(切断正規分布). $X_{1},$

$\cdots,$ $X_{n}$ を互いに独立に，いずれも密度

$f(x)=\{$

$ke^{-\frac{x^{2}}{2}}$ $(0<x<1)$ ,

0 (その他)

をもつ切断指数分布に従う確率変数とする．ただし，$k=1/(\sqrt{2\pi}\{\Phi(1)-(1/2)\}),$ $\Phi$ は標
準正規分布の cdf. とする．このとき，$c_{1}=k,$ $c_{2}=ke$透より，(4.1), (3.3) から $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$

の as. $c$ .d.f. を求めると，それぞれ

$F_{T}(t)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{2}e^{k(1+e^{-1/2})t} (t\leq 0) ,1-\frac{1}{2}e^{-k(1+e^{-1/2})t} (t>0)\end{array}$
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$F_{\hat{\theta}_{PT}}(t)=\{\begin{array}{ll}1+\frac{1}{\sqrt{e}-1}(s_{1}^{(t)})^{-\frac{\sqrt{e}}{\sqrt{e}-1}}-\frac{1}{\sqrt{e}(\sqrt{e}-1)^{2}}e^{-k(1-e^{-1/2})t}I(s_{1}^{(t)}) (t>0) ,\frac{\sqrt{e}}{\sqrt{e}-1}(s_{0}^{(t)})^{-\frac{1}{\sqrt{e}-1}}-\frac{1}{\sqrt{e}(\sqrt{e}-1)^{2}}e^{-k(1-e^{-1/2})t}I(s_{0}^{(t)}) (-\frac{1}{k(1-e^{-1/2})}<t\leq 0) ,0 (t\leq-1)\end{array}$

となる．ただし，$I(a):= \int_{a}^{\infty}s^{-\frac{1}{1-e^{-1/2}}}\cdot s^{\frac{1}{s-1}}ds$ とする．このとき，$0<a<1/\{k(1-e^{-1/2})\}$

に対して $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP は，それぞれ

$ACP_{\hat{\theta}}.(a) :=1-e^{-k(1+e^{-1/2})a},$

$ACP_{\hat{\theta}_{PT}}(a):=1+\frac{1}{\sqrt{e}-1}(s_{1}^{(a)})^{-\star_{e-1}^{\epsilon}}-\frac{1}{\sqrt{e}(\sqrt{e}-1)^{2}}e^{-k(1-e^{-1/2})a}I(s_{1}^{(a)})$

一 $\frac{\sqrt{e}}{\sqrt{e}-1}(s_{0}^{(a)})^{-\frac{1}{\sqrt{e}-1}}+\frac{1}{\sqrt{e}(\sqrt{e}-1)^{2}}e^{-k(1-e^{-1/2})a}I(s_{0}^{(a)})$

で与えられ，$a=0(0.1)1/\{k(1-e^{-1/2})\}$ についての $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP は表 3のようになり，
$\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP のグラフは図 3のようになる．

表 3 $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の $ACP$ の値

図 3 $\hat{\theta}^{*}$ と $\hat{\theta}_{PT}$ の ACP のグラフ
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グラフより，$0.5<a<1/\{k(1-e^{-1/2})\}$ であれば，$\hat{\theta}_{PT}$ の方が $\hat{\theta}^{*}$ よりも ACP の意味で漸
近的に良いがその他の $a$ では悪いことが分かる．
5. おわりに

非正則分布族の典型として位置母数をもつ切断分布族を考え，極値統計量からつくられ
る荷重推定量は位置共変推定量になるが，その漸近情報量損失は 0にならないことを示し
た．また，Pitman推定量と荷重推定量の漸近分布を求め，それらの漸近集中確率にょって
数値計算的見地から比較を試みたところ，Pitman推定量が荷重推定量より ACP の意味で
漸近的に一様に良いとは限らないことが分かった．
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