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概要

レベル集合を用いてファジイ集合列の極限を定義し、 その性質を調べる。通常の
集合をファジイ集合と区別したい場合はクリスプ集合とよぶことにする。 ファジイ集
合列の極限は、 クリスプ集合列の極限のファジイ版である。

1 準備

ファジイ集合列の極限を考えるときに必要になるクリスプ集合列の極限について [4] に
従って準備する。 その後、 ファジイ集合に関する準備をする。

$a,$ $b\in \mathbb{R}$ に対して、 $[a, b]=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x\leq b\},$ $[a, b[=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x<b\}, ]a, b]=$

$\{x\in \mathbb{R}:a<x\leq b\},$ $]a,$ $b[=\{x\in \mathbb{R}:a<x<b\}$ とする。
$a_{\lambda}\in[0,1],$ $\lambda\in\Lambda$ に対して、 $\bigwedge_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda}=\inf_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda},$ $_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda}= \sup_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda}$ とする。 ただし、

$\Lambda=\emptyset$ のときは $\bigwedge_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda}=\inf_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda}=1,$ $_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda}= \sup_{\lambda\in\Lambda}a_{\lambda}=0$ とする。
$\mathbb{N}$ をすべての自然数の集合とし

$\mathcal{N}_{\infty}=\{N\subset \mathbb{N}$ : $\mathbb{N}\backslash N$ finite$\}=$ {subsequences of $\mathbb{N}$ containing all $k$ beyond some $k_{0}$ }
$\mathcal{N}_{\infty}\#=$ { $N\subset \mathbb{N}$ : $N$ infinite} $=$ {all subsequences of $\mathbb{N}$}

とする。 列 $\{x_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の部分列はある $N\in \mathcal{N}_{\infty}\#$ に対して $\{x_{k}\}_{k\in N}$ の形で表される。 $\mathbb{N}$ に

おける $karrow\infty$ のとき $\lim_{k},$ $\lim_{karrow\infty}$ または $\lim_{k\in \mathbb{N}}$ と書くが、 添字集合 $N\in \mathcal{N}_{\infty}\#$ または
$N\in \mathcal{N}_{\infty}$ に対しての場合は $\lim_{k\in N}$ または $\lim_{karrow\infty}$ と書く。

ガ

集合 $C\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して、 cl $(C)$ , co $(C),$ $\overline{co}(C)$ をそれぞれ $C$ の閉包，凸包，閉凸包とする。
$\overline{co}(C)$ は $C$ を含む最小の閉凸集合であり、 $C$ を含むすべての閉凸集合の共通部分であり、
$\overline{co}(C)=$ cl(co$(C)$ ) となることが知られている ([2] の Corollary 1.2. 1)

。

$C(\mathbb{R}^{n}),$ $\mathcal{K}(\mathbb{R}^{n}),$ $C\mathcal{K}(\mathbb{R}^{n})$ をそれぞれ $\mathbb{R}^{n}$ のすべての閉集合，凸集合，閉凸集合の集合と
する。
集合 $C\subset \mathbb{R}^{n}$ が錐であるとは、 $0\in C$ かっ任意の $x\in C,$ $\lambda\geq 0$ に対して $\lambda x\in C$ とな
るときをいう。
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1.1 集合列の極限

まず、 集合列の極限を定義する。

定義 1 $-1$ ([4] の Definition 4. 1) $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合の列 $\{C_{k}\}_{k\in N}$ に対して、 その下極限を

集合

$\lim_{karrow}\inf_{\infty}C_{k}$
$=$ $\{x\in \mathbb{R}^{n}$ : $\exists N\in \mathcal{N}_{\infty},$ $\exists x_{k}\in C_{k}(k\in N)$ with $x_{k}arrow NX\}$

と定義し、 その上極限を集合

$\lim_{karrow}\sup_{\infty}C_{k}$
$=$ $\{x\in \mathbb{R}^{n}$ : $\exists N\in \mathcal{N}_{\infty}^{\#},$ $\exists x_{k}\in C_{k}(k\in N)$ with $x_{k}arrow NX\}$

と定義する。 $\lim\inf_{karrow\infty}C_{k}=\lim\sup_{karrow\infty}C_{k}$ のとき、 $\{C_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の極限が存在するといい

$\lim_{karrow\infty}C_{k}=\lim_{karrow}\sup_{\infty}C_{k}=\lim_{karrow}\inf_{\infty}C_{k}$

と定義する。

1.2 フアジイ集合

次に、 ファジイ集合列の極限を考えるときに必要になるファジイ集合のレベル集合に関
する性質を調べる。

$\mathbb{R}^{n}$ 上のファジイ集合 $\tilde{s}$ とそのメンバーシップ関数を同一視し、その同一視されたメン
バーシップ関数も $\tilde{s}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow[0,1]$ と表す。 $\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上のすべてのファジィ集合の集
合とする。

$\sim \mathcal{S}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ と $\alpha\in[0,1]$ に対して $\tilde{s}$ の $\alpha-$レベル集合は

$[\neg s_{\alpha}=\{x\in \mathbb{R}^{n}:\tilde{s}(x)\geq\alpha\}$

と定義される。
クリスプ集合 $S\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して、 $S$ の指示関数は各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$c_{S}(x)=\{\begin{array}{l}1 if x\in S0 if x\not\in S\end{array}$

である $c_{S}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow\{0,1\}$ と定義される。 ただし、 $c_{S}$ をファジィ集合として考える場合は

$cs$ : $\mathbb{R}^{n}arrow[0,1]$ とみなす。
$\tilde{\mathcal{S}}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ は

$\tilde{s}=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{[\neg s_{\alpha}}$

と表現でき、 分解定理として知られている (例えば、 [1] 参照)
。

$\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が閉であるとは、 $\tilde{s}$ が上半連続であるときをいう。 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が閉であるた

めの必要十分条件は、 $[\neg s_{\alpha}\in C(\mathbb{R}^{n}), \alpha\in]0,1]$ となることである。
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写 $\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が凸であるとは

$\tilde{s}(\lambda x+(1-\lambda)y)\geq\tilde{s}(x)\wedge\tilde{s}(y)$ for $x,$ $y\in \mathbb{R}^{n},$ $\lambda\in[0,1]$

のときをいう。 すなわち、 $\sim \mathcal{S}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が凸であるとは $\tilde{s}$ が準凹関数であるときをいい、 3
が凸であるための必要十分条件は同 $\alpha\in \mathcal{K}$ ( $\mathbb{R}$n), $\alpha\in]0,1]$ となることである。

$C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}),$ $\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}),$ $C\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ をそれぞれ $\mathbb{R}^{n}$ 上のすべての閉ファジイ集合，凸ファジイ
集合，閉凸ファジィ集合の集合とする。

$\tilde{\mathcal{S}}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ がファジイ錐であるとは、 $[\neg s_{\alpha}\subset \mathbb{R}^{n}, \alpha\in]0,1]$ が錐になるときをいう。
ファジイ集合列の極限を考えるときに必要になるファジイ集合とレベル集合の間の関係

を調べるために

$S(\mathbb{R}^{n})=\{\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ : $S_{\alpha}\subset \mathbb{R}^{n},$ $\alpha\in]0,1]$
” and $S_{\beta}\supset S_{\gamma}$ for $\beta,$ $\gamma\in]0,1]$ with $\beta<\gamma$

”
$\}$

と定義し、 $M:S(\mathbb{R}^{n})arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ を各 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in S(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$M( \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{S_{\alpha}}$

と定義する。 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in S(\mathbb{R}^{n})$ と $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$M( \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})(x)=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{S_{\alpha}}(x)=\sup\{\alpha\in]0,1]:x\in S_{\alpha}\}$

と表せる。 ただし、 $\sup\emptyset=0$ とする。 また、 分解定理は、 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\tilde{s}=M(\{[\urcorner s_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})$

と表せる。

定義 1 – 2 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ に対して、 $\tilde{s}$ の閉包 cl $(\overline{s})$ , 凸包 co $(\overline{s})$ , 閉凸包 $\overline{co}(\overline{s})$ をそれぞれ

$c1(\tilde{s})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{c1}([\neg s_{\alpha})=M(\{c1([\urcorner s_{\alpha})\}_{\alpha\in]0,1]})$

$co(\overline{s})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{CO([\neg s_{\alpha})}=M(\{co([\neg s_{\alpha})\}_{\alpha\in]0,1]})$

$\overline{co}(\overline{s})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{\overline{CO}([\neg_{\alpha})}=M(\{\overline{co}([\urcorner s_{\alpha})\}_{\alpha\in]0,1]})$

と定義する。

クリスプ集合 $S\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して

$c1(c_{S})=c_{c1(S)}, co(c_{S})=c_{CO(S)}, \overline{co}(c_{S})=c_{\overline{CO}(8)}$

となるので、 ファジィ集合の閉包，凸包，閉凸包はクリスプ集合の閉包，凸包，閉凸包の拡
張になっている。
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命題 1 – 3 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とする。 このとき、 cl $(\tilde{s})$ は $\tilde{s}\leq\tilde{t}$ である $\tilde{t}\in C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ のうちで

最小の閉ファジイ集合になる。

命題 $1-3$ において $[c1(\mathcal{S}\sim)]_{\alpha}=$ cl $([\neg s_{\alpha})$ となるとは限らない。

命題 1 – 4 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とする。 このとき、 co $(\tilde{s})$ は $\tilde{s}\leq\tilde{t}$である $\tilde{t}\in \mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ のうちで

最小の凸ファジイ集合になる。

命題 $1-4$ において $[co(\tilde{s})]_{\alpha}=$ co $([\neg s_{\alpha})$ となるとは限らない。

命題 1 – 5 $\tilde{\mathcal{S}}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とする。 このとき、 $\overline{co}(\tilde{s})$ は $\tilde{s}\leq\tilde{t}$ である $\tilde{t}\in C\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ のうち

で最小の閉凸ファジイ集合になる。

命題 $1-5$ において $[\overline{co}(\overline{s})]_{\alpha}=\overline{co}([\neg s_{\alpha})$ となるとは限らない。

2 ファジイ集合列の極限

本節では、 レベル集合を用いてファジイ集合列の極限を定義し、その性質を調べる。
次の定義 2–1は、定義 $1-1$ のファジイ版である。

定義 2–1 $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 各 $\alpha\in$ ] $0,1]$ に対して

$L_{\alpha}= \lim_{karrow}\inf_{\infty}[\tilde{s}_{k}]_{\alpha}, U_{\alpha}=\lim_{karrow}\sup_{\infty}[\tilde{s}_{k}]_{\alpha}$

とする。 $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の下極限をファジィ集合

$\lim_{karrow}\inf_{\infty}\tilde{s}_{k}=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{L_{\alpha}}=M(\{L_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})$

と定義し、 $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の上極限をファジイ集合

$\lim_{karrow\infty}\sup\tilde{s}_{k}=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha C_{U_{\alpha}}=M(\{U_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})$

と定義する。 $\lim\inf_{karrow\infty}\tilde{s}_{k}=\lim\sup_{karrow\infty}$錦のとき、 $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の極限が存在するといい

$k arrow\infty hm\tilde{\mathcal{S}}_{k}=\lim_{karrow}\inf_{\infty}\tilde{s}_{k}=$ lim $sup\tilde{\mathcal{S}}_{k}$

$karrow\infty$

と定義する。

クリスプ集合 $S_{k}\subset \mathbb{R}^{n},$ $k\in \mathbb{N}$ に対して、 $L= \lim\inf_{karrow\infty}S_{k},$ $U=$ $\lim supkarrow\infty^{S_{k}}$ とし、
もし $\{S_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の極限が存在するならば $T= \lim_{karrow\infty}$ 亀とする。このとき、 $\lim\inf_{karrow\infty}c_{S_{k}}=$

$c_{L}$ , hm $\sup_{karrow\infty}c_{S_{k}}=cu$ となり、 もし $\{S_{k}\}_{k\in N}$ の極限が存在するならば $\lim_{karrow\infty}c_{S_{k}}=c\tau$

となる。 よって、 ファジイ集合列の下極限，上極限，極限はクリスプ集合列の下極限，上極
限，極限の拡張になっている。
次の命題 2–2 (i) は [4] の Proposition 4.4の前半部分のファジィ版であり、次の命題

2–2 (ii) は [4] の Proposition 4.15のファジイ版である。
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命題 2–2
(i) $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とする。 このとき、 $\lim\inf_{karrow\infty^{\tilde{S}}k},$ $\lim\sup_{karrow\infty}\tilde{s}_{k}\in C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ となる。
よって、 $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の極限が存在するならば $\lim_{karrow\infty}\tilde{s}_{k}\in C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ となる。 また、 $\sim \mathcal{S}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$

に対して、 $\tilde{s}_{k}=\tilde{s},$ $k\in \mathbb{N}$ ならば $\lim_{karrow\infty}\overline{s}_{k}=$ cl $(\tilde{s})$ となる。

(ii) $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とする。 このとき、 $\lim\inf_{karrow\infty^{\overline{S}}k}\in C\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ となる。 よって、
$\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}$ の極限が存在するならば $\lim_{karrow\infty}\tilde{s}_{k}\in C\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ となる。

次の命題 2–3は、 [4] の Proposition 4.4の後半部分のファジイ版である。

命題 2–3 $\{\mathcal{S}_{k}\sim\}_{k\in \mathbb{N}},$ $\{\tilde{t}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 cl $(\tilde{\mathcal{S}}_{k})=$ cl $(\tilde{t}_{k}),$ $k\in \mathbb{N}$ とする。 このとき、
$\lim\inf_{karrow\infty}\tilde{s}_{k}=\lim\inf_{karrow\infty}\tilde{t}_{k},$ $\lim\sup_{karrow\infty}\tilde{s}_{k}=\lim\sup_{karrow\infty}\tilde{t}_{k}$ となる。

命題 2–4 $\{\tilde{s}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 $\tilde{\mathcal{S}}=\lim_{karrow\infty}$錦とし、 $N\in \mathcal{N}_{\infty}\#$ とする。 このとき、
$\tilde{s}=\lim_{k_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\infty}}}$姦となる。

次の命題 2–5は、 [4] の Exercise 4. 14のファジイ版である。

命題 2–5 $\{\tilde{c}_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ をファジイ錐の列とする。 このとき、 $\lim\inf_{karrow\infty}\tilde{c}_{k}$ も
$\lim\sup_{karrow\infty}$姦もファジイ錐になる。 ある $N$ $\in \mathcal{N}_{\infty}\#$ に対して $\bigwedge_{k\in N}\tilde{c}_{k}$ $\neq\tilde{0}$ ならば
$\lim\sup_{karrow\infty}\tilde{c}_{k}\neq\tilde{0}$ となる。 ここで、 $\tilde{0}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ は次で定義されるファジイ錐である。

$\tilde{0}(x)=\{\begin{array}{l}1 if x=00 if x\neq 0\end{array}$

3 結論

本稿では、 クリスプ集合列の極限のファジィ版として、 ファジイ集合のレベル集合を用
いてファジィ集合列の極限を定義し、 その性質を調べた。
ファジイ集合列の極限に関して得られた結果は、 すべてのファジイ集合 (特に、所謂サ

ポート有界でないファジイ集合) を扱っているという意味で非常に一般的な結果である。
ファジイ集合列の極限は、 ファジイ集合値写像の極限を考えるときに必要かっ重要になる。

参考文献
[1] D. Dubois, W. Ostasiewicz and H. Prade, Fuzzy sets: history and basic notions,

in Fundamentals of Fuzzy Sets (D. Dubois and H. Prade, Eds.) (Kluwer Academic
Publishers, Boston, $MA$ , 2000), pp.21-124.

[2] M. Florenzano and C. L. Van, Finite Dimensional Convexity and optimization,
(Springer-Verlag, Berlin, 2001).

[3] R. T. Rockafellar, Convex analysis, (Princeton University Press, Princeton, N. $J$ .,
1970).

179



[4] R. T. Rockafellar and R. $J$ .-B. Wets, Variational analysis, (Springer-Verlag, New
York, 1998).

[5] T. Tamino, Theory and applications of set-valued mappings –Part 1: fundamen-
tal properties of set-valued mappings–(in Japanese), Japan Society for Fuzzy and
Systems, Vol. 13, 2001, pp.11-19.

[6] T. Tanino, Theory and applications of set-valued mappings–Part 2: derivatives of
set-valued mappings and applications to optimization–(in Japanese), Japan Society
for Fuzzy and Systems, Vol. 13, 2001, pp.146-154.

[7] T. Tanino, Theory and applications of set-valued mappings–Part 3: applications of
set-valued mappings to dynamical systems, game theory and so on–(in Japanese),
Japan Society for Fuzzy and Systems, Vol. 13, 2001, pp.234-242.

180


