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1 はじめに

数学学習において，ある結論を得るための導出過程を学ぶことは重要である．導出過
程を学ぶことは結論を得るための方法を学ぶということであり，方法を学ぶことにょっ
てはじめて，学習者自身が自らの手で数学的な問題を解くことができるようになる．本
論では，この導出過程に着目し，高等学校から理工系大学学部初年度程度の数学学習者
を対象とした，導出過程の理解を支援するためのシステムについて述べる．
本論で対象とするのは，数式変形と，証明における推論である．変形および推論はス
テップバイステップで進められるものである．このため，変形および推論を理解す
るためには，ある数式から別の数式への変形の根拠，あるいは，ある命題から別の命題
への推論の根拠を一つ一つ明確に理解する必要がある．そこで我々は，変形や推論の根
拠，すなわち導出規則を，ユーザに明示するようなシステムの開発を試みる．数式変形
に関しては，学習者による変形を支援するという方法によって，理解を促す．証明に関
しては，その論理構造と推論の根拠を一目で理解できるよう，証明を図示するという方
法をとる．

以下，2章で，我々が数式の表現手段として利用している Math$ML$ について概説し，
3章で変形支援システムについて，4章で証明の図示について，それぞれ述べた後，5章
にて本論の総括を示す．

2 Math$ML$

数式変形や証明を扱う上で，数式は不可欠である．我々は，数式を記述するためのデー
タ形式として，$W3C$ によって XML ボキャブラリとして策定されている Math$ML$ [1] を
利用する．
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Math$ML$ には，数式の見た目を記述するための Presentation Markup と，数式の意味
を記述するための Content Markup の 2種類の形式が存在する．我々のシステムの処理
に直接的に関係する形式は Content Markup であるため，本章では，Content Markup
について述べる．また，以後，本論において Math$ML$ とは Content Markup を指すもの
とする．

Math$ML$ では，”種別” と “対象 “を明示することによって演算や関係を表現する．例え
ば，$a+1$ という数式は，「可算を，識別子 $a$ と数 1に対して適用する」 という形で記述
される．これを Math$ML$ のコードで書くと次のようになる．

$<apply>$
$<plus/>$
$<ci>a</ci>$
$<cn>1</cn>$

$</apply>$

タグ apply で囲まれた部分が，1つの演算や関係を表現している．apply の最初の子
が “種別 “ を表し，それに続く子が “対象” を表す．すなわち，ここでは “種別 “ は plus(加
算 $)$ であり，”対象 “ は a と 1である．ci はその子が識別子であることを，cn#まその子が
数であることを表すためのタグである．$<plus/>$の箇所を，$\sin$関数であれば$<sin/>$ , 等

号であれば$<eq/>$など，他のタグに置き換えることによって，様々な数式を表現できる．
また，apply 自身を “対象” として記述し，入れ子構造を構成することも可能である． こ

れによって，複雑な数式を表現することができる．

3 数式変形支援

学習者による数式の変形を支援する上で，我々は 2つの目標を定める．
1. 変形の方針が定まっていない場合や変形の知識が不足してい
る場合にも変形を継続することができる．

2. 変形のすべてのステップにおいて，その根拠を理解できる．
1. に関して，学習者は多くの場合，どのように変形すれば目的 (数式中の変数を減ら

す，方程式を解く，微分しやすい形にする，など) を達成できるの力 $\searrow$ その指針を把握
していないと考えられる．また，目的を達成するための変形の方法をそもそも知らない
可能性もある．数式変形に関して，誤解をしている場合もあり得る [2]. 本システムの支
援により，そのような学習者でも，試行錯誤によって数式を様々に変形することができ
るようにする．この試行錯誤によって，数式変形についての知識の習得や，目的を達成
できるような変形の発見を促すことを目指す．

2. に関して，システムによって数式の変形を進めることができたとしても，なぜその
ような変形を行うことができるの力 1, その根拠がわからなければ，知識の習得にはつな
がらないと考えられる．このため，本システムは，定義，定理や公式の適用を 1 ステッ
プと捉え，1 ステップずつの変形のみを許す．これにより，学習者は，各ステソプの変
形がどのような根拠で成り立つのか理解しながら変形を進めることができる．
本システムによる処理の流れを，次の図 1に示す．
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データの例

図 1: 数式変形支援システムの処理

システムは数式を受け取り，その数式を小部分に分割し，ユーザに提示する (1). ユー

ザは，分割して得られた数式から，変形を適用する数式を選択する (2). さらにシステム
は，選択された数式から変形して得られる数式の一覧をリストとして提示する (3). そ

のリストを見たユーザは，実際にどの変形を行うかを決定する (4). それをもとに，シ
ステムが数式を置換する (5). この過程を経て，1 ステップの変形が完了する．こうして
得られた数式に対して，再び変形を行うこともでき，これを繰り返すことで，1 ステッ
プずつ変形を進めていくことが可能となる．
以下で，数式の部分分割，変形候補の探索，および数式の置換について述べる．また，

本システムのプロトタイプのインタフェースを紹介する．

3.1 数式の部分分割

数式の分割では，それによって得られるまとまりが演算や関数を含む数式となるよ
うに分割を行う．このような分割で得られたまとまりを，数式の部分と呼ぶ．分割は，
Math$ML$ の「 $1$ つの演算や関係が，1 っの aPPly 要素として記述される」 という性質を
利用することで実現できる．すなわち，入力されたMath$ML$データに含まれる apply 要
素を抜き出すことによって，数式を部分に分割することができる．
例えば，$\frac{ab}{1-\sin x}$ という数式を，Math$ML$ のコードに対応する木構造で表現すると，次

の図 2のようになる．
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図 2: $\overline{1-}arrow^{\sin xab}$ の木

図 2のうち，枠で囲んだ部分がそれぞれ，1つの aPPly 要素を構成している．それぞ
れ，$\frac{ab}{1-\sin^{2}x}$ , ab, $1-\sin^{2}x,$ $\sin^{2}x_{)}\sin x$ に対応している．これらが部分分割によって
得られる数式である．すべて，1つの完結した数式を構成していることがわかる．

3.2 変形候補の探索

数式の変形候補の探索は，数式データセソトに対して数式のマッチング処理を行うこ
とによって実現される．数式データセットは，その内部に多数の等式を保持している．
部分分割で得られた数式のうちユーザに選択された数式と，数式データセット中の等

式の左辺および右辺との間で，マッチング処理を行う．マッチングに成功した場合，マッ
チした等式のもう一方の辺を，変形候補としてユーザに提示する．プロトタイプとして，
現在，数式データセットには四則演算と実関数を中心とした 300程度の数式を収録して
いる．

3.2.1 数式のマッチング処理

数式のマッチング処理においては多くの研究がなされているが，数式のセマンテイク
スに着目するか否かによって，そのアプローチが大きく異なる．本研究で扱う数式変形
では，数式のセマンティクスを扱う必要がある．この理由として，例えば，数式のセマ
ンティクスを扱わない場合，$f(a+b)$ という数式が，$a+b$ に対する関数 $f$ の適用を表す

のか，$f$ と $a+b$ との積を表すの力 1, 区別することができない．一方，数式の変形を行
うためには，数式を一意に解釈することが不可欠となる．この点に関して，我々のシス
テムは内部的に Content Markup を用いており，数式のセマンティクスを扱うことがで
きるため，上述のような数式の多義性の問題を避けることができる．
また，数式のマッチングが備えるべき性質は，[3], [4] などで指摘されている．これら

の指摘の多くは，数式の同義性や類義性に関するものである．実際，数式のマッチング
に関する研究においては，同義性や類義性の定義がその主題となることも多い．一方，
本システムのマッチング処理で数式の同義性や類義性を考慮すると，誤った変形候補を
取得してしまう可能性がある．例えば，数式検索の研究では，$\sin$ と $\cos$ を，”三角関数
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である “ という共通性を根拠として，類似していると判断するものがあるが，我々のシ
ステムにおいて $\sin$ を $\cos$ にマッチさせるような処理を行うと，変形候補として誤った
結果が得られることになる．

上述の理由により，現時点でのマッチング処理は，数式の木構造が完全に一致する場
合にのみマッチしたとみなすという処理をその基本としている．ただし，識別子の一般
化は行っている．識別子の一般化とは，識別子の記号としての見た目を無視するための
処理を指す．これにより，例えば，$\theta,$ $x,$ $a$ などはすべて，同じものと判定されるよう
になる．なお，同一の数式中に複数種類の識別子が出現した場合は，それらを区別する．

3.3 数式の置換

数式の置換の方法を述べる．ユーザによって部分の選択がなされることによって，置換
されるべき aPPly要素が定まる．また，ユーザによって変形の選択がなされることにょっ
て，置換すべき数式が定まる．なお，変形候補はすべて完結した数式であるため，1つの
aPPly要素を構成する．したがって，部分の選択によって定まった apply要素を，変形の
選択によって定まった apply要素に置換することによって，数式を適切に置換すること
ができる．なお，入力された数式と数式データセット中の数式との間で識別子に相違が
あった場合，置換する際に識別子が修正される．例えば，$\sin x$ に対し $\sin\theta=\sin(\theta+2n\pi)$

という変形を適用する場合，$\theta$ が $x$ に置き換えられ，$\sin x$ は $\sin(x+2n\pi)$ に置換される．

3.4 システムのインタフェース

本システムのプロトタイプのインタフェースを図 3に示す．

図 3: インタフェース

(1) $l$こはまず，変形される数式が表示される．(2) は，(1) を分割して得られる数式のリ
ストである．ここから変形したい数式をクリックすることで，変形候補の一覧 (3) が得
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られる．図 3の (3) では，$\sin x$ をクリックした場合の例を挙げている．(3) のうち，変形
に利用したい数式を選択することで，(1) の数式が変形される．(4) は，変形の履歴であ
る．変形の履歴は，1 ステップの変形が終わるたびに更新されていく．前のステップに
戻りたい場合には，(4) のうちのいずれかの数式をクリックすることで，その数式が (1)
に表示される．これにより，数式変形における試行錯誤を円滑に行うことが可能になる
と期待される．

4 証明の図示

数学における証明は，自然言語によって記述されることが多い．自然言語はその線状
性により，情報が一次元的に表現される．しかし，証明は，2つの前提から 1つの結論
が推論される場合などがあり，その構造は単純ではない．このため，自然言語によって
記述された証明から証明の論理構造を適切に解釈することは，初学者にとって容易では
ないと考えられる．実際，証明を構造化して学習者に提示することで，教育効果が向上
した例も報告されている [5]. そこで本研究では，初学者が理解しやすいように，構造化
された形で証明を表現するための体系を提案する．
証明の図示では，ある命題から別の命題への推論について学習者が容易に理解できる
ようにするために，推論の根拠を明示する．それと同時に，証明における論理構造を木
構造の形で示し，自然言語よりも直感的な形で論理構造を把握させることを目指す．

4.1 図の構造

次の定理の証明について考える．
$a,$ $b,$ $c$ を自然数とする．
$a,$ $b$ がともに 3の倍数でない時，$a^{2}+b^{2}=c^{2}$ は成り立たない．

というものである．また，補題 1として，
自然数 $a$ が 3の倍数でないなら，$a^{2}-1$ は 3の倍数である．

を利用することを許す．

この証明を自然言語で記述すると，次のようになる．

$a$ と $b$ はともに 3の倍数ではない．補題 1より，$a^{2}$ と $b^{2}$ をそれぞれ 3で割った余りは

1となる．したがって，$a^{2}+b^{2}$ を 3で割った余りは 2である．一方，$c$ について考え
ると，$c$ が 3の倍数の時，$c^{2}$ も 3の倍数であるため，$c^{2}$ を 3で割った余りは $0$ である．

$c$ が 3の倍数でない時，補題 1より，$c^{2}$ を 3で割った余りは 1である．$a^{2}+b^{2}$ を 3で

割った余りは 2であり，$C^{2}$ を 3で割った余りは $0$ もしくは 1であるため，$a^{2}+b^{2}=c^{2}$

は成り立たない．

この証明を図によって表現したものを，図 4に示す．
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図 4: 証明の図の例

1つの命題は 1つの矩形で囲まれる．矩形同士は線で結ばれる．この線は推論を意味
する．位置的に上側に配置されている命題が前提，下側に配置されている命題が結論を
意味する．命題を結ぶ線には，その推論規則をラベル付けすることができる．このラベ
ルは推論の根拠を意味し，角が丸い矩形で表現される．図 4の (1) で示した箇所のよう
に，複数の前提から 1 っの結論を得るような推論も表現することができる．
複雑な証明になると，命題や推論の根拠の数が多くなり，図の視認性が低下する． $arrow$

のため，命題や推論の根拠をクリックすることで，それを一時的に折りたたむことがで
きる．図 4の (2) に示した箇所では命題を折りたたんでおり，(3) では推論の根拠を折り
たたんでいる．

なお，図の構造は，シークエント計算 [6] における証明図をその基礎としている．シー
クエント計算では，シークエント (本研究において命題と呼んでいるもの) として認めら
れる形式が厳密に定められているが，本研究における図では，教師などのコンテンツ制
作者の判断により，シークエント (命題) を自由な形式で記述することを許す．

4.2 Sequent$ML$

証明は，独自に定義した XML ボキャブラリを用いて表現される．その XML ボキャ
ブラリを用いて記述されたデータに変換を施すことにより，証明の図が得られる．証明
を表現するための XML ボキャブラリを，Sequent $ML$ [7] と呼ぶ．Sequent$ML$ の基本的
な記法について述べる．Sequent$ML$ による推論のデータを示し，図’5に，そのデータか
ら得られる証明の図の例を示す．
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$<$deduction$>$

$<$ sequent$><math><power/><$ci $>c</$ci$><cn>2</cn></math>$
を 3で割った余りは 2ではない $<$/sequent $>$

$<$deduction$>$

$<rule><math><power/><$ ci $>c</$ci$><cn>2</cn></math>$も 3の倍数く/rule $>$

$<$sequent$><math><power/><ci>c</$ci $><cn>2</cn></math>$
を 3で割った余りは $O<$/sequent $>$

$<$ sequent$>c$ が 3の倍数 $<$/sequent $>$

$<$ /deduction$>$

$<$deduction$>$

$<$rule $>$補題 $1</rule>$
$<$ sequent$><math><power/><$ci $>c</$ci$><cn>2</cn></math>$

を 3で割った余りは l $<$/sequent $>$

$<$ sequent$>c$ が 3の倍数でない $<$/sequent $>$

$<$ /deduction$>$

$<$ /deduction$>$

図 5: Sequent$ML$ によるデータに対応する証明の図の例

中心的な役割を果たす要素は，deduction要素である．1つの deduction 要素が 1つの

推論を表す．deduction要素の 1つ目の子は，rule 要素である．rule要素には推論の根拠
が記述される．図の作成者が推論の根拠を示す必要がないと判断した場合には，rule要
素を省略することができる．次の要素は sequent 要素であり，これは推論の結論に相当
する命題である．それ以降の子は，sequent要素あるいは deduction要素となる．これら
は推論の前提にあたる．deduction要素を入れ子状にしていくことにより，推論の列を
表現することができる．Sequent$ML$ のデータからは，それに対応する図を一意に定める
ことができるため，Sequent $ML$ のデータから証明の図への自動的な変換が可能である．

5 おわりに

本論では，数学学習における導出というプロセスに着目した，数式変形支援，証明の
図示という 2つの研究についてその枠組みを示した．現時点では，数式変形支援に関し
てはプロトタイプの開発を進めており，証明の図示に関してはそのデータ形式の定義が
完了しているという段階である．
本研究の今後の課題として，本手法による教育効果を確認しなければならない．数式
変形支援に関しては，本稿で述べた機能は基幹的なもののみであり，学習者を対象とし
た実験を行うには不十分である．実験を行うためには，本稿に述べたものに加えて，2
つの機能を追加する必要があると考えている．1つは，数を処理するための機能である．
これは，端的に述べると，1 $+$ 1を 2へと変形するというような機能である．もう 1つは，
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数式の部分を 1つの識別子に抽象化する機能である．これは，「$\tan x$ を $t$ とおく」 といっ

た手順を実現するためのものである．これらの機能の実装には，代数的処理や，識別子
の条件 (識別子が意味するものが関数であるか変数であるかといった種別や，識別子が
値として取りうる範囲など) を取り扱う必要があるが，数式処理や制約プログラミング
に関する研究成果を応用することで実現することができると考えている．
利用者に向けたユーザインタフェースの開発も必要である．数式変形支援に関しては，

数式を容易に入力することができるような機能が求められる．数式エディタについては
さまざまな研究が行われているが，本研究では数式のセマンティクスを取り扱う必要が
あるため，独自の数式入力機構を開発することが望ましい．また，証明の図示に関して
は，教師などのコンテンツ制作者のための，Sequent$ML$ のエディタを開発することを計
画している．

証明の図については，さらに表現力を高めるべきである．現時点での Sequent$ML$ は，
証明を記述することを目的としたものであるため，そこから得られる図も，単に証明を
構造化しただけのものに留まっている．今後は，証明に関する周辺的な情報 (例えば，
場合分けの簡明な表記など) を記述するために，Sequent $ML$ を拡張した XML ボキャブ
ラリを定義することを計画している．
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