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1 精度保証付き数値計算

近年，精度保証付き数値計算が注目を集めている．精度保証付き数値計算とは，数値
計算において生じる打ち切り誤差や丸め誤差等を厳密に評価することによって，計算機
を用いながら数学的に厳密な結果を得る手法全般を言い，様々な問題に応用されている．
精度保証付き数値計算においては区間演算が本質的な役割を果たす．区間とは，実数上
の閉区間

$[a, b]=\{x|a\leq x\leq b\}$

のことで，2つの区間 $X,$ $Y$ に対し、 記号 $*$ を $+,$ $-,$ $\cdot,$

$/$ のいずれかとするとき、 区間に
対する 2項演算 $*$ を次で定義する:

$X*Y=\{x*y|x\in X, y\in Y\}$

実際の計算では，区間の上限と下限は浮動小数点の丸め誤差を評価して厳密に解を包み
込むように計算される．計算機上で精度保証付き数値計算を実現するには様々な方法があ
るが，可搬性やプログラミングのし易さを考えると，ハンブルク工科大学の Rump氏に
よって開発された INTLAB を用いるのが簡単である．INTLAB は MATLAB の toolbox
として開発されており，MATLAB に追加してインストールすることにより，精度保証
付き数値計算を実現することができる．INTLABによる精度保証付き数値計算および区
間演算については，[16,21] が詳しい．
実際の数値計算においては，演算を区間演算に置き換えただけでは計算が上手く行か
ないことが多いので，上手く精度保証を実現するために様々な手法が開発されている．
簡単な例だと，例えば連立一次方程式

$Ax=b, A\in \mathbb{R}^{n\cross n}, b\in \mathbb{R}^{n}$

を区間演算を用いて Gauss の消去法で解くと，$n$ が大きいときには計算の途中で区間が
どんどん広がってしまい，上手く計算できない．しかし，$A$ の近似逆行列 $R$ を (区間演

算を用いない) 普通の方法で求めておき，$\Vert I-RA\Vert<1$ が成り立つならば，真の解 $\hat{x}$

と任意の $x$ に対して

$\Vert x-\hat{x}\Vert\leq\frac{\Vert R(b-Ax)\Vert}{1-||I-RA\Vert}$

数理解析研究所講究録
第 1865巻 2013年 154-163 154



が成り立つことが示されるので (ここで $||$ . $||$ は任意のノルム), 右辺を区間演算で計算
すれば $x$ の精度保証が実現できる．

現在，精度保証付き数値計算の理論は，連立一次方程式の解の高速精度保証や固有値．
固有ベクトルの精度保証などの，線形計算に対する精度保証，力学系における軌道の存
在検証，アトラクタの存在検証などの，常微分方程式に対する精度保証非線形楕円型
方程式の定常解の存在と一意性の検証などの，偏微分方程式に対する精度保証など，様々
な分野に応用が広がっている．また，我々の研究により，30年来の未解決問題であった
Stokes極限波の一意性についても，精度保証付き数値計算により証明されている [11].

2 三角形上の補間誤差定数の上界評価への応用
前章では，精度保証付き数値計算の様々な応用について紹介したが，本章以降では，

三角形上の補間誤差定数の上界評価への応用について概略を述べる．
二次元平面上の三角形 $T$ に対し，関数空間 $V^{1,1}(T),$ $V^{1,2}(T),$ $V^{2}(T)$ を以下のように定

義する:

$V^{1,1}(T)= \{\varphi\in H^{1}(T)|\int_{T}\varphi dxdy=0\},$

$V^{1,2}(T)= \{\varphi\in H^{1}(T)|\int_{\gamma_{k}}\varphi ds=0, k=1\square , 2,3\},$

$V^{2}(T)=\{\varphi\in H^{2}(T)|\varphi(p_{k})=0, k=1,2,3\}.$

ここで，$p_{1},p_{2},$ $p_{3}$ は $T$ の頂点，$\gamma_{1},$ $\gamma_{2},$ $\gamma_{3}$ は $T$ の辺である．また) $|\cdot|_{H^{2}}$ は $H^{2}$ セミノル

ムを意味し，
$|u|_{H^{2}(\Omega)}^{2}=\Vert u_{xx}\Vert_{L^{2}(\Omega)}^{2}+2\Vert u_{xy}\Vert_{L^{2}(\Omega)}^{2}+\Vert u_{yy}\Vert_{L^{2}(\Omega)}^{2}$

で定義される．このとき，以下の定数 $C_{1}(T),$ $C_{2}(T),$ $C_{3}(T),$ $C_{4}(T)$ が存在する:

$C_{1}(T)= \sup_{\varphi\in V^{1,1}(T)\backslash 0}\frac{\Vert\varphi\Vert_{L^{2}(T)}}{\Vert\nabla\varphi||_{L^{2}(T)}},$

$C_{2}(T)= \sup_{\varphi\in V^{1,2}(T)\backslash 0}\frac{||\varphi\Vert_{L^{2}(T)}}{\Vert\nabla\varphi||_{L^{2}(T)}},$

$C_{3}(T)= \sup_{\varphi\in V^{2}(T)\backslash 0}\frac{||\varphi||L^{2}(T)}{|\varphi|_{H^{2}(T)}},$

$C_{4}(T)= \sup \underline{\Vert\nabla\varphi\Vert_{L^{2}(T)}}.$

$\varphi\in V^{2}(T)\backslash 0 |\varphi|_{H^{2}(T)}$

これらの定数は補間誤差定数と呼ばれ，三角形メッシュ上の補間誤差の見積もりや，有
限要素法における誤差評価に極めて重要な役割を果たしている [1,3,4,5,6,7,8,10,13,
14, 17]. 応用上は $C_{1}(T)\sim C_{4}(T)$ の上からの評価が重要であり，現在までの様々な研究
がなされている [1,2,3,9,12,14,15,17,18,19,22].
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それに対して我々は，精度保証付き数値計算を用いることで以下のような公式を証明
することができた:
主定理 三角形 $T$ の三辺の長さを $A,$ $B,$ $C$ , 面積を $S$ とするとき，以下の不等式が成
り立つ:

$C_{1}(T)<K_{1}(T)=\sqrt{\frac{A^{2}+B^{2}+C^{2}}{28}-\frac{S^{4}}{A^{2}B^{2}C^{2}}}$ , (1)

$C_{2}(T)<K_{2}(T)=\sqrt{\frac{A^{2}+B^{2}+C^{2}}{54}-\frac{S^{4}}{2A^{2}B^{2}C^{2}}}$, (2)

$C_{3}(T)<K_{3}(T)=\sqrt{\frac{A^{2}B^{2}+B^{2}C^{2}+C^{2}A^{2}}{83}-\frac{1}{24}(\frac{A^{2}B^{2}C^{2}}{A^{2}+B^{2}+C^{2}}+S^{2})}$ , (3)

$C_{4}(T)<K_{4}(T)= \sqrt{}\frac{A^{2}B^{2}C^{2}}{16S^{2}}-\frac{A^{2}+B^{2}+C^{2}}{30}-\frac{S^{2}}{5}(\frac{1}{A^{2}}+\frac{1}{B^{2}}+\frac{1}{C^{2}})$ . (4)

これらの公式は，ほとんどの三角形について，今までに得られてきたどのような公式と
比べても精度が良く，しかも三角形の頂点の座標が与えられれば四則演算と一回の平方
根計算だけで値が求まるので，使い易さという点でも有利である．我々は，理論解析と
精度保証付き数値計算を併用することにより，これらの公式が任意の三角形で成立する
ということを証明した．

3 証明の準備

三角形 $T$ に対して $p_{1}(T),p_{2}(T),p_{3}(T)$ を $T$ の頂点とする．また，$\gamma_{1}(T),$ $\gamma_{2}(T),$ $\gamma_{3}(T)$

を $T$ の三辺とする．さらに，$\partial T$ 上の外向き単位法線ベクトルを $n(T),$ $\partial T$ に沿って反

時計回りに取った方向ベクトルを $\nu(T),$ $\partial T$上の線要素を $ds(T)$ をとする．以降，混乱
の恐れが無い場合には “ $(T)$ ” は省略する．三点 $(0,0),$ $(1,0),$ $(a, b)$ を頂点とする三角形を
$T_{a,b}$ と書く．我々の提案する公式はスケール不変性があるので，

$\sqrt{a^{2}+b^{2}}\leq\sqrt{(1-a)^{2}+b^{2}}\leq 1$

の範囲の $T_{a,b}$ において公式を証明すれば，全ての三角形について証明したことになる．
更に，より条件を緩くし

$0\leq a<\underline{1}0<b\leq 1$

$-2$ ’

の範囲で考えれば十分である．
主定理の証明の概略を述べる前に，さらに少し準備をしておく．三角形 $\tau$ について

二種類の二次補間 $\Pi_{\tau}^{(\alpha)}$ および $\Pi_{\tau}^{(\beta)}$ を定義する．まず，$\tau$ の頂点を $p_{1},p_{2},p_{3}$ とし，辺を
$\gamma_{1},$ $\gamma_{2},$ $\gamma_{3}$ とする．さらに

$Q_{\alpha}=\{a_{1}(x^{2}+y^{2})+a_{2}x+a_{3}y+a_{4}|a_{1}, \cdots, a_{4}\in \mathbb{R}\},$

$Q_{\beta}=\{a_{1}x^{2}+a_{2}xy+a_{3}y^{2}+a_{4}x+a_{5}y+a_{6}|a_{1}, \cdots, a_{6}\in \mathbb{R}\},$
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とする．さて，$\varphi\in H^{1}(\tau)$ に対して補間 $\Pi_{\tau}^{(\alpha)}\varphi$ を，$\varphi\in H^{2}(\tau)$ に対して補間 $\Pi_{\tau}^{(\beta)}\varphi$ をそ
れぞれ以下のように定める．

$\{\begin{array}{ll}\Pi_{\tau}^{(\alpha)}\varphi\in Q_{\alpha} \int_{\gamma_{k}}\Pi_{\tau}^{(\alpha)}\varphi ds=\int_{\gamma_{k}}\varphi ds, k=1,2,3,\end{array}$

$\{\begin{array}{ll}\Pi_{\tau}^{(\beta)}\varphi\in Q_{\beta} \Pi_{\tau}^{(\beta)}\varphi(p_{k})=u(p_{k}) , k=1,2,3,\end{array}$

$\int\int_{\tau}\Pi_{\tau}^{(\alpha)}\varphi dxdy=\int\int_{\tau}\varphi dxdy,$

$\int_{\gamma_{k}}\nabla\Pi_{\tau}^{(\beta)}\varphi\cdot nds=\int_{\gamma_{k}}\nabla\varphi\cdot nds,$ $k=1,2,3.$

ここで，$ds$ は辺上の線要素，$n$ は外向き単位法線ベクトルとする．自由度の数と拘束条
件の数が等しいので，この補間は一意に定まる．このとき，$\Pi_{\tau}^{(\alpha)}$ および垣

$(\beta$ $)$ は，ある意
味での直交射影となり，以下の二式が成り立っ:

$\Vert\nabla\Pi_{\tau}^{(\alpha)}\varphi\Vert_{L^{2}(\tau)}^{2_{-}}+\Vert\nabla(\varphi-\Pi_{\tau}^{(\alpha)}\varphi)\Vert_{L^{2}(\tau)}^{2}=\Vert\nabla\varphi\Vert_{L^{2}(\tau)}^{2}$ , (5)
$|\Pi_{\tau}^{(\beta)}\varphi|_{H^{2}(\tau)}^{2}+|\varphi-\Pi_{\tau}^{(\beta)}\varphi|_{H^{2}(\tau)}^{2}=|\varphi|_{H^{2}(\tau)}^{2}$ . (6)

この二式は Gauss の発散定理を用いて示すことができる．

4 証明の概略

三角形 $T$ を図 1のように $n^{2}$ 個の相似な小三角形 $\tau_{1},$ $\cdots,$ $\tau_{n^{2}}$ に分割する．ただし $\tau_{k}$ は

開集合とし，境界は含めないものとする．さらに

$T’= \bigcup_{k=1}^{n^{2}}\tau_{k}$

と置く．ここで，$u\in V^{1,1}(T)$ もしくは $u\in V^{1,2}(T)$ に対して $\Pi^{(\alpha)}u$ を，$u\in V^{2}(T)$ に対
して $\Pi^{(\beta)}u$ を以下のように定める:

$\Pi^{(\alpha)}u(x, y)=\Pi_{\tau_{k}}^{(\alpha)}u(x, y) , k=\min\{j|(x, y)\in\overline{\tau_{j}}\},$

$\Pi^{(\beta)}u(x, y)=\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u(x, y) , k=\min\{j|(x, y)\in\overline{\tau_{j}}\}.$

図 1: 相似な $n^{2}$ 個の小三角形への分割
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ここで，$\Pi^{(\alpha)}u$ および $\Pi^{(\beta)}u$ は $T$ 上で連続とは限らないことに注意する．
さて，有限次元固有値問題を解くことにより

$D_{1}^{(n)}(T)= \sup_{u\in V^{1,1}(T)\backslash 0}\frac{||\Pi^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(T’)}^{2}}{\Vert\nabla\Pi^{(\alpha)}u||_{L^{2}(T)}^{2}},$ $D_{2}^{(n)}(T)= \sup_{u\in V^{1,2}(T)\backslash 0}\frac{||\Pi^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(T’)}^{2}}{\Vert\nabla\Pi(\alpha)_{u||_{L^{2}(T)}^{2}}},$

$D_{3}^{(n)}(T)= \sup_{u\in V^{2}(T)\backslash 0}\frac{||\Pi^{(\beta)}u||_{L^{2}(T’)}^{2}}{|\Pi^{(\beta)}u|_{H^{2}(T)}^{2}},$ $D_{4}^{(n)}(T)= \sup_{u\in V^{2}(T)\backslash 0}\frac{\Vert\nabla\Pi^{(\beta)}u\Vert_{L^{2}(T’)}^{2}}{|\Pi^{(\beta)}u|_{H^{2}(T)}^{2}},$

を満たす $D_{1}^{(n)}(T),$ $D_{2}^{(n)}(T),$ $D_{3}^{(n)}(T),$ $D_{4}^{(n)}(T)$ を求めることができる．このとき (5) を用
いると，$u\in V^{1,j}(T)$ , $j=1,2\}$こ対して

$\Vert u\Vert_{L^{2}(T)}^{2}\leq(\Vert\Pi^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(T’)}+\Vert u-\Pi^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(T’)})^{2}$

$=(\Vert\Pi^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(T’)}+\sqrt{\sum_{k=1}^{n^{2}}\Vert u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2}})^{2}$

$\leq(\sqrt{D_{j}^{(n)}(T)}\Vert\nabla\Pi^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(T’)}+\frac{C_{j}(T)}{n}\sqrt{\sum_{k--1}^{n^{2}}\Vert\nabla(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\alpha)}u)\Vert_{L^{2}(\mathcal{T}_{k})}^{2}})^{2}$

$\leq(D_{j}^{(n)}(T)+\frac{C_{1}(T)^{2}}{n^{2}})(\Vert\nabla\Pi^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(T’)}^{2}+\sum_{k=1}^{n^{2}}\Vert\nabla(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\alpha)}u)\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2})$

$=(D_{j}^{(n)}(T)+ \frac{C_{1}(T)^{2}}{n^{2}})\sum_{k=1}^{n^{2}}(\Vert\nabla\Pi_{\tau_{k}}^{(\alpha)}u\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2}+\Vert\nabla(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\alpha)}u)|_{L^{2}(\tau_{k})}^{2})$

$=(D_{j}^{(n)}(T)+ \frac{C_{j}(T)^{2}}{n^{2}})\sum_{k=1}^{n^{2}}\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2}$

$=(D_{j}^{(n)}(T)+ \frac{C_{j}(T)^{2}}{n^{2}})\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}(T)}^{2},$

また，(6) を用いると $u\in V^{2}(T)$ に対して

$\Vert u\Vert_{L^{2}(T)}^{2}\leq(\Vert\Pi^{(\beta)}u\Vert_{L^{2}(T’)}+\Vert u-\Pi^{(\beta)}u\Vert_{L^{2}(T’)})^{2}$

$=(\Vert\Pi^{(\beta)}u\Vert_{L^{2}(T’)}+\sqrt{\sum_{k=1}^{n^{2}}\Vert u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2}})^{2}$

$\leq(\sqrt{D_{3}^{(n)}(T)}|\Pi^{(\beta)}u|_{H^{2}(T’)}+\frac{C_{3}(T)}{n^{2}}\sqrt{\sum_{k=1}^{n^{2}}|u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2}})^{2}$

$\leq(D_{3}^{(n)}(T)+\frac{C_{3}(T)^{2}}{n^{4}})(|\Pi^{(\beta)}u|_{H^{2}(T’)}^{2}+\sum_{k=1}^{n^{2}}|u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\mathcal{T})}^{2}k)$
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$=(D_{3}^{(n)}(T)+ \frac{C_{3}(T)^{2}}{n^{4}})\sum_{k=1}^{n^{2}}(|\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2}+|u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2})$

$=(D_{3}^{(n)}(T)+ \frac{C_{3}(T)^{2}}{n^{4}})\sum_{k=1}^{n^{2}}|u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2}$

$=(D_{3}^{(n)}(T)+ \frac{C_{3}(T)^{2}}{n^{4}})|u|_{H^{2}(T)}^{2},$

$u\in V^{2}(T)$ に対して
$(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u)_{x}, (u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u)_{y}\in V^{1,2}(\tau_{k})$

であることと (6) を用いると

$\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}(T)}^{2}\leq(\Vert\nabla\Pi^{(\beta)}u\Vert_{L^{2}(T’)}+\Vert\nabla(u-\Pi^{(\beta)}u)\Vert_{L^{2}(T’)})^{2}$

$=(\Vert\nabla\Pi^{(\beta)}u\Vert_{L^{2}(T’)}+\sqrt{\sum_{k=1}^{n^{2}}(\Vert(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u)_{x}\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2}+\Vert(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u)_{y}\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2})})^{2}$

$\leq(\sqrt{D_{4}^{(n)}(T)}|\Pi^{(\beta)}u|_{H^{2}(T’)}^{2}$

$+ \frac{C_{2}(T)}{n}\sqrt{\sum_{k--1}^{n^{2}}(\Vert\nabla(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u)_{x}\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2}+\Vert\nabla(u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u)_{y}\Vert_{L^{2}(\tau_{k})}^{2})})^{2}$

$=( \sqrt{D_{4}^{(n)}(T)}|\Pi^{(\beta)}u|_{H^{2}(T’)}^{2}+\frac{C_{2}(T)}{n}\sqrt{\sum_{k=1}^{n^{2}}|u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2}})^{2}$

$\leq(D_{4}^{(n)}(T)+\frac{C_{2}(T)^{2}}{n^{2}})(|\Pi^{(\beta)}u|_{H^{2}(T’)}^{2}+\sum_{k=1}^{n^{2}}|u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2})$

$=(D_{4}^{(n)}(T)+ \frac{C_{2}(T)^{2}}{n^{2}})\sum_{k=1}^{n^{2}}(|\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2}+|u-\Pi_{\tau_{k}}^{(\beta)}u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2})$

$=(D_{4}^{(n)}(T)+ \frac{C_{2}(T)^{2}}{n^{2}})\sum_{k=1}^{n^{2}}|u|_{H^{2}(\tau_{k})}^{2}$

$=(D_{4}^{(n)}(T)+ \frac{C_{2}(T)^{2}}{n^{2}})|u|_{H^{2}(T)}^{2},$

が成り立つ．よって

$C_{1}(T)^{2}\leq D_{1}^{(n)}(T)+\underline{C_{1}(T)^{2}} C_{2}(T)^{2}\leq D_{2}^{(n)}(T)+\underline{C_{2}(T)^{2}}$

$n^{2}$
’

$n^{2}$
’

$C_{3}(T)^{2}\leq D_{3}^{(n)}(T)+\underline{C_{3}(T)^{2}} C_{4}(T)^{2}\leq D_{4}^{(n)}(T)+\underline{C_{2}(T)^{2}}$

$n^{4}$
’

$n^{2}$
’
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が成り立つので

$C_{1}(T)^{2} \leq\frac{n^{2}}{n^{2}-1}D_{1}^{(n)}(T) , C_{2}(T)^{2}\leq\frac{n^{2}}{n^{2}-1}D_{2}^{(n)}(T)$ ,

$C_{3}(T)^{2} \leq\frac{n^{4}}{n^{4}-1}D_{3}^{(n)}(T) , C_{4}(T)^{2}\leq D_{4}^{(n)}(T)+\frac{C_{2}(T)^{2}}{n^{2}},$

が得られる．以上により，無限次元固有値問題の解を，有限次元一般化固有値問題の解
を用いて評価することができる．この関係を用いて，与えられた三角形について公式 (1)
$\sim(4)$ の成立を示すことができる．

5 INTLABによる精度保証付き数値計算
本章では，前章で述べた有限次元一般化固有値問題の固有値を上から評価する方法に

ついて述べる．具体的には，実対称行列 $A$ および実対称正定値行列 $B$ に対し，

$\lambda=\sup_{x\in \mathbb{R}\backslash 0}\frac{x^{T}Ax}{x^{T}Bx}$

の上界を厳密に評価することができればよい．ここで，

$\lambda’>\lambda$ $\Leftrightarrow$ $B-\lambda’A$ is positive defini,te

であるから，結局，与えられた実数が有限次元一般化固有値問題の固有値の上界になる
ことを示すには，実対称行列の正定値性を示せばよいことになる．実際の正定値性の検
証には精度保証付き数値計算を用いる．INTLAB において与えられた行列の正定値性を

検証するには，関数 isspd $()$ を用いる．各成分が区間で与えられている対称な区間行列

$A=([\overline{a_{ij}}, \underline{a_{ij}}])=\{Y=(y_{ij})|y_{ij}\in[\overline{a_{ij}}, \underline{a_{ij}}], y_{ij}\in \mathbb{R}\}$

について，isspd $(A)=1$ であれば，$A$ に含まれる全ての実対称行列は正定値であることが厳
密に検証されたことになる．正定値であることが検証できなかった場合には isspd $(A)=0$

となる．関数 isspd $()$ の内部で用いられているアルゴリズムについては [20] を参照の
こと．

以上の方法により，任意の与えられた三角形については定数の上界を検証することが
可能になった．どれだけ時間をかけたとしても計算機が扱えるのは有限個の三角形だけ
なので，このままではすべての三角形について公式を証明することはできないが，我々
は，漸近解析と，ある種の連続化テクニック (ある三角形について公式が少し厳しい形

で証明することで，それと形が近い三角形についても公式の成立を示す) により，全て
の三角形について公式を証明することができた．
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6 数値計算結果

得られた公式の精度を確認するため，$C_{1}(T),$ $C_{2}(T),$ $C_{3}(T),$ $C_{4}(T)$ の十分精度の良い近
似解として

$\tilde{C}_{1}(T)=\sqrt{D_{1}^{(100)}(T)}, \tilde{C}_{2}(T)=\sqrt{D_{2}^{(100)}(T)},$

$\tilde{C}_{3}(T)=\sqrt{D_{3}^{(100)}(T)}, \tilde{C}_{4}(T)=\sqrt{D_{4}^{(100)}(T)}$

を求め，公式と比較した．結果を下の図に示す．ここで，三角形 $T$ は $(0,0),$ $(1,0),$ $(a, b)$

の三点を頂点に持つものとする．我々の公式はスケール不変性を持つので，$0\leq a\leq$

$0.5,$ $0<b\leq 1$ の範囲で成り立てば，全ての三角形で成り立っことが言える．図 3,
図 5, 図 7, 図 9のゼロに近いグラフが近似解と我々の公式との誤差である (グラフは
$0.05\leq b\leq 1$ の範囲を表示していることに注意) 我々の公式が，理論値の良い上界に
なっていることがわかる．

図 2: $\tilde{C}_{1}(T)$ 図 3: $K_{1}$ および 図 4: $\tilde{C}_{2}(T)$ 図 5: $K_{2}$ および

$K_{1}(T)-\tilde{C}_{1}(T) K_{2}(T)-\tilde{C}_{2}(T)$

図 6: $\tilde{C}_{3}(T)$ 図 7: $K_{3}$ および 図 8: $\tilde{C}_{4}(T)$ 図 9: $K_{4}$ および

$K_{3}(T)-\tilde{C}_{3}(T) K_{4}(T)-\tilde{C}_{4}(T)$
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7 結論
応用上重要な，三角形上の補間誤差定数を上から精密に評価する公式を提案し，精度

保証付き数値計算の助けを借りて証明した．精度保証付き数値計算を実行するに際して
は，MATLAB の toolbox として開発された INTLAB を用いた．
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