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Abstract. We generalize Shannon-Someya’s sampling theorem by using the theory
of Sato’s Hyperfunctions. Moreover we will clarify the relationship between Shannon-
Someya’s sampling theorem and Ramanujan’s integral formula.

1. 記号，用語について

ディジタル信号処理の分野では虚数単位として $i$ を用いずに $j$ を使うのが慣例であるが
この論説では $i$ を用いる．又，数学では、 フーリエ変換と呼ぶがディジタル信号処理の分
野では、 フーリエスペクトルと呼ぶこともある ([14]). この論説ではフーリエ変換と呼ぶ．

フーリエ変換にもいろいろな定義があるが，ここでは $\hat{f}(\xi)=\int_{-\infty}^{+\infty}f(t)e^{-i\xi t}dt$ を関数 (信

号 $)$f(t) のフーリエ変換の定義とする．

2. 信号処理と超関数

この論説では，佐藤超関数の概念の簡単な紹介をしてから，佐藤超関数のフーリエ・ラ
プラス変換，$Z$-変換による標本化定理，ラマヌジャンの積分公式の正確な定式化について
述べる．超関数の理論の入門的な解説から始めるが，超関数について既に熟知している
数学者，工学者，技術者には勿論不要である．超関数には、 Distribution(Schwartz 超関数),
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Genelarized Functions(Gelfand-Shilov の超関数), Hyperffinction(佐藤超関数) の 3つがあ

る ([19]). 信号処理を行うのに超関数などという高級な現代数学は不要であると思ってい

る人がいたらそれは大きな誤りである．信号処理で特に重要な超関数は、 デイラックのデ

ルタ関数 $\delta(t)$ とフィルターの設計で出てくるヘビサイド関数 $H(t)$ 及びそのフーリエ変換

である $\frac{-i}{\xi-i0}$ である．符号関数 $sgn(t)$ とそのフーリエ変換 $\frac{-2i}{\xi}$ も重要である．

2.1 周波数同定と超関数

周波数 $k$ の信号 $\cos kt$ のフーリエ変換は、

$\int_{-\infty}^{+\infty}\cos kte^{-i\xi t}dt=\int_{\infty}^{+\infty}\frac{1}{2}(e^{ikt}+e^{-ikt})e^{-i\xi^{f}}dt=\pi(\delta(\xi+k)+\delta(\xi-k))$

である．フーリエ変換の台が 2点 $+k,-k$ に集中している事が判る．このようにしてフーリ
ェ変換により与えられた信号の周波数が同定できる．この計算の際，デルタ関数 $\delta(t)$ の平

面波分解の公式 $\frac{1}{2\pi}\int_{-\infty}^{+\infty}e^{i\xi t}dt=\delta(\xi)$ を用いた．この公式は，定数関数 1のフーリエ変換
がデルタ関数である事を意味する．物理的には，波面集合 (位相因子 $\xi^{f}=$ 定数) が平面にな

ることを意味するのでデルタ関数の平面波展開と呼ばれる事もある．ただし，この積分は

絶対収束しておらず，この公式の数学的正当化には超関数の理論が必要である．

2.2 超関数を使うと何が良くなるのか？

ヘビサイド関数 $H(t)$ を微分するとディラックのデルタ関数になるという関係式

$\frac{dH(t)}{dt}=\delta(t)$ が知られている．ヘビサイド関数 $H(t)$ は，原点で不連続な関数であるのでこ
の関係式を正当化するための数学の理論が必要となる．それが超関数の理論である．
超関数の理論のおかげで

1. フーリエ変換の範囲が広がり

2。 不連続関数の微分が自由にできるようになった．

このため，現在では，超関数の理論は偏微分方程式論などをはじめ多くの数学の分野で用い
られている．

2.3 ヘビサイド関数のフーリエ変換

超関数の出てくる例としてヘビサイド関数 $H(t)$ のフーリエ変換を計算してみよう．$\epsilon$ を

正の数とし

$H_{\epsilon}(t)=\{\begin{array}{ll}e^{-\epsilon t}, t\geqq 0,0, t<0\end{array}$

とおく．$H_{\epsilon}(t)$ のフーリエ変換は $\frac{-i}{\xi-i\epsilon}$ である．$\lim_{\epsilonarrow 0}H_{\epsilon}(t)=H(t)$ であり，超関数に対する
フーリエ変換は連続であるので，$\lim_{\epsilonarrow 0}\hat{H}_{\epsilon}(\xi)=\hat{H}(\xi)$ を得る．従って，ヘビサイド関数 $H(t)$
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のフーリエ変換は $\frac{-i}{\xi-i0}$ という超関数になる．一見すると $\frac{1}{\xi-iO}$ は $\frac{1}{\xi}$ に等しいように見

えるかもしれない．$\xi<0,\xi>0$ の範囲では確かに等しい．しかし $\xi=0$ をこめて考える

と微妙に異なる．この異なる差は，ディラックのデルタ関数の分の差である．Lippmann-
Schwinger の関係式として知られている ([10], [12], [19]).

自明な等式 $1+sgn(t)=2H(t)$ の両辺をフーリエ変換すると得られる．

2.4 フィルターと超関数

周波数領域 (変数 $\xi$) でのフィルターとは簡単に言えば関数の掛け算である．例えば閉
区間 $[-a, a]$ の特性関数 $\chi_{[-a,a]}(\xi)$ がその例である．これを時間領域 (変数 t) で実現するた

めには、 関数 $f(t),g(t)$ の畳込み (convolution) $(f*g)(t)= \int_{-\infty}^{+\infty}f(y)g(t-y)dy$ が必要とな

る．又、 畳込みがフーリエ変換によってそれぞれの関数のフーリエ変換の積に変換され
る $(\overline{f*g})(\xi)=\hat{f}(\xi)\hat{g}(\xi)$ という事実が使われる．上の例 (帯域通過フィルター) の場合には，

$f(t)= \frac{\sin at}{\pi t}$ であり，$\hat{f}(\xi)=\chi_{[-a,a]}(\xi)$ は閉区間 $[-a, a]$ の特性関数である．この例 (帯域通
過フィルター) の場合は，特に超関数の理論は必要はない．ところが高域通過 (低域通過)

フィルターの設計になると話は別である．周波数領域における Heaviside 関数を $H(\xi)$ で表
すことにする．

フィルターと畳み込みの関係

高域通過フィルター

$(f* \frac{1}{t+i0})(t)=\int_{\mathbb{R}}\frac{f(t)}{x-t+iO}dt$ 時間領域 $=(-2\pi i)\hat{f}(\xi)H(\xi)$ 周波数領域

低域通過フィルター

$(f* \frac{1}{t-i0})(t)=\int_{\mathbb{R}}\frac{f(t)}{x-t-iO}dt$ 時間領域 $\Leftrightarrow(2\pi i)\hat{f}(\xi)H(-\xi)$ 周波数領域

周波数が $a$ 以上の信号のみを通過させる高域通過フィルターを時間領域で作るためには与

えられた信号と超関数 $\frac{e^{iat}}{t+i0}$ の畳み込み $\int_{-\infty}^{+\infty}g(t)\frac{e^{ia(t-y)}}{t-y+i0}dy$ を考える必要がある．フー
リエ変換により周波数領域では $(-2\pi i)\hat{g}(\xi)H(\xi-a)$ となり，高域通過フィルターが実現
する．
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3. 佐藤超関数とは？

定義 1(佐藤超関数 Hyperfun$\mathfrak{c}$tion ([10], [12], [13])

閉区間 $[a, b]$ の外で定義された正則関数 $g(z)$ の境界値

$\lim_{yarrow 0}(g(x+iy)-g(x-iy))=g(x+i0)-g(x-iO)$

を閉区間 $[a, b]$ 上の佐藤超関数 (Hyperfunction) と呼ぶ．正則関数 $g(z)$ を超関数の定義関

数と呼ぶ．正則関数の境界値は，物理数学 (特に偏微分方程式式論，特殊関数の理論), 素粒

子論では良く出てくる．いくつかの例を挙げよう．

3.1 佐藤超関数の例

例 1(ディラツクのデルタ関数 $\delta(x)$) 定義関数は $\frac{-1}{2\pi iz}$ である．

$\delta(x)=\frac{-1}{2\pi i}\lim_{yarrow 0}(\frac{1}{x+iy}-\frac{1}{x-iy})=\frac{-1}{2\pi i}(\frac{1}{x+i0}-\frac{1}{x-i0})$

例 2 $(閉区間 [a, b] の特性関数 \chi_{[a,b]}(x)$) 定義関数 $g(z)$ は $\log\frac{z-b}{z-a}$ である．

$\chi_{[a,b]}(x)=\underline{-1}\lim(g(x+iy)-g(x-iy))$
$2\pi iyarrow 0$

例 3(ヘビサイド関数 $H(x)$) 定義関数は $\log z,$ $(0\leqq arg(z)<2\pi)$ である．

$H(x)= \underline{-1}\lim(\log(x+iy)-\log(x-iy))$

$2\pi iyarrow 0$

3.2 佐藤超関数のヒルベルト変換

ヒルベルト変換は信号処理においては，解析信号の理論で特に重要である ([16], [19]).

$[a, b]$ 上の佐藤超関数 $T(x)$ のヒルベルト変換 $H_{T}(z)$ を通常の関数 (信号)f(t) のヒ

ルベルト変換 $\frac{-1}{2\pi i}\int\frac{f(t)}{z-t}dt$
$\iota$こならって，$H_{T}(z)= \frac{-1}{2\pi i}<T_{t},\frac{1}{z-t}>$ と定義する．

$\lim_{yarrow 0}(H_{T}(x+iy)-H_{T}(x-iy))=T(x)$ が成り立つ．つまり，境界値を取る操作とヒルベルト
変換とは互いに逆変換の関係にある．

$T(x)$ が有界な台を持つ連続関数の場合には既に知られていた事実である $(T(x)$ が有界な
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台を持つ Schwartz 超関数の場合にも複素表示として知られていた).

例 4 (ルジャンドル (Legendre) 多項式 [61)
$P_{n}(z)$ を $n$ 次の Legendre 多項式とし，$Q_{n}(z)$ を第 2種の $n$ 次の Legendre 関数とする．$P_{n}(z)$

は，次の Legendre の微分方程式の多項式解であり，$Q_{n}(z)$ は特異性を持つ解である．
$(1-z^{2}) \frac{d^{2}u}{dz^{2}}-2z\frac{du}{dz}+n(n+1)u=0$

例えば $P_{0}(z)=1,$ $P_{1}(z)=z,$ $P_{2}(z)= \frac{1}{2}(3z^{2}-1)$ である．

$P_{n}(z)$ と $Q_{n}(z)$ の間には次の関係がある．

$P_{n}(x)= \frac{-1}{\pi i}(Q_{n}(x+i0)-Q_{n}(x-iO))$ , $Q_{n}(z)= \frac{1}{2}\int_{-1}^{1}\frac{P_{n}(t)}{z-t}dt$ , (Neumann の公式)
$Q_{n}(z)$ が $P_{n}(t)$ のヒルベルト変換である事に注意しょう．ヒルベルト変換によって，佐藤超
関数に対応する定義関数を求める事ができる．この意味においてヒルベルト変換は，佐藤
超関数の理論において大変重要である．
正則関数の理論 (コーシーの積分公式等) を用いる事にょり，佐藤超関数に関する等式は，

対応する定義関数の等式として理解する事ができる，例えば，

として理解できる．

3.3 佐藤超関数の空間の表示法

3つの方法がある．$K=[a, b]$ とおく．$K$ に台を持っ佐藤超関数は次のように表示される．
$H(K)$ は，$K$ の近傍で正則な関数全体を表し，$H_{0}(\mathbb{C}\backslash K)$ は $K$ の外で正則で無限遠でゼロに

なる正則関数全体を表す．$H’(K)$ で $H(K)$ の双対空間 (連続線形汎関数の全体) をあらゎす．
$K$ に台を持つ佐藤超関数の空間 $B(K)$ は $H’(K)$ に同型である事が知られている．
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佐藤超関数とシュワルツ超関数との差は，例えば原点に台を持つ超関数の構造において現
れる．複素関数論的に言えば、 シュワルツ超関数の理論では、原点に極のみを持つものし
か現れない。 しかし、 佐藤超関数では真性特異点を持つものが現れる。 この意味において

佐藤理論は完壁である。

3.4 佐藤超関数の Fourier-Laplace 変換

佐藤超関数 $T$ の Fourier-Laplace 変換 $\overline{T}(z)$ を $\overline{T}(z)=<T_{\zeta},$ $e^{-iz\zeta}>$ と定義する．

例 5(球ベッセル関数)

$P_{n}(z)$ を $n$ 次の Legen山 $e$ 多項式とし，$<T_{t}, \phi(t)>=\int_{-1}^{1}P_{n}(t)\phi(t)dt$ とおく．

$\tilde{T}(z)=2i^{n}j_{n}(-z)$ , $o_{n}(z)$ は $n$ 次の球ベッセル関数) である．

例 6(ベッセル関数)

超関数 $T(x)= \perp 2\pi i(\frac{e^{\frac{1}{x+i0}}}{x+i0}-\frac{e^{\frac{1}{x-i0}}}{x-i0})$

を考えよう．

Lippmann-Schwinger の関係式 ([101, [12] $)$

$\frac{1}{(x+i0)^{n+1}}=\frac{1}{x^{n+1}}-\frac{(-1)^{n}}{n!}\pi i\delta^{(n)}(x)$ , $\frac{1}{(x-i0)^{n+1}}=\frac{1}{x^{n+1}}+\frac{(-1)^{n}}{n!}\pi i\delta^{(n)}(x)$

を使って計算すると

$T(x)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{(-1)^{n+1}}{(n!)^{2}}\delta^{(n)}(x)$

が判る．汎関数としての表示は

$<T, \phi>=\frac{1}{2\pi i}\oint e^{\frac{1}{\zeta}}\phi(\zeta)\frac{d\zeta}{\zeta}$

となる．

$T$ の Fourier-Laplace 変換 $\tilde{T}(z)$ は，$J_{0}(2\sqrt{iz})$ , ($J_{0}(z)$ は，$0$ 次のべッセル関数) である．
$\overline{T}(z)=J_{0}(2\sqrt{iz})$ は整関数であり次の評価を持つ．
$\forall\epsilon>0,$ $\exists C_{\epsilon}>0$, s.t.

$|\overline{T}(z)|\leq C_{\epsilon}\exp(\epsilon|z|) , (\forall z=x+iy\in \mathbb{C})$
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3.5 佐藤超関数に対する Paley -Wiener の定理

2乗可積分関数については次が知られている．

佐藤超関数に対しては次のように拡張される．

特別な場合 $(b=0)$ として次を得る．

注意:1. 原点に台を持つシュワルツ超関数は，ディラックのデルタ関数の導関数の一次結
合になるためフーリエラプラス変換像としては多項式のみが現れる．
2. 原点に台を持っ佐藤超関数は局所作用素 (local operator) と呼ばれる事もある ([10]).
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3.6 原点に台を持つ佐藤超関数の構成法

$\{a_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ は，条件 $\sum_{n=0}^{\infty}|a_{n}|<\infty$ を満たす数列とする．

$f(z)= \prod_{n=0}^{\infty}(1+a_{n}z)$ とおくと

1. $f(z)$ は，整関数であり，次の増大度評価を持つ．
2. $\forall\epsilon>0,$ $\exists C_{\epsilon}>0s.t.$

$|f(z)|\leq C_{\epsilon}\exp(\epsilon|z|)$ , $(\forall z\in \mathbb{C})$

従って，Paley-Wiener の定理により

$f(z)=\overline{T}(z)$ となる原点に台を持つ佐藤超関数 $T$ が存在する．

例 7 $|a|<1,$ $(a\in \mathbb{C})$ とする．

$f(z)= \prod_{n=0}^{\infty}(1+a^{n+1}z)$ とおく．

$f(z)=\overline{T}(z)$ となる原点に台を持つ超関数 $T(x)$ は．次で与えられる．

$T(x)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{a^{\frac{n(n+1)}{2}}}{(1-a^{n})\cdots(1-a)}(-1)^{n}\delta^{(n)}(x)$

(証明) 次の関係式 ([11])

$\prod_{n=0}^{\infty}(1+a^{n+1}z)=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{a^{\frac{n(n+1)}{2}}}{(1-a^{n})\cdots(1-a)}$ ノ

と $(-1)^{n}\delta^{(n)}(x)$ のフーリエ．ラプラス変換が $z^{n}$ である事を使う．

3.7 松澤の熱核の方法

1次元の場合の佐藤超関数の理論は，割りと判りやすいのだが，2次元以上になると多変
数正則関数論が必要になるなど準備に非常に時間がかかる．解析学者には，あまりなじみ
のないホモロジー代数を駆使する難解な佐藤超関数の理論の簡易化が色々と試みられた．
例えば，L. H\"ormander による調和関数を利用する方法がある ([8]). もうひとつが，熱方程
式の基本解を利用する松澤の熱核の方法である ([9]).
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例 8(ディラックのデルタ関数)

$\delta(x)=\lim_{tarrow 0}E(x, t)$ , $E(x, t)= \frac{1}{\sqrt{4\pi t}}\exp(-\frac{x^{2}}{4t})$ , $\frac{\partial E(x,t)}{\partial t}=\Delta E(x, t)$

3.8 松澤の熱核の方法の応用例

松澤の熱核の方法は，例えば次の事柄に応用されている．

$\bullet$ 1. Paley-Wiener の定理
$\bullet$ 2. 正の定符号超関数に対する Bochner-Schwartz の定理
$\bullet$ 3. いろいろな超関数の熱方程式の解の初期値としての分類
$\bullet$ 4. 超関数の波面集合の評価

4。 Shannon-染谷の標本化定理

次は実軸上 2乗可積分な整関数に対する有名な標本化定理である ([14]).

次のように言い換えることができる．
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Shannon-染谷の標本化定理-II

右辺の級数は，カーディナル級数 CardinalSeries と呼ばれることもある ([5]).

佐藤超関数を使うと標本化定理を拡張する事ができる．特に，2乗可積分性の仮定をはずす
事ができる．

5. 標本化定理の佐藤超関数による拡張

佐藤超関数に対する Paley-Wiener の定理を応用することにより次の定理を得る ([15]).

定理整関数 $f(z)$ が次の条件を満たしているとする．
$\forall\epsilon>0,$ $\exists C_{\epsilon}>0s.t.$

$|f(z)|\leq C_{\epsilon}\exp(b|\gamma|+\epsilon|z|) , (\forall z=x+iy\in \mathbb{C})$ .

もし $0\leq b<\pi$ であると，次が成立する。

$f(z)=\deltaarrow 0_{n}\pi(z-n)$

証明には，佐藤超関数のフーリエラプラス変換の $Z$-変換による積分表示式 (後述) を利用

する 積分路を単位円に変形すると標本化定理を得る．[15], [16] に詳しく書いてあるの

で参照してほしい．

例 9 $f(z)=1$

$1=\deltaarrow 0_{n}\pi(z-n)$

これを変形すると $\frac{\pi}{\sin\pi z}$ の部分分数展開式 $\frac{\pi}{\sin\pi z}=\sum_{n=-\infty}^{\infty}\frac{(-1)^{n}}{z-n}$ を得る．

例 10. $f(z)=P_{z}(\cos\theta)$ , $(|\theta|<\pi)$

$P_{z}(\cos\theta)=\deltaarrow 0_{n}\pi(z-n)$
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$P_{Z}( \cos\theta)=\frac{\sin\pi z}{\pi}\sum_{n=0}^{\infty}(-1)^{n}(\frac{1}{z-n}-\frac{1}{z+n+1})P_{n}(\cos\theta)$,

ただし，$P_{z}(\cos\theta)$ は，ルジャンドル (Legendre) 関数．

この展開式は，Dougall 展開と呼ばれている ([6]).

6. ラマヌジャンの積分公式

ラマヌジャンの積分公式 $I$([7])

$\int_{0}^{\infty}u^{a-1}\{\sum_{n=0}^{\infty}f(n)(-u)^{n}\}du=\frac{\pi f(-a)}{\sin(\pi a)}.$

について考えよう．次の点が問題になってくる．

(1) この公式は正しいのか？ (2) この公式をどう解釈すべきか？

(3) この公式をどう証明すべきか？
注意: ラマヌジャンは，1887年 12月 22 日生まれのインド人天才数学者で 32才

の若さで亡くなった．彼に関しては多くの逸話がある．ここで 1つ紹介しよう．通常
$1+2+3+\cdots+n+\cdots=\infty$ と習うが，彼は $1+2+3+ \cdots+n+\cdots=-\frac{1}{12}$ という公式を

導いた ([2]). リーマンゼータ関数の関数等式 $\zeta(1-s)=2(2\pi)^{-s}\cos\frac{\pi s}{2}\Gamma(s)\zeta(s)$ を使えば
$\pi^{2}$

($s=2$ を代入し，$\zeta(2)=--$ を使うと) 正しい事がわかるが，驚異的である．6

6.1 ラマヌジャンの積分公式の計算例

いくつかの例を計算してみよう．
例 11. $f(z)=1$ とおく．

$\int_{0}^{\infty}u^{z-1}\{\sum_{n=0}^{\infty}f(n)(-u)^{n}\}du=\int_{0}^{\infty}\frac{u^{z-1}}{1+u}du=\frac{\pi}{s\dot{m}(\pi z)}=\frac{\pi f(-z)}{\sin(\pi z)}$

例 12. $f(z)=\underline{1}$ , ($\Gamma(z)$ : ガンマ関数)
$\Gamma(1+z)$

’

$\int_{0}^{\infty}u^{z-1}\{\sum_{n=0}^{\infty}\frac{1}{n!}(-u)^{n}\}du=\int_{0}^{\infty}u^{z-1}e^{-u}du=\Gamma(z)$

$= \frac{\pi}{\Gamma(1-z)\sin(\pi z)}=\frac{\pi f(-z)}{\sin(\pi z)}$

以上の計算で用いたオイラーガンマ関数の定義と性質をまとめておく．
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例 13 $f(z)=P_{z}(\cos\theta)$

$\int_{0}^{\infty}u^{z-1}\{\sum_{n=0}^{\infty}P_{n}(\cos\theta)(-u)^{n}\}du=\int_{0}^{\infty}\frac{u^{z-1}}{\sqrt{1+2u\cos\theta+u^{2}}}du=\frac{\pi P_{-z}(\cos\theta)}{\sin(\pi z)}=\frac{\pi f(-z)}{\sin(\pi z)}$

式変形の途中で Dirichlet-Mehler の公式を用 l)た ([6]).

判る．

6.2 ラマヌジャンの積分公式の定式化

次のように定式化する事ができる．

$f(z)=\overline{T}(z)$ のとき $\sum_{n=0}^{\infty}f(n)(-u)^{n}=<T_{t},$ $\frac{1}{1+ue^{-it}}>=G_{T}(-u)$ , $(|u|<1)$ であるので，ラマ

ヌジャンの積分公式を上のように定式化できる．$T$ のフーリエラプラス変換 $\overline{T}(z)$ と $T$
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の $Z$ 変換 $G_{T}(-u)=<T_{t},$ $\frac{1}{1+ue^{-it}}>$ の間の関係については後述する．

ラマヌジャンの積分公式の形式的導出

ペーリーウイナーの定理により，$\overline{T}(z)=f(z)$ となる佐藤超関数 $T\in H’([-b, b])$ が存
在する．

$\sum_{n=0}^{\infty}f(n)(-u)^{n}=\sum_{n=0}^{\infty}<T_{t},$ $e^{-int}>(-u)^{n}=<T_{t},$ $\sum_{n=0}^{\infty}(-ue^{-it})^{n}>=<T_{t},$ $\frac{1}{1+ue^{-it}}>=$

$G_{T}(-u)$ .
これを使うと

$\int_{0}^{\infty}u^{z-1}G_{T}(-u)du=$ $\int_{0}^{\infty}u^{z-1}\{\sum_{n=0}^{\infty}f(n)(-u)^{n}\}du=\int_{0}^{\infty}u^{z-1}<T_{t},$ $\frac{1}{1+ue^{-it}}>du$

$=<T_{t},$ $\int_{0}^{\infty}\frac{u^{z-1}}{1+ue^{-it}}du>=<T_{t},$ $\frac{\pi e^{itz}}{s\dot{m}\pi z}>=\frac{\pi f(-z)}{\sin\pi z}$

が判る．

厳密な証明には佐藤超関数の $Z$ 変換が必要となる．

7. 佐藤超関数の $Z$ 変換

7.1 佐藤超関数の $Z$ 変換

信号処理の分野では，数列 $\{a(n)\}_{n\in Z}$ に対し $\sum_{n=-\infty}^{\infty}a(n)z^{-n}$ とおき，これを数列 $\{a(n)\}_{n\in Z}$ の

$Z$ 変換と呼ぶ ([14]). 数学的にはローラン (Laurent) 級数に対応する．工学者はこの級数の
収束性については余り気にしてないようである．

$z=e^{-i\theta}$ とおくと $Z$ 変換はフーリエ級数 $n\Sigma=-\infty\infty a(n)e^{in\theta}$ になる．

片側だけの $Z$ 変換 $\sum_{n=0}^{\infty}a(n)z^{-n}$ を考える事もある 因果的 $Z$ 変換と呼ばれる．数学的には

テイラー (Taylor) 級数に対応する．

例 15(ベツセル関数 $J_{n}(t)$ の母関数展開 [6])

$\exp(\frac{t}{2}(z-\frac{1}{Z}))=\sum_{n=-\infty}^{\infty}J_{n}(t)z^{n}, (0<|z|<\infty)$

$\exp(it\sin\theta)=\sum_{n=-\infty}^{\infty}J_{n}(t)e^{in\theta}, (0\leq\theta\leq 2\pi)$
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$K=[-b, b]$ 上の佐藤超関数 $T$ の $Z$ 変換 $G_{T}(w)$ を次の様に定義する．

$G_{T}(w)=<T_{t},$ $\frac{1}{1-we^{-it}}>$

これを”何故 $Z$ 変換と呼ぶのか？” という疑問に対する回答は，次の命題で与えられる．ただ
し，変数は $z^{-1}$ の代わりに $w$ を用いている．

7.2 $Z$-変換の性質

命題 ([1], [3]) $0\leq b<\pi$ とし，$T$ を $K=[-b, b]$ 上の佐藤超関数とする．

1. $G_{T}(w)\in H(\mathbb{C}\backslash \exp(iK))$

2. $G_{T}(w)= \sum_{n=0}^{\infty}\overline{T}(n)w^{n},$ $(|w|<1)$ ,

3. $G_{T}(w)=- \sum_{n=0}^{\infty}\overline{T}(-n)w^{-n},$ $(|w|>1)$ ,

4. (メリン変換型の反転公式)

$\overline{T}(z)=\frac{-1}{2\pi i}\int_{C}G_{T}(w)w^{-z-1}dw$

$C$ は，円弧 $\exp(iK))=\{w\in \mathbb{C} :w=e^{i\theta}, |\theta|\leq b\}$ を正の向きに囲む積分路である．

ペーりーウイナーの定理 $(f(z)=\overline{T}(z))$ と組み合わせると次を得る．

2’. $G_{T}(w)= \sum_{n=0}^{\infty}f(n)v\nearrow,$ $(|w|<1)$ ,

3’. $G_{T}(w)=- \sum_{n=0}^{\infty}f(-n)w^{-n},$ $(|w|>1)$ ,

4’. (メリン変換型の反転公式)

$f(z)= \frac{-1}{2\pi i}\int_{C}G_{T}(w)w^{-z-1}dw,$

7.3 メリン変換型の反転公式の証明

命題の 2., 2’. 等については既に示したので，ここではメリン変換型の反転公式 4,4’につ

いて説明する．

$\int_{C}G_{T}(w)w^{-z-1}dw=\int_{C}<T_{t},$ $\frac{1}{1-we^{-it}}>w^{-z-1}dw$

$=<T_{t},$ $\int_{C}\frac{w^{-z-1}}{1-we^{-it}}dw>$

コーシーの積分公式により
$=2\pi i<T_{t},$ $e^{-itz}>=2\pi i\overline{T}(z)$ を得る．$f(z)=\overline{T}(z)$ を使うと 4’ を得る．
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7.4 メリン変換型の反転公式によるラマヌジヤンの積分公式の証明

メリン変換型の反転公式 4’

$f(z)= \frac{-1}{2\pi i}\int_{C}G_{T}(w)w^{-z-1}dw,$

において積分路 $C$ を負の実軸を囲む積分路に変形することによりラマヌジャンの積分公

式が得られる．詳しくは [18], [20] を参照されたい．

8. まとめ

$f(z)$ を次の評価を満たす指数型整関数とする．
$\forall\epsilon>0,$ $\exists C_{\epsilon}>0$ $s.t.$

$|f(z)|\leq C_{\epsilon}\exp(b\lfloor\gamma|+\epsilon|z|) , (\forall z=x+iy\in \mathbb{C})$

もし $0\leq b<\pi$ であると，
1 標本化定理

$f(z)= \lim_{\deltaarrow 0_{n}}\sum_{=-\infty}^{\infty}f(n)^{\sin\pi(z-n)}e^{-\delta|n|}\pi(z-n).$

2 ラマヌジャンの積分公式

$\int_{0}^{\infty}u^{z-1}G_{T}(-u)du=\frac{\pi f(-z)}{\sin(\pi z)},$ $(0<Re(z)<1)$ ,

が成立する．

ただし $f(z)=\overline{T}(z)$, $G_{T}(w)=<T_{t},$ $\frac{1}{1-we^{-it}}>,$ $T\in H’([-b, b])$ である．

8.1 結論

佐藤超関数 (Hyperfunction) を使う事によりメリン変換型反転公式における積分路の変
形で Shamon- 染谷の標本化定理とラマヌジャンの積分公式が結びついている事が明らか
になった ([17], [20]).

1. Shannon- 染谷の標本化定理
メリン変換型反転公式における積分路 $C$ を単位円に変形する．

2 ラマヌジャンの積分公式

メリン変換型反転公式における積分路 $C$ を $(-\infty, 0]$ に変形する．
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9. 今後の課題

文献 [4] において、 この講演で述べた事が Jordan 代数上で研究されている。 ただし、 [4]

では、 シュワルッ超関数を用いているために、 多項式増大というかなり強い仮定が付いて

いる。 Jordan 代数上で佐藤超関数の理論を展開する事で増大度の仮定を緩める事ができ
ると期待できる。

10. 付記

この論説を執筆中 Lars H\"ormander 教授が死去した事を知りました ここに謹んで哀

悼の意を表します．
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