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1 保型形式の周期と $L$函数とリフテイング

$H$ を代数体 $F$ 上の簡約代数群，$H’$ を $H$ の $F$ 上の代数的閉部分群とする．$F$ のア

デール環を $\mathbb{A}=\mathbb{A}_{F}$ で表す．$H’(\mathbb{A})$ の指標 $\chi$ は $\chi(H’(F))=1$ を満たすとする．$\pi$

を $H$ 上の保型形式の空間の既約部分表現，$V_{\pi}$ を $\pi$ を実現する保型形式の空間と
するとき，積分

$P^{H’,\chi}(f)=\int_{H’(F)\backslash H’(A)}f(h)\chi(h)dh$

により定義される線型形式 $P^{H’,\chi}$ : $V_{\pi}arrow \mathbb{C}$ を $(H’, \chi)$ 周期と呼ぶ．$\pi$ が尖点的保

型表現ならば，この積分は普通収束する．アイゼンシュタイン級数のようなより一
般的な保型形式に対しては，収束するとは限らない．しかし，収束しなくても，適当
に regularize すれば，積分の意味付けができることもある (例えば，[15, 19, 22, 12]
などを参照). 任意の $f\in\pi$ に対して，$P^{H’,\chi}(f)$ が収束するとき，

$P^{H_{\rangle}’\chi}\in Hom_{H’(A)}(\pi, \chi^{-1})$

である．線形汎函数 $P^{H’,\chi}$ が隣上 $0$ でないとき，$\pi$ を $(H’, \chi)$ -distinguished と

呼ぶ．$\chi=1$ のときには，略して $P^{H’}$ と書いたり，$H’$-distinguished と言う．$F$

の素点 $v\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して，$\chi$ の $H(F_{v})$ への制限を $\chi_{v}$ と書く．$H(F_{v})$ の既約許容表現
$\sigma$ は，$Hom_{H’(F})(\sigma, \chi_{v}^{-1})\neq 0$ であるとき，$(H’, \chi_{v})$ -distinguished と呼ぶ．保型
表現 $\pi$ が $(H’, \chi)v$-distinguished ならば，任意の素点 $v$ に対して，その局所成分 $\pi_{v}$

も $(H’, \chi_{v})$ -distinguished である．しかし，全ての素点で局所成分 $\pi_{v}$ が $(H’, \chi)-$

distinguished でも $\pi$ が $(H’, \chi)$-distinguished であるとは一概に言えない．もし任
意の素点で $Hom_{H’(F_{v})}(\pi_{v}, \chi_{v}^{-1})\leq 1$ ならば，$Hom_{H’(A)}(\pi, \chi^{-1})\leq 1$ であり，純テ
ンソル $f=\otimes_{v}f_{v}$ に対して，周期は

$P^{H’,\chi}(f)=\prod_{v}P^{H’,\chi_{v}}(f_{v})$

のように分解するはずであり，$P^{H’,\chi_{v}}$ は $Hom_{H’(F_{v})}(\pi_{v}, \chi_{v}^{-1})$ の元を与え，局所体
上の簡約群の既約表現の分岐則を研究する上でも重要であろう．この上，保型形
式の周期はしばしば，保型五函数の特殊値やリフテイングと関係し，保型表現や
保型 $L$ 函数の理論で重要な役割を果たす．
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例 1 $\pi=\pi_{1}\otimes\pi_{2}$ を $H=GL_{n+1}\cross GL_{n}$ の既約尖点的保型表現とし

$H’=\triangle(GL_{n})=\{(g, g)\in H|g\in GL_{n}\}$

とする．$H$ の尖点的保型形式の $H’$ 周期は，Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika に
よる $H$の保型 $L$函数の積分表示を使って表される．その結果，$\pi$が $H’$-distinguished
であることと保型 $L$ 函数の中心特殊値 $L(1/2, \pi_{1}\cross\pi_{2})$ が $0$ でないことが同値で
あること分かる (詳しくは，[5] などを参照). 筆者と市野篤史氏 [12] は，この場合
に周期積分の regularization を構成し，Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika の理
論を任意の保型形式に拡張した (詳しくは市野氏の原稿参照).

例 2 $H=GL_{2n},$ $H’=Sp_{2n}$ を階数 $n$ のシンプレクティック群のときを考え
る．シンプレクティック周期は多くの場合に収束する．Jacquet, Lapid, Rogawski
の構成法 [15, 19] を $\approx$g似て，．Offen [22] はシンプレクティック周期の regularization
を構成している．

$GL_{m}(\mathbb{A})^{1}=\{g\in GL_{m}(\mathbb{A})||\det h|=1\}$

とおく．$d$ を $N$ の約数，$N=dm$ とおき，$\sigma$ を $GL_{m}(\mathbb{A})^{1}$ の既約尖点的保型表現，
$P$ を $GL_{N}$ の $(m, \ldots, m)$ 型の放物型部分群とするとき，誘導表現

$Ind_{P(A)}^{GL_{N}(\mathbb{A})}(\sigma|\det|^{(d-1)/2}\otimes\sigma|\det|^{(d-3)/2}\otimes\cdots\otimes\sigma|\det|^{(1-d)/2})$

の唯一の既約商を $Sp(\sigma, d)$ と表す．次の分解
$L_{disc}^{2}(H(F)\backslash H(\mathbb{A})^{1})=\oplus_{m\geq 1,d\geq 1,md=2n}\oplus_{\sigma}Sp(\sigma, d)$

が成り立つ (詳しくは，[20] を参照). 離散的保型表現 $Sp(\sigma, d)$ が distinguished で
あるための必要十分条件は $d$ が偶数であることである (詳しくは，[16, 22, 23] を
参照). この結果は筆者 [25] により連続スペクトラムに拡張されている．

例 3 $E$ を代数体 $F$ の二次拡大，$H’=U(V)$ を $E$ 上 $n$ 次非退化エルミート
空間 $V$ のユニタリ群，$H={\rm Res}_{E/F}GL_{n}$ を $E$ 上の $n$ 次一般線形群の $F$ への Weil
の係数制限とする．このとき，ある $V$ が存在して，$H$ の既約尖点的保型表現 $\pi$ が
$U(V)$-distinguished であるための必要十分条件は $\pi$ が $GL_{n}(\mathbb{A})$ の既約尖点的保型
表現からのベースチェンジリフトであることである (詳しくは，[14] などを参照).
ユニタリ周期の’regularization は Jacquet, Lapid, Rogawski [15, 19] がより一般
的設定で構成している．即ち，彼らは，$H={\rm Res}_{E/F}H’$ の関係にある場合に周期
積分の regularization を構成している．

例 4 $E$ を代数体 $F$ の二次拡大，$\delta_{E/F}$ を $\mathbb{A}^{\cross}/F^{\cross}$ の $E$ に対応する二次指標
とする．$H={\rm Res}_{E/F}GL_{n},$ $H’$ を $F$ 上の $n$ 次一般線形群とするとき，Flicker と
Rallis は以下の例 3と対照的な予想を提出した．
Flicker-Rallis 予想 ([4, 26]). $\pi$ が $H$ の既約尖点的保型表現であるとき，以下の
二条件は同値である:

$\bullet$ $\pi$ は $(H’, \delta_{E/F^{O}}^{n} \det)$-distinguished;

$\bullet$ $\pi$ はあるユニタリ群の既約尖点的保型表現の弱ベースチェンジリフトである．
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例 5 $V$ を非退化エルミート形式付き空間，$V$’をその余次元 1の非退化部分空
間とする．$H=U(V)\cross U(V’)$ と $H’=\triangle(U(V’))$ などの場合に，Gross と Prasad
は以下の予想を提出した．

大域 Gan-Gross-Prasad 予想 ([9, 11, 5]). $\Pi=\pi\otimes\pi’$ が $H$ の既約緩増加尖点
的保型表現であるとき，以下の二条件は同値である:

$\bullet L(1/2, \pi\cross\pi’)\neq 0$ ;

$\bullet$ 非退化エルミート形式付き空間の組 $W’\subset W$ と $\Delta(U(W’))$-distinguished
な $U(W)\cross U(W’)$ の保型表現 $\Pi’$ が存在して，ほとんど全ての素点 $v$ で $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と $\Pi_{v}’$ は同型である．

この予想はユニタリ群以外の古典群に対しても定式化されている．例 1は Gan-
Gross-Prasad予想の一般線形群での類似である．大域 Gan-Gross-Prasad 予想は，
Wei Zhang により以下の条件下に証明された ([26, 27] を参照):

(i) 全ての $F$ のアルキメデス素点は $E$ で分裂する．

(ii) 二つの $E$ で分裂する $F$ の非アルキメデス素点が存在して，$\pi$ のそれらの素
点での局所成分は超尖点的である．

本稿では例 5の場合に regularized 周期を構成し，アイゼンシュタイン級数の
regularized 周期を計算する．さらにアイゼンシュタイン級数の留数の周期を計算
し，Gan-Gross-Prasad 予想に応用する．以下の定理が証明される:

定理 1.1. $H$ が準分裂的であり，$\Pi=\pi\otimes\pi’$ が $H$ の既約大域的生成的尖点的保
型表現であるとき，$\Pi$ が $H’$ -distinguishedならば，$L(1/2, \pi\cross\pi’)\neq 0.$

注意 1.2. (1) 既約大域的生成的尖点的保型表現は $GL_{n+1}(\mathbb{A}_{E})\cross GL_{n}(\mathbb{A}_{E})$ の

既約保型表現へのベースチェンジを持つことが証明されている ([18,3,10]
などを参照). ベースチェンジが尖点的保型表現であるとき安定的，そうで
ないとき内視的と呼ばれる．

(2) (ii) を仮定すれば，$\Pi$ は安定的になる．周期と内視的保型表現の関係は重要
であり，Wei Zhang の研究の条件を外すことは重要な問題である．

(3) Ginzburg と Jiang と Rallis [6, 7, 8] は，$\Pi$ が安定的であるときに，定理 1.1
を証明した．彼らの手法を regularized 周期の理論を用いて一般化すること
で，定理 1.1が証明される．

2 設定

最初に以下で用いる記号をまとめておく．本稿の全ての代数群は $F$ 上定義される．
$G$ を連結簡約代数群，$P$ をその放物型部分群とし，$M$ をその Levi部分群，$U$ をそ

のべき単根基とする．$X^{*}(M)$ を $M$ の $F$ 上代数的指標からなる自由 $\mathbb{Z}$ 加群とし，

$\mathfrak{a}_{P}^{*}=\alpha_{M}^{*}=X^{*}(M)\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{R}, \mathfrak{a}_{P}=\mathfrak{a}_{M}=Hom_{\mathbb{Z}}(X^{*}(M), \mathbb{R})$

8



とおく．$\langle,$ $\rangle$ : $\mathfrak{a}_{P}^{*}\cross \mathfrak{a}_{P}arrow \mathbb{R}$ を標準的ペアリングとする．$G$ の $F$ 上の極小放物型
部分群恥とその Levi分解瑞 $=M_{0}$碗を固定する．$G$ の放物型部分群 $P$ は瑞を
含むとき標準的と呼ばれ，$M_{0}$ を含む $G$ の Levi 部分群は標準的と呼ばれる．$G(\mathbb{A})$

の良い極大コンパクト部分群 $K$ を固定し，岩澤分解を使って，$G(\mathbb{A})$ の左 $U(\mathbb{A})$ 不
変，右 $K$ 不変な $\mathfrak{a}_{P}$ 値函数 $H_{P}$ が次の条件から一意的に定まる:

$e^{\langle\chi,H_{P}(m)\rangle}=|\chi(m)| (\chi\in X^{*}(M), m\in M(\mathbb{A}))$ .

さらに，$M(\mathbb{A})^{1}=\{m\in M(\mathbb{A})|H_{P}(m)=0\}$ とおく．

簡明のために，$\mathfrak{a}_{0}=\mathfrak{a}_{P_{0}},$ $\mathfrak{a}_{0}^{*}=\mathfrak{a}_{P_{0}}^{*}$ とおく．標準的分解
$\mathfrak{a}_{0}=\mathfrak{a}_{P}\oplus \mathfrak{a}_{0}^{P}, \mathfrak{a}_{0}^{*}=a_{P}^{*}\oplus(\alpha_{0}^{P})^{*}$

が成り立つ．$X_{P}$ と $X^{P}$ は $X\in a_{0}$ の $\mathfrak{a}_{P}$ と $\mathfrak{a}_{0}^{P}$ への射影を表す．$\mathfrak{a}_{0}^{*}$ についても同
様である．

$\mathscr{A}_{P}(G)$ を $P(F)U(\mathbb{A})\backslash G(\mathbb{A})$ の保型形式の空間とし，その部分空間を
$\mathscr{A}_{p}^{1}(G)=\{\varphi\in \mathscr{A}_{P}(G)|g\in G(\mathbb{A})$ と $a\in A_{P}$ に対して $\varphi(ag)=e^{\langle\rho_{P},H_{P}(a)\rangle}\varphi(g)\}$

により定義する．$\mathscr{A}_{P}^{c}(G)$ を $\mathscr{A}_{P}^{1}(G)$ の尖点形式の空間とする．$M$ の保型表現 $\pi$ に

対して，$\mathscr{A}_{P}^{\pi}(G)$ を任意の $k\in K$ に対して，函数 $m\mapsto e^{-\langle\rho_{P},H_{P}(m)\rangle}\varphi(mk)^{p\grave{\grave{\}}}}\pi$ に

属するような保型形式 $\varphi\in \mathscr{A}_{P}(G)$ の空間とする．$P=G$ のとき，添え字 $P$ は省
くことにする．$P$ に含まれる任意の放物型部分群 $Q=LV$ に対して，$\varphi$ の $Q$ に

添っての定数項 $\varphi_{Q}$ は次の積分で定義される滑らか函数 $\varphi$ : $P(F)\backslash G(\mathbb{A})arrow \mathbb{C}$ で
ある:

$\varphi_{Q}(g)=\int_{V(F)\backslash V(\mathbb{A})}\varphi(vg)dv.$

写像 $\varphi\mapsto\varphi_{Q}$ は空間 $\mathscr{A}_{P}(G)$ を空間 $\mathscr{A}_{Q}(G)$ に写す．保型形式 $\varphi\in \mathscr{A}_{P}(G)$ は分解

$\varphi(uamk)=\sum_{i}Q_{i}(H_{P}(a))\psi_{i}(mk)e^{\langle\lambda_{i}+\rho_{P},H_{P}(a)\rangle}$

を持つ．ここで，$u\in U(\mathbb{A}),$ $a\in A_{P},$ $m\in M(\mathbb{A})^{1},$ $k\in K,$ $Q_{i}\in \mathbb{C}[a_{P}],$ $\psi_{i}\in$

$\mathscr{A}_{P}^{1}(G),$
$\lambda_{i}\in \mathfrak{a}_{P,\mathbb{C}}^{*}$ である．この分解に現れる $\lambda_{i}$ を $\varphi$ の指数と呼ぶ．$Q\subset P$ のと

き，$\varphi_{Q}$ の指数の集合を $\mathscr{E}_{Q}(\varphi)$ で表し，尖点的指数の集合を $\mathscr{E}_{Q}^{cusp}(\varphi)$ により表す．
$\triangle_{P}$ を $G$ のシンプルルートの $\mathfrak{a}_{P}$ への制限の中で $0$ でないものからなる集合と

し，$\triangle_{P}^{v}$ を $G$ のシンプルコルートの $\mathfrak{a}_{P}^{*}$ への制限の中で $0$ でないものからなる集

合とする．これらはそれぞれ $(\mathfrak{a}_{P}^{G})^{*}$ は $\mathfrak{a}_{P}^{G}$ の基底である．$\triangle_{P}^{\wedge}$ を $\Delta_{P}^{\vee}$ の双対基底と
する．以上の記号のより詳しい説明は [20] を参照．

$E$ を $F$ の二次拡大，$\mathbb{A}_{E}$ をそのアデール環，$x\mapsto\overline{x}$ は $E$ の $F$ 上非自明な自己
同型とする．$E$ 上の有限次元ベク．トル空間 $X$ に対して，$X$ の $E$ 上の自己同型群を
$GL$ ( $X$ ) と表し，$F$ 上の代数群と見徹す．従って，$X$ が $a$ 次元のとき，$GL$ ( $X$ ) は $E$

上の一般線形群 $GL_{a}$ の $F$ への Weil の係数制限 $G_{a}=R_{E/F}GL_{a}$ に同型である．
エルミート形式 $(,$ $)$ とは，列ベクトル空間 $V=E^{n+1}$ 上定義された $F$ 上双線

形形式であり，以下が成り立つものとする:

$(ax, by)=\overline{a}b(x, y) , (x, y)=\overline{(y,x)} (a, b\in E;x, y\in V)$ .
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さらに $(x, V)=0$ ならば $x=0$ が成り立つとき，非退化と呼ぶ．( $V$, (, )) のユニ
タリ群を $G=G(V)$ で表す．$V$ の非等方的ベクトル $e$ を選び，$V’$ を $e$ の生成する

部分空間の直交補空間とする．$(,$ $)$ を $V’$ に制限して得られるエルミート形式も
同じ記号で表す．$V’$ は $n$ 次元非退化エルミート空間である．$G’$ を $V’$ のユニタリ

群とする．$V$ の Witt 指数を $r,$ $V’$ の Witt 指数を $r’$ で表す．

注意 2.1. 明らかに $r’\leq r\leq r’+1$ である．$r=r’+1$ となるための必要十分条件
は，$(x, x)=-(e, e)$ を満たす $x\in V_{r}’$, が存在することである．

以下では常に，$r>0$ を仮定する．$V$’の極大等方的部分空間 $X’$ と $Y$’をエル
ミート形式 $(,$ $)$ の制限が $X’$ と $Y’$ の非退化な pairing を定めるように選ぶ．$X’$

の基底 $\{e_{1}, \ldots, e_{r’}\}$ を固定し，$\{fi, \ldots, f_{r’}\}$ を $Y$’の双対基底とする．$a\leq r’\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対

して，$X_{a}’$ を $e_{1},$ $\ldots,$
$e_{a}$ により生成される部分空間とし，$Y_{a}’$ を $fi,$

$\ldots,$
$f_{a}$ により生

成される部分空間とする．

$V_{a}’=\{v\in V’|\langle v,x\rangle=\langle v, y\rangle=0(x\in X_{a}’, y\in Y_{a}’)\},$

$V_{a}=\{v\in V|\langle v, x\rangle=\langle v, y\rangle=0(x\in X_{a}’, y\in Y_{a}’)\}$

とおけば，Witt 分解

$V’=X_{a}’\oplus V_{a}’\oplus Y_{a}’, V=X_{a\mathfrak{l}}’\oplus V_{a}\oplus Y_{a}’$

が成り立つ．
$P_{a}’=\{g\in G’|gX_{a}’=X_{a}’\}$

は $G’$ の極大放物型部分群であり，$P_{a}’$ の Levi 部分群は $G_{a}$ と $V_{a}’$ のユニタリ群
$\mathcal{G}_{a}’=G(V_{a}’)$ の直積に同型である．
より一般に $G’$ の標準的放物型部分群と標準的 Levi 部分群は $a_{l}\leq r’$ を満たす

狭義単調増大非負整数列 $a=(O, a_{1}, \ldots, a\iota)$ と一対一に対応する．即ち，$G’$ の標準
的放物型部分群 $P_{a}’$ を以下のように定義する:

$P_{a}’=\{g\in G’|gX_{a_{i}}’=X_{a_{i}}’$ for $1\leq i\leq l\}.$

一方，$G$ に対しても標準的放物型部分群 $P_{a}$ を

$P_{a}=\{g\in G|gX_{a_{i}}’=X_{a_{i}}’$ for $1\leq i\leq l\}$

により定義する．$c=(O, 1,2, \ldots, r’)$ として，$B=P_{c}$ とおく．写像

$P\mapsto P’=P\cap G’$

は，$G$ の $B$ を含む放物型部分群と $G’$ の標準的放物型部分群の間の一対一対応を
与える．$\mathcal{W}_{a}’$ を放物型部分群 $P_{(0,1,2,\ldots,a)}’$ のべき単根基とする．

3 Regularization
例 5の周期積分はアイゼンシュタイン級数などの保型形式に対しては一般に収束
しないので，発散する積分をどのように意味付けるかが問題になる．そこで例 3に
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言及した Jacquet, Lapid, Rogawski [15, 19] による周期積分の regularization を
$H=G\cross G’$ の $H’=G’$ の場合に拡張する．それは以下で見るように容易である．

$(\mathfrak{a}_{0}’)^{+}=\{X\in \mathfrak{a}_{0}’|$ 全ての $\alpha\in\triangle_{B’}$ に対して $\langle\alpha,$ $X\rangle>0\}$

とおく．$\tau_{P’}$ を次の部分集合の定義函数とする:

$\{X\in \mathfrak{a}_{0}’|\alpha\in\Delta_{P’}$ に対して $\langle\alpha,$ $X\rangle>0\}$

$\hat{\tau}_{P’}$ を次の部分集合の定義函数とする:

$\{X\in \mathfrak{a}_{0}’.|\varpi\in\triangle_{P’}^{\wedge}$ に対して $\langle\varpi,$ $X\rangle>0\}.$

十分正な載頭パラメータ $T\in(\mathfrak{a}_{0}’)^{+}$ を固定すると，Arthur の載頭作用素は，
$G(F)\backslash G(\mathbb{A})$ 上の滑らか函数 $\varphi$ に対して，以下のように定義される:

$A^{T}\varphi(g)=\sum_{P}(-1)^{\dim a_{P}}\sum_{\gamma\in P(F)\backslash G(F)}\varphi_{P}(\gamma g)\hat{\tau}_{P}(H_{P}(\gamma g)-T)$

([1] 参照). ここで，$P$ は $G$ の全ての標準的放物型部分群を渡る．[1] の補題 1.4よ
り $\Lambda^{T}\varphi$ は $G’(F)\backslash G’(\mathbb{A})$ 上の急減少函数であるから，積分

$\int_{G’(F)\backslash G’(\mathbb{A})}\Lambda^{T}\varphi(g)\varphi’(g)dg$

は任意の $\varphi\in \mathscr{A}(G)$ と $\varphi’\in \mathscr{A}(G’)$ に対して収束する．しかし，この積分の計算
は困難なので，次のような混合載頭作用素を用いる:

$\Lambda_{m}^{T}\varphi(g)=\sum_{P’}(-1)^{\dim \mathfrak{a}_{P’}}\sum_{-}\varphi_{P}(\gamma g)\hat{\tau}_{P’}(H_{\mathcal{P}’}(\gamma g)-T)\gamma\in P’(F)\backslash G’(F)$ ’
$g\in G’(\mathbb{A})$ .

ここで，$P’$ は $G’$ の全ての標準的放物型部分群を渡り，$P$ は $P\cap G’=P’$ を満足す
る $G$ の $B$ を含む標準的放物型部分群である．以下の補題は重要である．

補題 3.1. 滑らか函数 $\varphi$ : $G(F)\backslash G(\mathbb{A})arrow \mathbb{C}$ とその全ての微分が緩増加であると
き，$\Lambda_{m}^{T}\varphi(g)$ は $G(F)\backslash G(\mathbb{A})$ 上急減少である．

Proof. Arthur の論文 [1] の補題 1.4の証明を適当に修正すればよい 口

$\rho\in \mathfrak{a}_{P’r’}^{*}$ を以下のように定義する:

$\rho=(\frac{1}{2}, \ldots, \frac{1}{2})\in(\alpha_{0}’)^{*}$

定義 3.2. $\mathscr{A}(G\cross G’)^{*}$ は，以下の条件を満たす組 $(\varphi, \varphi’)\in \mathscr{A}(G)\oplus \mathscr{A}(G’)$ の空
間とする: $G’$ の全ての真の放物型部分群 $P’$ に対して，

$\langle\lambda+\lambda’+\rho, \varpi^{\vee}\rangle\neq 0 (\lambda\in \mathscr{E}_{P}(\varphi), \lambda’\in \mathscr{E}_{P’}(\varphi’), \varpi^{\vee}\in\Delta_{P}^{\vee},)$.
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命題 3.3. $\varphi\in \mathscr{A}(G),$ $\varphi’\in \mathscr{A}(G’)$ に対して，多項式 $p_{\lambda}\in \mathbb{C}[\mathfrak{a}_{0}’]$ が存在して，

$\int_{G’(F)\backslash G’(A)}\Lambda_{m}^{T}\varphi(g)\varphi’(g)dg=\sum_{\lambda}p_{\lambda}(T)e^{〈馬丁〉}.$

ここで，指数 $\lambda$ は以下の有限集合を渡る :

$\bigcup_{P’}\{\lambda+\lambda’+\rho_{P’}|\lambda\in \mathscr{E}_{P}(\varphi), \lambda’\in \mathscr{E}_{P’}(\varphi’)\}.$

さらに $(\varphi, \varphi’)\in \mathscr{A}(G\cross G’)^{*}$ のとき，$Po(T)$ は定数である．

定義 3.4. $(\varphi, \varphi’)\in \mathscr{A}(G\cross G’)^{*}$ に対して，周期積分の regularization を

$\Pi^{G’}(\varphi\otimes\varphi’)=p_{0}(T)$

により定義する．

注意 3.5. 命題 3.3より $\Pi^{G’}(\varphi\otimes\varphi’)$ は $T$ に依存しない複素数である．混合戴頭作
用素の定義は $G$ や $G’$ の極小放物型部分群や極大コンパクト部分群の取り方に一
見依存しているように見えるが，実はそれらの取り方に依存しないことが証明で
きる．さらに写像 $\varphi\otimes\varphi’\mapsto\Pi^{G’}(\varphi\otimes\varphi’)$ は保型表現の $G’(\mathbb{A})$ 不変な線形汎函数
であることも証明できる．

$\varphi$ が尖点形式ならば，$\Lambda_{m}^{T}\varphi=\varphi$ なので，$\Pi^{G’}(\varphi\otimes\varphi’)=P^{G’}(\varphi\otimes\varphi’)$ 成り立つ
ことは当然である．実際には，より強い以下の命題を証明できる．
命題 3.6. $\varphi\in \mathscr{A}(G),$ $\varphi’\in \mathscr{A}(G’)$ とする．もし $\Re\langle\lambda+\lambda’+\rho,$ $\varpi^{\vee}\rangle<0\theta\grave{\grave{\backslash }}G’$ の

任意の真放物型部分群 $P’,$ $Q’$ と $\lambda\in \mathscr{E}_{P}(\varphi),$ $\lambda’\in \mathscr{E}_{Q}^{cusp}(\varphi’),$ $\varpi^{\vee}\in\triangle_{P}^{v},$$\cap\hat{\Delta}_{Q}^{\vee}\wedge$ , に

対して成り立てば，$(\varphi, \varphi’)$ は $\mathscr{A}(G\cross G’)^{*}$ に属し，$\varphi(g)\varphi’(g)$ は $G’(F)\backslash G’(\mathbb{A})$ 上

可積分であり，次の等式が成り立つ:
$\Pi^{G’}(\varphi\otimes\varphi’)=P^{G’}(\varphi\otimes\varphi’)$ .

以上より regularized 周期が周期積分の発散する場合への自然な拡張であるこ
とが納得されよう．

$P(F)U(\mathbb{A})\backslash G(\mathbb{A})$ 上の保型形式 $\varphi_{P}$ と $P’(F)U’(\mathbb{A})\backslash G’(\mathbb{A})$ 上の保型形式 $\varphi_{P}’,$

の regularized 周期

$\int_{P(F)\backslash G’(A)}^{*}\varphi_{P}(g)\varphi_{P’}’(g)\hat{\tau}_{P’}(H_{P’}(g)-T)dg$

は全く同様に定義できる．regularized 周期は載頭された保型形式の周期の定数項
として定義されたが，逆に regularized 周期から載頭された保型形式の周期を復元
することも可能である．

命題 3.7. $(\varphi, \varphi’)$ $\in \mathscr{A}$ ( $G\cross G$’) $**\iota$こ対して，以下の等式が成り立つ :

$\int_{G’(F)\backslash G’(A)}\Lambda_{m}^{T}\varphi(g)\varphi’(g)dg$

$= \sum_{P’}(-1)^{\dim a_{P’}}\int_{P(F)\backslash G’(A)}^{*}\varphi_{P}(g)\varphi_{P’}’(g)\hat{\tau}_{P’}(H_{P’}(g)-T)dg.$
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4 ユニタリ群の保型形式の Bessel $J$告$\yen$期
$\nu_{0}=(e, e)$ とおく．注意 2.1より $V_{r-1}’$ のベクトル $e’$ で $(e’, e’)=-\nu_{0}$ を満たすも
のが存在する．

$x=e+e’, Ji’= \frac{e-e’}{2v_{0}}$

とおき，各 $1\leq k\leq r$ に対して新たな $V$ の等方的部分空間

$X_{k}=X_{k-1}’\oplus\langle x\rangle, Y_{k}=Y_{k-1}’\oplus\langle z\prime\sigma’\rangle$

を考える．これらの部分空間は $V’$ に含まれない．$b_{t}\leq r$ を満たす狭義単調増大非
負整数列 $b=(O,$ $b_{1},$

$\ldots,$
$b$のに対して，$G$ の非標準的放物型部分群 $P_{b}$ を以下のよ

うに定義する:

$P_{b}=\{g\in G’|1\leq i\leq t$ に対して $gX_{b_{i}}=X_{b_{i}}\}.$

$\mathcal{W}_{k}$ を放物型部分群取 $0,1,2,\ldots,k$ ) のべき単根基とする．$\mathcal{W}_{k-1}’=\mathcal{W}_{k}$ 口 $G’$ が成り
立つことは容易に確かめられる．$V_{a}$ を $X_{a}$ と $Y_{a}$ の $V$ での直交補空間とする．
$P_{a}=\{g\in G|gX_{a}=X_{a}\}$ は $G$ の極大放物型部分群であり，$P_{a}$ の Levi 部分群は
$GL(X_{a})$ と Va のユニタリ群 $\mathcal{G}_{a}$ の直積に同型である．

注意 4.1. $k\leq r$ に対して，

$V_{k}\subset V_{k-1}’=V_{k}\oplus\langle e’\rangle\subset V_{k-1}=\langle e\rangle\oplus V_{k-1}’, \mathcal{G}_{k}\subset \mathcal{G}_{k-1}’\subset G_{k-1}$

が成り立つ．
$\mathcal{W}_{k-1}’(\mathbb{A})$ の指標 $\chi$ が $\chi(\mathcal{W}_{k-1}’(F))=1$ を満たすとき，$\varphi’\in \mathscr{A}(G’)$ の $\chi$ に関

するフーリエ係数は積分

$W^{\chi}(g, \varphi’)=\int_{\mathcal{W}_{k-1}’(F)\backslash \mathcal{W}_{k-1}’(\mathbb{A})}\varphi’(ug)\overline{\chi(u)}du$

により定義される．$E\backslash \mathbb{A}_{E}$ の非自明な指標 $\psi$ を固定する．$\mathcal{N}_{k}$ を旗 $X_{1}’\subset X_{2}’\subset$

$\subset X_{k-1}’$ により定義される $\mathcal{M}_{k}$ の Borel 部分群のべき単根基とする．準同型
$\wp_{k}:\mathcal{N}_{k}arrow \mathbb{G}_{a}$ と $\rho_{k-1}’:\mathcal{W}_{k-1}’arrow \mathbb{G}_{a}$ を

$\wp_{k}(u)=(ue_{2}, f_{1})+(ue_{3}, f_{2})+\cdots+(ue_{k-1}, f_{k-2})+(ux_{k}, f_{k-1}),$ .
$\rho_{k-1}’(u’)=(u’e_{2}, f_{1})+\cdots+(u’e_{k-1}, f_{k-2})+(u’e’, f_{k-1})$

により定義すれば，$\rho_{k-1}’$ は臓の $\mathcal{W}_{k-1}’$ への制限に一致する．さらに $\mathcal{N}_{k}(\mathbb{A})$ と
$\mathcal{W}_{k-1}’(\mathbb{A})$ の指標を

$\Psi_{k}(u)=\psi(\wp_{\ell+1}(u)) , u\in \mathcal{N}_{k}(\mathbb{A})$ ,
$\psi_{k-1}’(u’)=\psi(\rho_{k-1}’(u’)) , u’\in \mathcal{W}_{k-1}’(\mathbb{A})$

により定義する．$\psi_{k-1}’$ は軌 $(F)$ の共役作用で不変であるから，$W^{\overline{\psi_{k-1}’}}(\varphi’)$ は
免 $(F)$ 上左不変である．
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$b$ と $\eta\in G(F)$ を $P=\eta P_{b\eta^{-1}}$ が成り立つように選び，$b=b_{t},$ $\sigma_{0}=w_{M_{b}}^{M_{b}}$ とお
$\langle$ . 保型形式 $\varphi\in \mathscr{A}_{P}(G)$ とパラメータ $\lambda\in \mathfrak{a}_{P,\mathbb{C}}^{*}$ に対して，

$W_{P}^{\psi}( \varphi)(g)=\int_{(\mathcal{N}_{b}\cap M_{b})(F)\backslash (\mathcal{N}_{b}\cap M_{b})(A)}\varphi(\eta ug)\overline{\Psi_{b}(u)}du,$

$\mathbb{W}_{P}^{\psi}(g, \varphi, \lambda)=\int_{(\mathcal{N}_{b}n^{\sigma}oM_{b})(A)\backslash \mathcal{N}_{b}(A)}W^{I_{P}^{\psi}}(\varphi)(\sigma_{0}^{-1}ug)e^{\langle\lambda,H_{P}(\eta\sigma_{0^{1}}^{-\prime}ug)\rangle}\overline{\Psi_{b}(u)}du$

とおく．函数 $h\mapsto \mathbb{W}_{p}^{\psi}(hg, \varphi, \lambda)$ が $\mathcal{G}_{b}(F)\backslash \mathcal{G}_{b}(A)$ 上急減少ならば，積分

$\mathcal{B}(\varphi_{\lambda}\otimes\varphi’)(g)=\int_{\mathcal{G}_{b}(F)\backslash \mathcal{G}_{b}(A)}\mathbb{W}_{P}^{\psi}(hg, \varphi, \lambda)W^{\overline{\psi_{b-1}’}}(hg, \varphi’)dh$

は任意の $\varphi’\in \mathscr{A}(G’)$ に対して絶対収束する．さらに次の積分は

$I( \varphi, \varphi’, \lambda)=\int_{\mathcal{W}_{b-1}’(A)\mathcal{G}_{b}(A)\backslash G’(A)}\mathcal{B}(\varphi_{\lambda}\otimes\varphi’)(g)dg$

$\lambda$ の実部が十分正ならば収束する．

注意 4.2. 重複度一定理 [5,17] より，この積分はオイラー積を持つことが分かる．

5 アイゼンシュタイン級数の regularized周期
$\varphi\in \mathscr{A}_{P}^{C}(G)$ と $\lambda\in \mathfrak{a}_{P,\mathbb{C}}^{*}$ に対して，級数

$E(g, \varphi, \lambda)=\sum_{\gamma\in P(F)\backslash G(F)}\varphi(\gamma g)e^{\langle\lambda,H_{P}(\gamma g)\rangle}$

は $\lambda$ の実部が十分正ならば収束し，$\mathfrak{a}_{P,\mathbb{C}}^{*}$ 全体に解析接続される．

定理 5.1. $\varphi\in \mathscr{A}_{P}^{c}(G)$ と $\varphi’\in \mathscr{A}(G’)$ に対して，有理型函数の等式
$P^{G’}(E(\varphi, \lambda)\otimes\varphi’)=I(\varphi, \varphi’, \lambda)$

が成立する．

この定理の詳しい証明は [13] を参照．

6 アイゼンシュタイン級数の留数の周期

以下では $G$ と $G’$ は準分裂とし，$\delta_{E/F}$ を二次拡大 $E/F$ に対応する $\mathbb{A}^{\cross}/F^{\cross}$ の二

次指標とする．$1\leq a\leq r’$ を固定する．$\sigma$ を $G_{a}$ の既約尖点的保型表現，$\pi$ を $G_{a}$

の既約生成的尖点的保型表現，$\rho$ を $G_{a}’$ の既約生成的尖点的保型表現とする．それ
らの反傾表現 $\sigma^{\vee},$ $\pi^{\vee},$ $\rho^{\vee}$ はそれらの空間の保型形式の複素共役を取って得られる
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保型形式からなる空間に実現される．$\pi$ と $\rho$ のテンソル積 $L$ 函数をベースチェン
ジのテンソル積 $L$ 函数として定義する (注意 1.2(1) を参照). すなわち，

$L(s, \pi\cross\rho)=L(s, BC(\pi)\cross BC(\rho))$ .

一般線形群のテンソル積 $L$ 函数は Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika により詳
しく研究されている．Levi 部分群 $M_{a},$ $M_{a}’$ の既約表現をテンソル積

$\Pi=\sigma\otimes\pi^{\vee}, \Pi’=\sigma^{\vee}\otimes\rho^{\vee}$

により定義する．$P_{a}’$ は極大放物型部分群なので，$\varphi’\in \mathscr{A}_{P_{a}’}^{\Pi’}(G’)$ のアイゼンシュ
タイン級数 $E(\varphi’, s)$ の解析的性質はそれらの定数項

$M(s) \varphi’(g)=\int_{U_{a}’(F)\backslash U_{a}’(\mathbb{A})}\varphi’(wug)e^{\langle s,H_{P_{a}’}(wug)\rangle}du$

を調べれば分かる．$\varphi\in \mathscr{A}_{p_{a}}^{\Pi}(G)$ のアイゼンシュタイン級数 $E(\varphi, s)$ に関しても

同様である．誘導データが生成的なので，$E(\varphi, s)$ と $E(\varphi’, s)$ は 1と $\frac{1}{2}$ で高々一位
の極を持つことが証明される．それらの留数を

$\mathcal{E}(\varphi)=hmsarrow 1/2(s-\frac{1}{2})E(\varphi, s)$ ,

$\mathcal{E}(\varphi’)=\lim_{sarrow 1}(s-1)E(\varphi’, s)$ ,

$M( \varphi’)=\lim_{sarrow 1}(\mathcal{S}-1)M(s)\varphi’$

とおく．アイゼンシュタイン級数の極は誘導データの $L$ 函数を使って決定できる．

補題 6.1. (1) $\mathcal{E}(\varphi)\neq 0$ となるための必要十分条件は $L(1/2, \sigma\cross\pi)\neq 0$ かっ
$L(s, \sigma, As\otimes\delta_{E/F}^{n})$ が $s=1$ で極を持つことがわかる．

(2) $\mathcal{E}(\varphi’)\neq 0$ となるための必要十分条件は $L(s, \sigma\cross\rho)$ が $s=1$ で極を持つこ
とである．

以下では $\mathcal{E}(\varphi’)\neq 0$ を仮定する．指数を見れば，$\mathcal{E}(\varphi)\otimes \mathcal{E}(\varphi’)$ の周期積分は，
[20] の補題 I.4.1より絶対収束することが分かる．不分岐素点での局所成分を調べ
れば，$\mathcal{E}(\varphi’)$ が生成する空間と $\pi$ は Bessel 周期を持たないことが証明できるので，

$\Pi^{G’}(E(\varphi, s)\otimes \mathcal{E}(\varphi’))=0$

が成り立つ．従って命題 3.7より

$\int_{[G’]}\Lambda_{m}^{T}E(g, \varphi, s)\mathcal{E}(g, \varphi’)dg$

$= \frac{e^{(s-1/2)T}}{s-1/2}\int_{K’}\int_{M_{a}’(F)\backslash M_{a}’(A)^{1}}\varphi(mk)M(\varphi’)(mk)dmdk$

$- \frac{e^{-(s+1/2)T}}{\mathcal{S}+1/2}\int_{K}, \int_{M_{a}’(F)\backslash M_{a}’(A)^{1}}M(\varphi)(mk)M(\varphi’)(mk)dmdk.$

さらに Cauchy の積分公式と Fubini の定理を使えば，以下の等式を証明できる．
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定理 6.2. 以上の記号と仮定の下で，次の等式が成り立つ:

$\int_{G’(F)\backslash G’(A)}\mathcal{E}(g, \varphi)\mathcal{E}(g, \varphi’)dg=\int_{K’}\int_{M_{a}’(F)\backslash M_{a}’(\mathbb{A})^{1}}\varphi(mk)M(\varphi’)(mk)dmdk.$

ここで，

$M_{a}’(\mathbb{A})^{1}=G_{a}(\mathbb{A})\cross U(V_{a}’)(\mathbb{A})$ , $G_{a}(\mathbb{A})^{1}=\{g\in G_{a}(\mathbb{A})||\det g|=1\}.$

最後に定理 1.1の証明の概略を述べる．$GL_{n}$ の放物型部分群 $\mathcal{P}=\mathcal{M}\mathcal{U}$ が存在

して，$BC(\rho)$ は $\mathcal{M}$ の既約尖点的保型表現 $\sigma_{1}\otimes\cdots\otimes\sigma_{t}$ からの誘導表現になる．さ
らに，$L(s, \sigma_{i}, As\otimes\delta_{E/F}^{n-1})$ は $s=1$ で極を持つ．

$\sigma$ を $\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{t}$ のいずれかに取る．補題 6.1(2) より適当な $\varphi’$ に対して，留数
$\mathcal{E}(\varphi’)$ は $0$ でない．定理 6.2よりアイゼンシュタインの留数が distinguished であ
るための必要十分条件は，その誘導データが distinguishedであることであり，従っ
て $\pi\otimes\rho$ が distinguished であることである．一方，定理 6.2の左辺が $0$ にならない

ためには，$\mathcal{E}(\varphi)$ が $0$ にならないことが明らかに必要である．補題 6.1(1) より適当
な $\varphi$ に対して，留数 $\mathcal{E}(\varphi)$ が $0$ にならないための必要十分条件は $L(1/2, \sigma\cross\pi)\neq 0$

である．以上より $\pi\otimes\rho$ が distinguished であれば，$L(1/2, \sigma_{i}\cross\pi)\neq 0$ であること

が分かったので，

$L(1/2, \pi\cross\rho)=\prod_{i=1}^{t}L(1/2, \sigma_{i}\cross\pi)\neq 0.$
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