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$G$ を有限群とし，$P$ は $G$の位数を割り切る素数で，$(K, \mathcal{O}, k)$ をかモジュラー系とする．即
ち，$K$ は離散乗法付値 $\nu$ を持つ完備離散付値体で標数は $0$であるものとし，$\mathcal{O}$ は $v$ の付値環

でその唯一の極大イデアル $J(\mathcal{O})$ は $\pi$ で生成されていて $(\pi \mathcal{O}=J(\mathcal{O}))$ , 剰余体 $k=\mathcal{O}/\pi \mathcal{O}$

の標数は $p$であるとする．$R$ によって $\mathcal{O}$ または $k$ を表すことにし，$RG$ で群 $G$ の係数環 $R$

上の群環を表す．ここで $RG$上の表現加群 ( $RG$-lattice) とは，$R$上有限生成で自由な (右)

$RG$-加群を意味するものとする．なお，$(K, \mathcal{O}, k)$ は “十分に大きい” と仮定する．正確には
次の条件 $(\neq)$ を満たしているとする :

かモジュラー系の拡大 $(K, \mathcal{O}, k)>(K’, \mathcal{O}’, k’=\mathcal{O}’/\pi’\mathcal{O}’)$があって，

$(\neq)$ $k’=k=\overline{k}$は代数閉体であり，$\nu$ の $\nu’$ 上の分岐指数は 3以上 (即ち

$\pi’\in\pi^{3}\mathcal{O})$ である．

群環 $RG$ を直既約な両側イデアルの直和に分解したときの直既約因子 $B$ を $RG$ のブロッ

ク (イデアル) と呼ぶ．このとき，ある中心的原始幕等元 $e(=e^{2}\in Z(RG))$ が存在して

$B=(RG)e$ と書ける．直既約な $RG$-表現加群 $L$ は，実質的にはあるブロック $B$ 上の表現加

群である $(L=Le)$ . このことを強調したいときには，$L$ を B-表現加群と呼び，「$L$ は $B$ に

属する」と言う．有限群の表現に関する用語について詳しくは永尾津島の本 [NT] を参照し

て下さい．

さて，ブロック $B$ の Auslander-Reiten クイバー $\Gamma(B)$ とは，次のように点の集合 $\Gamma(B)_{0}$

と矢の集合 $\Gamma(B)_{1}$ を定義することによって構成される有向グラフのことである :

. 点の集合 $\Gamma(B)_{0}=${ 直既約 $B$-表現加群の同型類 $[L]$ }

. 矢の集合 $\Gamma(B)_{1}=${ $[M]arrow[L]$
“既約写像” }

ここで準同型写像 $f$ : $Marrow N$ が既約写像とは，$f=gh$ と合成写像の形で書けるのは $g$ が

分裂全射か $h$ が分裂単射という自明な場合しかないことをいう．既約写像は概分裂列と密接
に関係している．表現加群の完全列 $\mathcal{A}:0arrow Narrow Marrow fLarrow 0$ は次の 3条件を満たすとき

に，概分裂列と呼ばれる:
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(1) $L$ と $N$ は直既約 ;

(2) $\mathcal{A}$ は分裂していない ;

(3) 任意の分裂全射でない準同型写像 $g$ : $Xarrow L$ に対し，ある準同型写像
$h$ : $Xarrow M$が存在して $g=fh$ が成り立つ．

任意の射影的でない直既約表現加群 $L$ に対し，$L$ を最終項とするような概分裂列が一意的

に存在することが Auslander-Reiten によって示された．概分裂列の一意性から，$L$ を最終

項とするような概分裂列を $\mathcal{A}(L)$ : $0arrow\tau Larrow m(L)arrow Larrow 0$ と書き表すことにする $(\tau$ は

Auslander-Reiten 移動と呼ばれている). $R=\mathcal{O}$ のときは $\tau=\Omega$ (ここで $\Omega$ は Heller 作用

素，即ち $\Omega L$ は $L$ の projective cover の核: $0arrow\Omega Larrow P_{L}arrow Larrow 0$) で，$R=k$ のとき

は $\tau=\Omega^{2}$ であることが知られている．$m(X)=\oplus_{i=1}^{t}M_{i}$ と直既約分解したとき，次が成り
立つ．

命題 [Auslander-Reiten] $0arrow Narrow\oplus_{i=1}^{t}M_{i}^{(f_{1}\cdots f)}arrow Ltarrow 0$ を概分裂列とする．

(1) 各義 $:M$鴎 $arrow Lf_{i}(i=1, \cdots, t)$ は既約写像である．

(2) 直既約加群 $M$ から $L$ への既約写像が存在すれば，$M$ はある $M_{i}$ に同型である．

この命題から，おおまかには，Auslander-Reiten クイバーとは概分裂列を繋ぎ合わせた

有向グラフであるといえる．多元環の Auslander-Reiten理論については，[ARS], [ASS], [B]

などの本や論説 [Y] を参照して下さい．

今後，Auslander-Reiten クイバーの連結成分を，$AR$-成分と短く呼ぶことにする．一般

に，$AR$-成分 $\Theta$ のグラフとしての形状は，tree と呼ばれる樹形図 $T$ から構成される被覆ク

イバー $\mathbb{Z}T$ を $\mathbb{Z}T$ の自己同型からなる群 $\Pi$ で剰余したものとして得られる $(\Theta\cong \mathbb{Z}T/\Pi)$

[Riedtmann structure theorem]. $T$ は $\Theta$ から一意的に定まり，$\Theta$ の tree class と呼ばれる．

例えば，$T=A_{\infty}$ の場合には $\mathbb{Z}A_{\infty}$ は次のようなクイバーである :

$A_{\infty}:-\cdots\cdots\cdots$

$\mathbb{Z}A_{\infty}$
$\cdots\cdots$

$:$

: ::: .
$\cdots\cdots$

$\backslash \nearrow\backslash \nearrow\backslash \nearrow\backslash /$

$\cdots\cdots$ . . $\cdots\cdots$

$\nearrow\backslash .\nearrow\backslash .\nearrow\backslash .\nearrow\backslash$

$\backslash \nearrow\backslash \nearrow\backslash \nearrow\backslash /$. . $\cdots\cdots$

$\nearrow\backslash .\nearrow\backslash ./\backslash .\nearrow\backslash$

$\cdots\cdots \backslash ./\backslash ./\backslash .\nearrow\backslash .\nearrow\cdots\cdots$
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群環 $RG$ ( $R$ は $\mathcal{O}$ または k) の tree class については Webb が次の定理を示した [We].

定理 [Webb] $k=\mathcal{O}/\pi \mathcal{O}$ は代数閉体で，群環 $RG$ のブロック $B$ は無限表現型であると

する．このとき，$B$ の $AR$-成分 $\Theta$ の tree class は $A_{\infty}$ かまたは

$D_{\infty}$ : . $\cdots\cdots$ $\cdots$ , $A_{\infty}^{\infty}$ : $\cdots$ ..– $\cdots\cdots$

カ $]$ , あるいは Euclidean diagram である．

また，もし $\Theta$ が射影的 $RG$-表現加群を含んでいなければ，$\Theta$ の tree class は $A_{\infty},$ $D_{\infty},$ $A_{\infty}^{\infty}$

のいずれかである．

ブロック $B$ が無限表現型であるとは，直既約 $B$-表現加群の同型類が無限個存在するとき

を言う．$kG$ のブロック $B$が無限表現型となるのは，$B$ の “不足群” が巡回群でないときであ

る．さらに，$p=2$ で不足群が dihedral, semidihedral, generalized quoternion ならば tame

表現型であり，それ以外の時は wild表現型であることが知られている ([El] 参照) また

$\mathcal{O}G$ のブロック $B$ については，その不足群が巡回群でないかまたは位数が $P^{3}$ 以上であれば

無限表現型であることが知られている (詳しくは Dieterich[D2] 参照).

そして，モジュラー表現 $(R=k)$ の場合には Erdmann が次の重要な定理を証明した

[E2].

定理 [Erdmann] もし $k$ が代数閉体で $kG$ のブロック $B$ が wild表現型であれば，$B$ の

任意の $AR$-成分の tree class は $A_{\infty}$ である．

なお，$kG$ のブロック $B$ が有限表現型のとき，$B$ の $AR$-クイバーの tree class は $A_{n}$ であ

る．また，$p=2$ で $B$ の不足群が dihedral または semidihedralならば，$B$ の tube ではない

$AR$-成分の troe class は $A_{\infty}^{\infty},\tilde{A}_{12},$ $D_{\infty}$ のいずれかである [E2].

一方で，整数表現 $(R=\mathcal{O})$ の場合には，$\mathcal{O}G$ の有限表現型のブロック $B$ に対しては，

Dieterich$[D1]$ やWiedemann[Wil], [Wi2] らが Auslander-Reiten クイバーを調べている．

そこで，以下では $\mathcal{O}G$ の無限表現型のブロック $B$ の $AR$-成分について考察していきた

い．係数環 $\mathcal{O}$ は冒頭に述べた条件 $(\#)$ を満たすものと仮定する．まず，$B$ の $AR$-成分で tree

class の知られている例を列挙しておこう．

例 (i) 自明な表現加群 $\mathcal{O}_{G}$ を含む $AR$-成分の troe class は $A_{\infty}$ である [IK].

(ii) 自明なソースを持つ表現加群を含む $AR$-成分の tree class は $A_{\infty}$ である [K4].

(iii) 階数が $p$で割り切れず，$mod \pi$ で簡約化しても直既約であるような $B$-表現加群を含む

$AR$-成分の troe class は $A_{\infty}$ である $[K5].$
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自明な加群 $\mathcal{O}_{G}$ とは，$\mathcal{O}$ に群 $G$ を (右から) 自明に作用させることで得られる $\mathcal{O}G$-加群

のことである $(x\in \mathcal{O}, g\in G に対し xg=x)$ . また，自明なソースを持つ加群とは，ソー
スが自明な加群である直既約加群のことをいう．(換言すれば，ある置換加群の直既約因子と

なっている表現加群のことである．ソースについては後述する．)

定理 [K3] 係数環 $\mathcal{O}$ は条件 $(\#)$ を満たし，$B$ は $\mathcal{O}G$ の無限表現型のブロックで，$\Theta$ を $r(B)$

の $AR$-成分とする．もし $\Theta$ が Heller表現加群を含めば，$\Theta$ の tree class は $A_{\infty}$ である．

群多元環 $kG$上の加群 $V$ に対して，$V$ を整群環 $\mathcal{O}G$ 上の加群と見なして射影被覆 $P_{V}$ を

取ったとき，その核 $Z_{V}$ を $V$ の Heller表現加群と呼ぶ :

$0arrow Z_{V}arrow P_{V}arrow Varrow 0$ (完全).

ここで $P_{V}$ は $\mathcal{O}G$-表現加群なので，その $\mathcal{O}$-部分加群である $Z_{V}$ も $\mathcal{O}G$-表現加群である．

例として，単純な $kG$-加群 $S$ の Heller表現加群を考えよう．$S$ の $kG$-加群としての射影

被覆 $\overline{P}$ は，$\mathcal{O}G$-加群 $P$ に持ち上げ可能である $:P/\pi P\cong\overline{P}$. 即ち，$P$ が $S$ を $\mathcal{O}G$-加群と見

たときの射影被覆である．よって $P$ の根基 rad$(P)$ が $S$ の Heller表現加群である．$(K, \mathcal{O}, k)$

が条件 $(\#)$ を満たしているとき，Heller 表現加群は直既約である [K2, K2’].

系 係数環 $\mathcal{O}$ は条件 $(\#)$ を満たし，$B$ は $\mathcal{O}G$ の無限表現型のブロックとする．このとき，
$\Gamma(B)$ の $AR$-成分の tree class は $A_{\infty},$ $D_{\infty},$ $A_{\infty}^{\infty}$ のいずれかである (Eucledian の可能性を除

外できる).

証明 もし $AR$-成分 $\Theta$ が射影加群を含んでいなければ，$\Theta$ の tree class は Webb の定理から
$A_{\infty},$ $D_{\infty},$ $A_{\infty}^{\infty}$ のいずれかである．また，もし $AR$-成分 $\Theta$ がある射影加群 $P$ を含めば，(埋

込 rad$(P)arrow P$ は既約写像なので) $\Theta$ は $P$ の根基 rad$(P)$ も含む．rad$(P)$ は Heller表現加

群であるので，上の定理から，$\Theta$ の tree class は $A_{\infty}$ である □

$B$ を群環のブロックとし，$D$ を $B$ の不足群とする．このとき，$M$ が $B$ 上の表現加群で

あれば，ある $RD$-加群 $S$が存在して，$M$ は誘導加群 $S\otimes_{RD}RD$ の直和因子として現れる．

ブロックの不足群は $p$-群であることが知られている．$p^{a}$ を $G$ の Sylowか部分群の位数とし，
$p^{d}$ を不足群 $D$ の位数とすれば，rank$RM$ は $p^{a-d}$ で割り切れることが分かる．

定義 $B$ 上の表現加群 $M$ の高さ $h(M)$ とは

$(rank_{R}M)_{p}=p$$a-d+h(M)$

を満たす非負整数として定義する．ここで $(rank_{R}M)_{p}$ は $(rank_{R}M)$ の銑 part を表す．
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直既約な $RG$-表現加群 $L$ に対して，ヴァーテックスとソースが定義される．$G$ の部分群

からなる集合

{ $H\leq G$ $\exists RH$-表現加群 $S$ が存在して $L$ は誘導加群 $S\otimes_{RH}RG$ の直和因子}

の極小元を $L$ のヴァーテックスと呼ぶ．ヴァーテックスは共役を除いて一意的に決まる．ま
た $H$ が $L$ のヴアーテックスのとき，$S\otimes_{RH}RG$ が直和因子として $L$ を持つような $RH$-加

群 $S$ を $L$ の $H$-ソースと呼ぶ．ソースも共役を除いて一意的に決まる．

高さ $0$ の表現加群について，次が成り立つ (証明については [$Kn$ , Proof of Corollary 4.7]

など参照).

命題 ブロック $B$ は高さ $0$ の表現加群を持つ．高さ $0$ の直既約な表現加群のヴアーテッ

クスは $B$ の不足群 $D$ と一致し，その D-ソースの階数は $P$ で割り切れない．

Carlson-Jones[CJ] は $\mathcal{O}G$上の表現加群の exponent と，exponential property という特性

を定義した．

定義 [Carlson-Jones] $\mathcal{O}G$-表現加群 $L$ に対し，$\pi^{a}Id_{L}(\in$ End$oc(L))$ が projective

となる (即ち，ある射影加群を通過する) ような最小の累乗 $\pi^{a}$ を $L$ の exponent と呼び，

$\exp(L)=\pi^{a}$ と書く．また，$L$が exponential property を持つとは，$\exp(L)=\pi^{a}$ で $\pi^{a-1}Id_{L}$

が almost projective となるとき，即ち，$L$ の射影被覆の $\pi^{a-1}Id_{L}$ による pull back によって

概分裂列 $\mathcal{A}(L)$ が構成できるときをいう :
$\mathcal{A}(L):0arrow\Omega Larrow m(L)arrow Larrow 0$

$\Vert$
$\downarrow$ pull back $\downarrow\pi^{a-1}$Id $L$

$0arrow\Omega Larrow P_{L} arrow Larrow 0$

$\mathcal{O}G$-表現加群 $L$ が既約 (irreducible) であるとは，$K\otimes_{\mathcal{O}}L$ が既約な $KG$-加群となるときを

いう．Kn\"orr[Kn] は既約性を拡張して virtually irreducible という概念を導入した．この概念
は，$(K, \mathcal{O}, k)$ が条件 $(\neq)$ を満たしている仮定の下では，Carlson-Jones による exponential

property と同値である [CJ, Section 4].

定義 [Kn\"orr] $L$ を $\mathcal{O}G$上の表現加群とし，tr $=trL$ : $End_{\mathcal{O}}(L)arrow \mathcal{O}$ をトレース写像

とする．次の条件を満たすとき $L$ は virtually irreducible であると言う :

任意の $\alpha\in Endoc(L)$ に対して $\nu(tr\alpha)\geq\nu(rank_{\mathcal{O}}L)$ が成り立ち，

等号が成立するのは $\alpha$ が同型のときに限る．($\nu$ は $\mathcal{O}$ の離散付値)
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例 (1) $\mathcal{O}G$-表現加群 $L$ が既約 (irreducible) ならば virtually irreducible である．
(2) 直既約な $\mathcal{O}G$-表現加群 $L$ の階数が $p$で割り切れなければ virtually irreducible である．

Kn\"orr は次の定理を示した [Kn, 4.5 Theorem].

定理 [Kn\"orr] $B$ は $\mathcal{O}G$ のブロックで不足群 $D$ を持つとする．直既約な $B$-表現加群 $L$

は $D$ をヴァーテックスとして持ち，$S$ を $L$ の D-ソースとする．このとき，$L$ が virtually
irreducible であるための必要十分条件は $S$ が virtually irreducible であることである．

この定理から次のことが系として言える．

系 $L$ を高さ $0$ の $\mathcal{O}G$-表現加群とする．$L$ の属するブロック $B$ は不足群 $D$ を持つとし，
$S$ を $L$ の D-ソースとする．

(1)[$Kn,$ $4.7$ Corollary] $L$ は virtually irreducibleである．また，$S$ も virtually irreducible
で，$rank_{\mathcal{O}}S$ は $p$ で割り切れない．

(2) $\exp(L)=\exp(S)$ (即ち，$\exp(L)=\exp(S)=\pi^{a}$ のとき，$\pi^{a-1}Id_{L},$ $\pi^{a-1}Id_{S}$ はとも

に almost projectve である).

高さ $0$ の $\mathcal{O}G$-表現加群を含む $AR$-成分に関して，次の結果が得られた．

定理 $L$ は高さ $0$ の $\mathcal{O}G$-表現加群で，$L$ の属するブロックを $B$ とする．$B$ は不足群 $D$ を

持つとし，$S$ を $L$ の D-ソースとする．$L$ が含まれている $AR$-成分を $\Theta$ とおき，$S$ が含まれ

ている $(\Gamma(\mathcal{O}D)$ の $)$ $AR$-成分を $\Xi$ とおく．このとき，$\Theta$ の tree class が $A_{\infty}$ であることと
$\Xi$ の tree class が $A_{\infty}$ であることは同値である．

証明の概略 $\mathcal{O}G$ の Auslander-Reiten クイバーに関して興味深いと思ゎれる事実を紹介

しつつ，この定理の証明の概略を述べたい．次の補題は [K2, Proposition 4.5] で示された．

補題 1 $L$ が Heller表現加群でなければ，概分裂列 $\mathcal{A}(L)$ を modulo $\pi$ で簡

約化した $kG$-加群の短完全列 $0arrow\Omega L/\pi\Omega Larrow m(L)/\pi m(L)arrow L/\pi Larrow 0$

は分裂する．

$\mathcal{O}G$-表現加群 $M$ に対して，$\alpha(M)$ で $kG$-加群 $M/\pi M$ の直既約分解における直和因子の

個数を表すことにしよう．$\Theta$ と $\Xi$ には Heller表現加群が含まれないことが確かめられるの

で，補題 1から次のことが言える．
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補題 2 写像 $\alpha|_{\Theta}:\Theta\ni M\mapsto\alpha(M)\in \mathbb{N}$ および $\alpha|_{\Xi}:\Xi\ni N\mapsto\alpha(N)\in \mathbb{N}$

は $\Omega$-periodic additive function である．

$L$ は高さ $0$ の B-表現加群なので，$L/\pi L$ の直既約因子として高さ $0$ の k$G$-加群が現れる

が，その因子のヴアーテックスは $D$ である．このことと補題 1から次の事実も導かれる．

補題 3 $\Theta$ に含まれるすべての B-表現加群のヴァーテツクスは $D$ である．

また，$\Xi$ に含まれるすべての $\mathcal{O}D$-表現加群のヴァーテックスも $D$ である．

Inoue-Hieda は，Green対応が $AR$-成分の間にグラフとしての同型を引き起こすことを示

した [IH] この事実と補題 3から，$D$ は $G$ の正規部分群であると仮定してもよいと分かる．

では，$\Theta$ の tree class が $A_{\infty}$ であるとき，$\Xi$ の troe class も $A_{\infty}$ であることを示そう．

$T=T_{\Theta}:L_{1}arrow L_{2}arrow\cdotsarrow L_{2n}arrow L=L_{2n+1}arrow L_{2n+2}arrow\cdots\cdotsarrow(\subset\Theta)$

を，$L_{i+1}$ が $m(L_{i})(m$ ( $L$のは $\mathcal{A}(L_{i})$ の中間項) の直和因子で $\Theta=\mathbb{Z}T$ となるように取る．

階数を計算すると，$p^{a-d}\Vert rank_{\mathcal{O}}L_{2i+1}$ (従って $L_{2i+1}$ は高さ $0$ ) で特に $L_{2i+1}$ は virtually

irreducible であり，一方では $P^{a-d+1}|rank_{\mathcal{O}}L_{2i}$ であることに注意しておく．$D\underline{\triangleleft}G$ から

$L\downarrow_{D}=\oplus_{g}S^{g}$ ( $g$ は $G$ のいくつかの元を渡る) と書けるが，Kn\"orr の定理の系 (ii) から

$\mathcal{A}(L)\downarrow_{D}=\oplus_{g}\mathcal{A}(S^{g})$

が成り立つ．同様に，$S_{t}$ を $L_{t}$ の D-ソースとすると，$m(L)=L_{2n+2}\oplus\Omega^{-1}L_{2n}$ なので

$m(L)\downarrow_{D}=\oplus_{g}(S_{2n+2}\oplus\Omega^{-1}S_{2n})^{g}$

となり，また Kn\"orr の定理の系 (ii) から

$\mathcal{A}(L_{2n+3})\downarrow_{D}=\oplus_{g}\mathcal{A}(S_{2n+3})^{g}$

が成り立つので

$m(L_{2n+3})\iota_{D}=\oplus_{g}(S_{2n+4}\oplus\Omega^{-1}S_{2n+2})^{g}$

も言える．ここで $S_{2n+2}|m(S),$ $S_{2n+3}|m(S_{2n+2})$ を満たすように取っておく．繰り返して
$m(S_{i})$ の直和因子 $S_{i+1}$ を選んで

$T—:\cdotsarrow S_{2n}arrow S=S_{2n+1}arrow S_{2n+2}arrow\cdots\cdotsarrow(\subset\Xi)$

のような walk を得る．ここで $AR$-成分の tree class が $A_{\infty}$ であるための必要十分条件は，

$AR$-成分が unbounded $\Omega$-periodic additive function を持つことに留意しておこう．さて
補題 2で定義した additive function $\alpha|_{\Theta}$ について，$\Theta$ の tree class は $A_{\infty}$ と仮定したので，
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$\{\alpha(L_{i})|i=1,2, \cdots\}$ は unboundedであり，$\{\alpha(S_{i})|i=1,2, \cdots\}$ も unbounded となる． こ

のことから $\Xi$ の tree class も $A_{\infty}$ であると分かる．

こんどは逆に，$\Xi$ の tree class が $A_{\infty}$ であるとする．

$T=T—:S_{1}arrow S_{2}arrow\cdotsarrow S_{2n}arrow S=S_{2n+1}arrow S_{2n+2}arrow\cdots\cdotsarrow(\subset\Xi)$

を，$S_{i+1}$ が $m(S_{i})$ ($m(S_{i})$ は $\mathcal{A}(S_{i})$ の中間項) の直和因子で $\Xi=\mathbb{Z}T$ となるように取る．

階数を計算すると，$P\nmid rank_{\mathcal{O}}S_{2i+1}$ で特に $S_{2i+1}$ は virtually irreducibleであり，また一方で
$p|rank_{\mathcal{O}}S_{2i}$ であることに注意しておく．$e=e_{B}$ を $B$ の中心的原始幕等元とすると，$G\underline{\triangleright}D$

であって $S_{2i+1}\dagger^{G}1_{D}=\oplus_{g\in G/N}S_{2i+1}^{g}$ なので，$S_{2i+1}$ は $B$-表現加群 $(S_{2i+1}\uparrow^{G})e=\oplus_{\lambda}L_{\lambda}$

のすべての直既約因子 $L_{\lambda}$ $($当然 $L|S\uparrow^{G}e)$ の D-ソースである．特に Kn\"orr の定理から，
$(S_{2i+1}\uparrow^{G})e$ のすべての直和因子 $L_{\lambda}$ は virtually irreducible である．従って

$(\mathcal{A}(S_{2i+1})\uparrow^{G})e=\oplus\lambda \mathcal{A}(L_{\lambda})$

が成り立つ．それゆえ，$S_{t}\uparrow^{G}e$ のある直和因子 $L_{t}$ $(t=1,2, \cdots)$ を取ってきて，

$T_{\Theta}:L_{1}arrow L_{2}arrow\cdotsarrow L_{2n}arrow L=L_{2n+1}arrow L_{2n+2}arrow\cdots\cdotsarrow(\subset\Theta)$

のような walk を $\Theta$ のなかで辿ることができる．いま，補題 2で定めた additive function $\alpha|_{\Xi}$

について，$\{\alpha(S_{i})|i=1,2, \cdots\}$ が unbounded なので，$\{\alpha(L_{i})|i=1,2, \cdots\}$ も unbounded
である．このことから $\Theta$ の tree class も $A_{\infty}$である．$\square$

この定理に関連して，いくっか注意を述べたい．定理と同じ仮定・記号を以後も引き継ぐ．

注意 1 もし $kG$-加群 $S/\pi S$ が直既約かまたはその直既約分解において $p’$-次元の因子が

ただ一つしか現れなければ，$S$ を含む $AR$-成分 $\Xi$ の tree class は $A_{\infty}$ である $[K5$ , Theorem
3.1]. 従って $\Theta$ の tree class も $A_{\infty}$ である．

注意 2 $p=2$ のとき，奇数階数の $\mathcal{O}G$-表現加群を含む $AR$-成分の tree class は $A_{\infty}$ で

ある [$K5$ , Proposition 3.4]. 特に $S$ を含む $AR$-成分 $\Xi$ の tree class は $A_{\infty}$ であり，従って $\Theta$

の tree class も $A_{\infty}$ である．

注意 3 定理の仮定につけ加えてさらに，$L/\pi L$ は直既約と仮定する．このとき概分裂列
$\mathcal{A}(L)$ の中間項 $m(L)$ は直既約なことが分かる : 実際，$m(L)=X\oplus Y$ と仮定してみょう．
$\mathcal{A}(L)$ は modulo $\pi$ で分裂するので，$X/\pi X=L/\pi L(Y/\pi Y=\Omega L/\pi\Omega L)$ としてよい．こ
のとき階数を見て $X,$ $Y$ は高さ $0$ であると分かり，特に virtually irreducibleである．しか
しこれは [CJ, Theorem 2.4] に矛盾する．従って $\Theta(\ni L)$ の tree class は $A_{\infty}$ かまたは $D_{\infty}$
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である．さらに，$P’$-階数の直既約 $\mathcal{O}D$-表現加群を含む $AR$-成分 (特に $\Xi$) の tree class は

$D_{\infty}$ ではない [K5, Lemma $3.2|$ ので，次が成り立つ :
$\Theta$ の tree class は $D_{\infty}\Leftrightarrow\Xi$ の tree class は $A_{\infty}^{\infty}.$

なお，$\mathcal{O}G$ のブロック $B$ は，任意の既約な通常指標 $\chi$ ( $\in$ Irr$(B)$ ) に対して次の 2条件を

満たす既約な $B$-表現加群 $V$ を持つことが Thompson によって指摘されている [Tho].

(i) $V$ は $\chi$ を与える．

(ii) $V/\pi V$ は直既約な $kG$-加群である．

注意 4 注意 3において，$\Theta$ の tree class が $D_{\infty}$ であるとする．このとき $N_{G}(D)/D$ の位

数は偶数である．従って，もし $|N_{G}(D)/D|$ が奇数で $L/\pi L$が直既約ならば，$\Theta$ の tree class

は $A_{\infty}$ である．

証明 もし $\Theta$ の tree classが $D_{\infty}$ ならば $|T(\Theta)$ : $D|$ (ここで $T(\Theta)$ $:=\{x\in N_{G}(D)|\Theta^{x}=$

$\Theta\})$ は偶数であることを示す．$G=N_{G}(D)$ としてよい．また注意 2から，$p\neq 2$ としてよ

い．$L$ は $\Theta\cong \mathbb{Z}D_{\infty}$ の end に位置しているので，$\Theta$ 内の walk

$L_{1}(=L)arrow$ $L_{2}arrow$ $L_{3}arrow$ . . . $arrow L_{t}arrow\cdots\cdots$

$\downarrow$

$\tilde{L}$

で $L_{i+1}$ が $m(L_{i})$ の直和因子となるものが取れる $(i=1,2, . . .$ $)$ . 階数を end から計算す

ると

$rank_{\mathcal{O}}L_{2i+1}\equiv\pm 2rank_{\mathcal{O}}L (mod p^{a-d})$

となり $(i=1,2, . . .$ $)$ , 今 $p\neq 2$ なので $p^{a-d}\Vert rank_{\mathcal{O}}L_{2i+1}$ , 即ち各 $L_{2i+1}$ は高さ $0$ で

Kn\"orr の定理より virually irreducibleである．よって，$D\underline{\triangleleft}G$ から $L\downarrow_{D}=\oplus_{g}S^{g}$ $(g$ は

$G$ の元のいくつかを渡る) となり，Kn\"orr の定理の系から

$\mathcal{A}(L)\downarrow_{D}=\oplus_{g}\mathcal{A}(S^{g})$

が成り立つ．従って

$L_{2}\downarrow D\cong\oplus_{g}m(S)^{g}$

が成り立つ．注意 3から $\Xi$ の troe class は $A_{\infty}^{\infty}$ なので，$\mathcal{A}(S)$ は，$L_{2}$ のある D-ソース $S_{2}$ と

ある $g\in G$ を用いて

$0arrow\Omega Sarrow S_{2}\oplus S_{2^{g}}arrow Sarrow 0$

と書ける．また同様に，$L_{2i+1}$ の D-ソースを $S_{2i+1}$ とおく と

$\mathcal{A}(L_{2i+1})1_{D}=\oplus_{g}\mathcal{A}(S_{2i+1^{g}})$
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が成り立つ $(i=1,2, \ldots)$ . 従って，$\Xi$ の中に
. $..-S_{i}^{g}-\cdots-S_{2}^{g}-S=S_{1}-S_{2}-\cdots-S_{i}-\cdots$ $(\exists g\in G)$

のような walk を取ることができる．また $\Theta$ は無限個の $\Omega$-orbits を持つ $(\{\Omega^{m}L_{i}\}_{m\in \mathbb{Z}}\neq$

$\{\Omega^{m}L_{j}\}_{m\in \mathbb{Z}}(i\neq j))$ から

$\{\Omega^{m}S_{i}\}_{m\in \mathbb{Z}}\neq\{\Omega^{m}S_{j}\}_{m\in \mathbb{Z}} (i\neq j)$

が言えるので，$\Xi$ も無限個の $\Omega$-orbits を持ち，特に $\Xi\cong \mathbb{Z}A_{\infty}^{\infty}$ と分かる．そして $g$ は $\Xi(\cong$

$\mathbb{Z}A_{\infty}^{\infty})$ の graph isomorphism を引き起こし，その位数は (Aut $(\Xi)$ において) 2である □
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