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必勝形が Steiner system となるゲームの構成法を与え，この構成法を用いてシャッフル
ラベリングの Steiner system $S(5,6,12)$ をゲームにょって特徴付ける．具体的には，シャッ
フルラベリングは唯一の最小ラベリングであることを紹介する．なお，本稿は投稿予定の論
文の予報である．

1 ヘキサッドゲーム

ヘキサッドゲームの原型であるマヤゲームについて述べた後，本研究の出発点となった，
Conway と Ryba によるヘキサッドゲームの必勝形全体が $S(5,6,12)$ になるという結果を
紹介する．

1. 1 マヤゲーム (佐藤-Welter ゲーム)

マヤゲームは 2人対戦のゲームである．ゲームの前に図 1のように非負整数で番号づけた
マス目を用意し，有限個のマス目に 1枚のコインを置いておく．ゲームの準備はこれで完了
である．ゲームのルールは，交互に 1枚のコインを左 (小さい番号) の空き地に移動し，先に
コインを動かせなくなった方が負けである．図 2にゲームの流れの例を示す．

図 1 2と 3にコインを置いたマヤゲーム

以下，$i_{1},$ $i_{2},$
$\cdots,$ $i_{k}$ のマス目にコインが置かれている局面を集合 $\{i_{1}, i_{2}, \ldots , i_{k}\}$ と同一視
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先手が
2を 1へ移動

後手が
3を 0へ移動し
後手の勝ち

図 2 ゲームの流れの例

する．図 3は {2,3} から始めたゲームの流れ全体を表した有向グラフである．このように
$V$ を局面全体の集合，$E\subset V\cross V$ を局面 $u$ から局面 $v$ に移ることができるとき $(u, v)\in E$

とすることで，ゲームをゲーム木と呼ばれる有向グラフ $(V, E)$ と同一視できる．

図 3 {2,3} から始めたマヤゲームのゲーム木

マヤゲームの場合，コインを左の空き地に移すルールから，ゲーム木は有向閉路を持たな
い．以下，本稿で扱うゲームは，ゲーム木の頂点数が有限で，有向閉路を持たないものとす
る．また，ゲーム $\Gamma=(V, E)$ の局面 $\alpha\in V$ に対して $\alpha$ の親集合を $P_{\Gamma}(\alpha)$ $:=\{\beta\in V|$

$(\beta, \alpha)\in E\},$ $\alpha$ の子集合を $C_{\Gamma}(\alpha)$ $:=\{\beta\in V|(\alpha, \beta)\in E\}$ で定義する．

ここで，ゲーム木を表した図 3に戻る．{2,3} から始めた場合，先手は {0,1} に移動でき

ない．さらに先手がどのような手を打っても，後手は {0,1} に移動できるため，必ず後手が
勝てることがわかる．このように，後手が (下手な手を打たなければ) 必ず勝てる局面をゲー

ムの必勝形と呼ぶ．図 3の場合，必勝形は {{0,1}, {2,3}} である．なお，2節で必勝形の求
め方を述べる．

170



1.2 ヘキサッドゲームと $S(5,6,12)$

ヘキサッドゲームはマヤゲームの局面を

$(\begin{array}{l}[12]6\end{array});=\{\{a_{1}, \ldots, a_{6}\}\in(\begin{array}{l}[12]6\end{array}) \sum_{i=1}^{6}a_{i}\leq 21\}$

に制限したゲームである．ここで，$[n]:=\{0,1, \ldots , n-1\}$ である．グラフの言葉でいうと，
$(_{6}^{[12]})_{\leq 21}$ への誘導部分グラフである．例えば，$\{0,1,2,3,4,11\}$ は和が 21のため移動できる
が，{0,1,2,3,4,10} は和が $2O$ のため移動できない．ヘキサッドゲームは，和が 21となる局
面を作った方が勝ちのため，mathematical blackjack とも呼ばれている．
このゲームが面白いのは次の性質を持つからである [1]:

定理 1.1 (Conway, Ryba). ヘキサッドゲームの必勝形全体はシャッフルラベリングの
$S(5,6,12)$ になる．

ここでシャッフルラベリングの $S(5,6,12)$ とは次の反転 $\sigma$ と Mongean シャッフル $\tau$

が生成する Mathieu 群 $M_{12}$ にょる $\{0,1,2,3,4,11\}$ の軌道が作る $S(5,6,12)$ である:

$\sigma=(\begin{array}{llllllllllll}0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1111 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0\end{array}),$

$\tau=(\begin{array}{llllllllllll}0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1111 9 7 5 3 1 0 2 4 6 8 10\end{array}).$

なお，この 2つの置換はリフルシャッフルと呼ばれるカードのシャッフルから自然に得られ
る．2つの置換が $M_{12}$ を生成することを含め，一般の枚数の場合にシャッフルが生成する群
の構造が [3] で決定されている．また，定理 1.2は当初，計算機にょって示されたが，計算機
に依らない証明が [5] で与えられている．ところで，シャッフルラベリングにはブロックの
和の分布が図 4に示す特徴的な形を持っという面白い性質もある [2].

さて，話をゲームに戻す．ヘキサッドゲームの必勝形全体は $S(5,6,12)$ になるのだが，ヘ
キサッドゲームの他に必勝形全体が Steiner system となるゲームは存在するのだろうか．
この問の答えは「存在する」である．次節でこれを紹介する．

2 デザインからゲーム

本節では必勝形のエネルギーにょる求め方を紹介した後，必勝形全体が Steiner system
となるゲームの構成法とシャッフルラベリングの特徴付けを述べる．
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図 4 シャツフルラベリングのブロツクの和の分布．和 21と 45のブロツクはそれそれ
11個ずつある．

2.1 エネルギーと必勝形

ゲームの必勝形は次のエネルギーを使って表すことができる．

定義 2.1. 非負整数から成る有限集合 $B\subset \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して，$B$ の最小除外数 mex$(B)$ を

$\min\{n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|n\not\in B\}$ と定義する．このときゲーム $\Gamma$ の局面 $\alpha$ に対して $\alpha$ のエネルギー

または Sprague-Grundy 数 $E(\alpha)$ を再帰的に mex$(\{E(\beta)|\beta\in C_{\Gamma}(\alpha)\})$ と定義する．

上の定義において，ゲーム木が閉路を持たないことから必ず $C_{\Gamma}(\alpha)=\emptyset$ となる局面があ

り，これらのエネルギーは mex$(\emptyset)=0$ と定まり，そこから順にエネルギー 1, 2, . . . となる

ものが定まっていく仕組みになっている．

このとき次が成立する [4,8]:

定理 2.2 (Sprague, Grundy). ゲームの必勝形全体は，エネルギーが $0$ の局面全体に一致

する．

なお，エネルギーは再帰的に定義されているが，再帰的な計算をせずにエネルギーを求め
られるゲームもある．マヤゲームはその例であり，エネルギーを求める式が [7,9] で得られ

ている．また，より強い結果が [6] で得られている．
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2.2 ゲームの構成法

$D=([v], \mathcal{B})$ を $S(t, k, v),$ $\Gamma=(V, E)$ をマヤゲームの局面を $(_{k}^{[v]})$ に制限したゲームとし

よう．このとき必勝形全体が $\mathcal{B}$ となるゲームを次で構成できる:

命題 2.3. $L(D):= \bigcup_{\beta\in \mathcal{B}}P_{\Gamma}(\beta)\cup \mathcal{B}$ とおく．このとき，$\Gamma$ を $L(\mathcal{D})$ に制限したゲームの必

勝形全体は $\mathcal{B}$ になる．さらに，$L_{D}$ はこの性質を持つ集合の中で最大のものである．すなわ
ち，$\Gamma$ を $L$ に制限したゲームの必勝形全体が $\mathcal{B}$ のとき $L$ は $L_{D}$ に含まれる．

以下，$\Gamma$ を $L(D)$ に制限したゲームを $D$ が生成するゲームと呼ぶ．ここで，上の構成法は
マヤゲームに限らず，また $S(t, k, v)$ に限らず，任意の独立集合に対して，この独立集合を必
勝形とするゲームで最大のものの構成に使うことができる．

さて，一般に同形なデザインであっても，生成するゲームの大きさは異なり，その大きさを

求めることは難しい．しかし，$D$ が $S(1,2,2v)$ のときについては，次のように生成するゲー
ムの大きさ $|L(D)|$ を転倒数によって記述できる:

命題 2.4. $D=([2v], \mathcal{B})$ を $S(1,2,2v)$ とする．$\mathcal{B}=\{\{a_{1}, b_{1}\}, \ldots, \{a_{v}, b_{v}\}\}$ とし，$\sigma$ を置

換 $(a_{1}b_{1})\cdots(a_{v}b$のとするとき，ゲームの大きさは次になる:

$|L(D)|= \frac{inv(\sigma)-v}{2}.$

ここで inv $(\sigma)$ は $\sigma$ の転倒数を表す．

2.3 主結果

上の構成法を $S(5,6,12)$ の場合に用いて，計算機によって次の結果を得た :

定理 $2.5.5040(=[S_{12}:M_{12}])$ 個の $S(5,6,12)$ が生成するゲームの大きさ $|L_{D}|$ は 905か

ら 916となり，その分布は次となる:

大きさ 905 906 907 908 909 910
$D$ の数 1 10 42 150 351 650

大きさ 911 912 913 914 915 916
$D$ の数 1012 1237 939 532 115 1

さらに，905となるものはシャッフルラベリングであり，シャッフルラベリングが生成する
ゲームはヘキサッドゲームである．
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生成するゲームの大きさが最小となるものを最小ラベリング，最大となるものを最大ラベ
リングと呼ぶことにすると，上の定理から $S(5,6,12)$ の最小と最大ラベリングは唯一である

が，一般には最小と最大ラベリングは唯一とは限らない．しかし，場合分けを上手く行うこと
で次は証明できる:

定理 2.6. $t=1,3,5$ に対して，$S(t, t+1,2t+2)$ の最小と最大ラベリングは唯一である．

実は，局面をより細かく分割すると唯一となる $S(5,6,12)$ のラベリングは最小と最大ラベ

リング以外にも存在することが分かっている．具体的には，

$a_{i}:=|\{\alpha\in(\begin{array}{l}[12]6\end{array})\backslash \mathcal{B}|\#(C_{\Gamma}(\alpha)\cap \mathcal{B})=i\}|$

とおくと，次が分かる:
$a_{0}=a_{6}, a_{1}=a_{5}, a_{2}=a_{4},$

$\sum_{i=1}^{6}a_{i}=792, \sum_{i=1}^{6}i(i-1)a_{i}=5940.$

ここから，$a_{1},$ $a_{2}$ を決めると他の $a_{i}$ が決まることになる．ゲームの大きさは $924-a_{0}$ であ

り，$a_{0}$ と $a_{1}$ を見ることでラベリングをより細かく分類できる．特に，$a_{0}$ を固定したとき，

$a_{0}$ が偶数ならば $a_{1}$ が最大となるラベリングは唯一であることが分かつている．

また，$k=t+1$ の場合はマヤゲームのルールのままで，$k>t+1$ の場合はルールを少

し変更することで，エネルギー $e$ となる局面の個数は $|\mathcal{B}|$ 以下になり，特に $|\mathcal{B}|$ に一致する

ときは，エネルギー $e$ 全体も Steiner system になる．例えば，$S(5,6,12)$ の場合，19個の
ラベリングでエネルギー 1も $S(5,6,12)$ になっている．さらに，上に挙げた以外の Steiner

system において，ゲームの大きさの分布が特徴的なものになることも分かつてきており，研
究を進めている．
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