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導分の概念を一般化した一般導分をさらに一般化して，両側加群の間の一般導分を [5]
で提案した．そして，分離環拡大との関連を調べた．本稿では分離環拡大を両側加群の一
般導分によって特徴付ける．また，多元環の微分加群を両側加群の関手に拡張し，その性
質を調べる．

本稿で扱う環はすべて単位元を有し，環上の加群はすべて単位元が恒等的に作用する
ものとする．常に $R$ は可換環を表し，$K,$ $L$ は $R$ 多元環を表す．$A$ は $K$ 環で $B$ は $L$ 環

を表す．即ち，$R$ 多元環の準同型写像 $Karrow A$ と $Larrow B$ で単位元を単位元に移すもの

が与えられたとするのである．また，左 $A$加群の圏を $AM$ で表し，$(A, B)$両側加群で左
右からの $R$ の作用が等しいもの全体のなす圏を $AM_{B}$ で表す．$M,$ $N\in M$ に対して，
$M$ から $N$ への $(A, B)$ 準同型写像の全体を ${}_{A}Hom_{B}(M, N)$ で表す．

1. 両側加群の一般導分

$M\in AM_{A}$ とする．$(K, K)$ 準同型写像 $f$ : $Aarrow M$ で

$f(xy)=f(x)y+xf(y) (x, y\in A)$

を満たすものを $K$導分という．導分は微分演算子とも呼ばれ，古くから研究されてきた．
20世紀の終盤になって，導分の一般化が Bre\v{s}ar [2], Leger . Luks $[6|$ , Nakajima [8] に

よって提案された．それらは単位元を有する多元環に対してはすべて同じ概念である ([5,
Theorem 6] $)$ . $(K, K)$ 準同型写像 $f$ : $Aarrow M$ で

$f(xy)=f(x)y+xf(y)-xf(1)y (x, y\in A)$

を満たすものが，$K$一般導分である．この関係式は

$f(xyz)=f(xy)z+xf(yz)-xf(y)z (x, y, z\in A)$

と同値である．筆者はこの第二の関係式に着目することによって，両側加群の間の一般導
分の概念を提案した．

定義 1.1 ([5]). $M,$ $N\in AM_{B}$ とする．$(K, L)$ 準同型写像 $f:Marrow N$ で

$f(amb)=f(am)b+af(mb)-af(m)b (a\in A, m\in M, b\in B)$

を満たすものを $(K, L)$ 一般導分という．$M$ から $N$ への $(K, L)$ 一般導分の全体がなす集
合を $A/KGDer_{B/L}(M, N)$ で表す．

1本論文は投稿予定の論文の予報である．
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再び $M\in AM_{A}$ とする．$M$ の元 $m$が定める内部導分とは，$R$導分

$A\ni x\mapsto xm-mx\in M$

のことである．この概念も一般化されており，$M$ の元 $m,$ $n$ にょって定まる $R$一般導分

$A\ni x\mapsto xm+nx\in M$

は一般内部導分と呼ばれている．本稿では，両側加群の間の一般内部導分を提案する．

定義 1.2. 各 $M,$ $N\in AM_{B}$ に対して，

$A/KGInn_{B/L}(M, N)={}_{A}Hom_{L}(M, N)+{}_{K}Hom_{B}(M, N)$

とおく．$A/KGInn_{B/L}(M, N)$ の元を $(K, L)$ 一般内部導分という．

[5] でも一般内部導分を扱ったのだが，そこでは一般内部導分という呼称を用いていな
い．明らかに，$A/KGDer_{L}/B$ は関手 ${}_{K}Hom_{L}(-, -)$ : $AM_{B}arrow RM$ の部分関手となり，
$A/KGInn_{B}/L$ は $A/KGDer_{B}/L$ の部分関手となる．

例 1.3. $A=\{(\begin{array}{lll}x y z0 x w0 0 x\end{array})|x,$ $y,$ $z,$ $w\in R\},$ $B=\{(\begin{array}{lll}x y z0 x 00 0 x\end{array})|x,$ $y,$ $z\in R\}$ の

とき，写像 $f$ : $A\ni(\begin{array}{lll}x y z0 x w0 0 x\end{array})\mapsto(\begin{array}{lll}x 0 00 x 00 0 x\end{array})\in A$ は $A/RGDer_{B/R}(A, A)$ に属するが，

$A/RGInn_{B/R}(A, A)$ には属さない．

2. 普遍一般導分

両側加群の一般導分について普遍的なものが [5] において示されている．ここでは，そ
れとは異なった構成方法を紹介する．
各 $M\in AM_{B}$ に対して，$(K, L)$ 準同型写像

$E_{M}:A\otimes_{K}M\otimes_{L}Barrow A\otimes_{K}M\otimes_{L}B$

を $E_{M}(a\otimes m\otimes b)=a\otimes m\otimes b-1\otimes am\otimes b-a\otimes mb\otimes 1+1\otimes amb\otimes 1$ によって定め，
その余核を

$\pi_{M}:A\otimes_{K}M\otimes_{L}Barrow \mathcal{U}(M)$

とする．$E_{M}$ の像は $A\otimes_{K}M\otimes_{L}B$ の $(A, B)$ 部分加群であるから，関手
$\mathcal{U}:_{A}M_{B}arrow AM_{B}$

を得る．また，$\pi_{M}$ は $(A, B)$ 準同型写像である．$(K, L)$ 準同型写像

$\eta_{M}$ : $M\ni m\mapsto 1\otimes m\otimes 1\in A\otimes_{K}M\otimes_{L}B$

を用いて

$v_{M}=\pi_{M}\eta_{M}:Marrow \mathcal{U}(M)$

とおく．このとき，次の定理が成り立っ．
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定理 2.1. 各 $M,$ $N\in M$ に対して，$R$線形写像

${}_{A}Hom_{B}(\mathcal{U}(M), N)\ni\varphi\mapsto\varphi v_{M}\in A/KGDer_{B/L}(M, N)$

は自然同型である．

ところで，[5, Corollary 14] では，ある $\mathcal{J}\in AM_{B}$ を用いて，$M,$ $N\in AM_{B}$ に関す
る自然同型

${}_{A}Hom_{B}(\mathcal{J}\otimes_{A\otimes_{R}B^{op}}M, N)\simeq A/K$ GDer$B/L(M, N)$

が得られているから，自然同型

$\mathcal{U}(M)\simeq \mathcal{U}(A\otimes_{R}B)\otimes_{A\otimes_{R}B^{\circ p}}M$

が導かれ，

${}_{A}Hom_{B}(\mathcal{U}(M), N)\simeq {}_{A}Hom_{B}(\mathcal{U}(A\otimes_{R}B)_{A\otimes_{R}B^{op}}M, N)$

$\simeq {}_{A}Hom_{B}(M,{}_{A}Hom_{B}(\mathcal{U}(A\otimes_{R}B), N))$

$\simeq {}_{A}Hom_{B}(M, A/KGDer_{B/L}(A\otimes_{R}B, N))$

が成り立つ．よって，次の結果を得る．

定理 2.2. 関手 $\mathcal{U}$ は関手 $A/KGDer_{B/L}(A\otimes_{R}B, -):_{A}M_{B}arrow AM_{B}$ の左随伴関手である．

3. 分離環拡大の一般導分による特徴付け

Auslander Goldman [1] によって導入された分離多元環の概念は，Hirata Sugano
[4], Miyashita [7] によって環拡大にまで拡張された．写像 $A\otimes_{K}A\ni x\otimes y\mapsto xy\in A$ が

$(A, A)$ 準同型写像として分裂するとき，$K$環 $A$ は分離的であるという．$R$ 多元環が分離
的であるためにはすべての $R$ 導分が内部導分であることが必要十分である．この事実は
環拡大でも成り立つことが Elliger [3, Satz 4.2] で示された．筆者は両側加群の一般導分
について関連する結果を得た ([5, Theorems 16, 17, 18]). 次の定理はそれらを一般化する
ものである．

定理 3.1. $K$環 $A$ について，次の条件は同値である．
(1) $A$ は分離 $K$環である．

(2) 任意の $R$多元環 $L$ , 任意の $L$環 $B$ に対して $A/KGDer_{B}/L=A/KGInn_{B}/L$ である．
(3) 任意の $M\in AM_{A}$ に対して $A/KGDer_{A/K}(M, M)=A/KGInn_{A/K}(M, M)$ である．

4. 分離関手

分離環拡大と結び付きがある分離関手について考察する．関手 $F:Carrow \mathcal{D}$ が分離関手
であるとは，$X,$ $Y\in C$ に関する自然変換

$\Phi_{X,Y}$ : $Hom_{\mathcal{D}}(F(X), F(Y))arrow Hom_{C}(X, Y)$
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が存在して，すべての $f\in Hom_{C}(X, Y)$ に対して $\Phi_{X,Y}(F(f))=f$ が成り立っことであ
る ([9]). $K$環 $A$ が分離的であることと制限関手 $AMarrow KM$ が分離的であることとは同
値である ([9, Proposition 1.3]).
次の結果を得る．

定理 4.1. $A$ が分離 $K$環で $B$ が分離 $L$環ならば，関手 $A/KGDer_{B/L}(A\otimes_{R}B, -)$ および
関手 $\mathcal{U}$ は共に分離関手である．
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