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概要．最高ウェイトユニタリ表現という概念を半単純とは限らない実リー
群に対しても定義できるように拡張する．連結単連結な分裂型可解リー群
については，そのような表現は等質ジーゲル領域上の正則函数からなるヒ
ルベルト空間に実現され，完全に分類される．

序．

通常の意味でのリー群の最高ウェイトユニタリ表現は，半単純コンパクトリー群
またはエルミート型半単純リー群について定義されるもので，等質正則直線束の正
則切断の空間に自然に実現される．その分類は Enright-Howe-Wallach [2] および
Jakobsen [8] によって完成された．Lisiecki $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま複素幾何的な視点からコヒーレント．
ステート表現なるユニタリ表現のクラスを導入し，それが最高ウェイトユニタリ表
現の一般化になっていることを示す一方，ユニモジュラーなリー群のコヒーレント．
ステート表現を分類している ([13, 14]). Neeb [15, 16] は Lisiecki の考察した表現を
一般化最高ウェイト (generalized highest weight) 表現として定式化し，その複素半
群への解析接続を研究した．
我々は「コンパクトに埋め込まれたカルタン部分代数の存在」 という Neeb の要

請を外して一般化最高ウェイトユニタリ表現を考察する．この設定では，もはやカル
タン部分代数やルート系は現れず，一つの表現が無数の異なる ‘最高ウェイト’を持
つなど，これまでの研究には無い新しい現象が生じている一方，最高ウェイトユニタ
リ表現の複素幾何との密接なつながりは受け継がれている．基本問題は全ての一般
化最高ウェイトユニタリ表現を分類することであるが，現段階では未解決であり，本
稿では連結かつ単連結な分裂型可解リー群について，この問題の解答を与える．第 1
節で詳しい定義を与えた後，第 2節では正の全複素的分極環からの複素解析的誘導
表現のユニタリ化として一般化最高ウェイトユニタリ表現が実現されることを示す．
分裂型可解リー代数が正の全複素的分極環をもっならば，それは本質的に正規 $i$ 代
数から構成されるという藤原英徳の結果 [3, 4] を踏まえ，表現の分類は正規 $i$ 代数
の言葉を用いて記述される (第 3節). 第 4節では正規 $j$ 代数から定まる等質ジーゲ
ル領域上の正則函数からなる再生核ヒルベルト空間に一般化最高ウェイト表現を実
現する．紙数の関係で概要の説明にとどまったが，実はジーゲル領域上の函数空間に
実現できるという点が，表現のユニタリ化可能性の判定において決定的な役割を果
たしているのである．
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\S 1. 一般化最高ウエイトユニタリ表現．
実リー代数 $\mathfrak{g}$ の複素化を $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ で表す．複素 1リー部分代数 $\mathfrak{p}\subset \mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ で $\mathfrak{p}+\overline{\mathfrak{p}}=\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ (た

だし $\overline{\mathfrak{p}}:=\{\overline{Z};Z\in \mathfrak{p}\})$ を満たすものを一般化放物型部分代数とよぶ．この $\mathfrak{p}$ に関
して $\mathfrak{g}\mathbb{C}$-加群 $V$ が一般化最高ウェイト (generalized highest weight, 以下 GHW と略
す $)$ 加群であるとは，次の二条件を満たす $v_{0}\in V$ が存在することをいう:
(Vl) $\mathfrak{p}\cdot v_{0}=\mathbb{C}v_{0},$

(V2) $U(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})\cdot v_{0}=V.$

このとき $\mathfrak{p}$ 上の $\mathbb{C}$-線型形式 $\lambda_{0}$ で $Z\cdot v_{0}=\lambda_{0}$ (Zo) $v_{0}(Z\in \mathfrak{p})$ となるものが定まるが，
この $\lambda_{0}$ を一般化最高ウェイト (GHW), $v_{0}$ を $\lambda_{0}$ に対応する GHW ベクトルとよぶ．

定義から $\lambda_{0}$ : $\mathfrak{p}arrow \mathbb{C}$ はリー代数の表現である．すなわち

$\lambda_{0}([Z_{1}, Z_{2}])=0 (Z_{1}, Z_{2}\in \mathfrak{p})$

が成り立つ．以上の概念は Jakobsen-Kac [9] によって $\mathfrak{g}$ がカッツムーディ代数の

場合に考察された．我々の用語法は Neeb [16] に従う．
以後 $\mathfrak{g}$

$|$ま有限次元連結実リー群 $G$ のリー代数とする．リー群 $G$ のユニタリ表現
$(\pi, \mathcal{H}_{\pi})$ が $\mathfrak{p}$ に関して GHW ユニタリ表現であるとは，$C^{\infty}$ ベクトルの空間 $\mathcal{H}_{\pi}^{\infty}$ の

稠密な $\mathfrak{g}_{C}$-部分空間 $V\subset \mathcal{H}_{\pi}^{\infty}$ で $\mathfrak{p}$ に関して GHW 加群となるものが存在すること

をいう．Neeb [16] はこの概念をコンパクトに埋め込まれたカルタン代数 $t\subset \mathfrak{g}$ (す

なわち $e^{adt}$ が Aut $(\mathfrak{g})$ の中でコンパクト) の存在の仮定のもとに論じたが，我々は
この仮定を要請しない．リー群 $G$ が半単純のとき，$\mathfrak{p}$ は適当なルート系から定まる

通常の意味の放物型部分代数であり，$(\pi, \mathcal{H}_{\pi})$ も Harish-Chandra ([5]) の意味の最高
ウェイトユニタリ表現であることが証明されている ([14,15]).
ここで GHW ユニタリ表現の例を挙げよう．上半平面 $\mathbb{H}$ を保存するアファイ

ン変換全体からなる群 $G=\{g_{b,a}:z\mapsto az+b;a>0, b\in \mathbb{R}\}$ を考える．群 $G$ は

$SL(2, \mathbb{R})$ の可解部分リー群 $\{(\begin{array}{ll}1 b0 1\end{array})(\begin{array}{ll}a^{1/2} 00 a^{-1/2}\end{array})\cdot a>0,$ $b\in \mathbb{R}\}$ として実現で

き，よって $G$ のリー代数 $\mathfrak{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $H=(\begin{array}{ll}1/2 00 -1/2\end{array})$ と $E=(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})$ で張られる 2次

元の線型リー代数と同型である．いま $\mathfrak{p}:=\mathbb{C}(H+iE)$ とおくと，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}=\mathfrak{p}\oplus\overline{\mathfrak{p}}$ だから
$\mathfrak{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $\mathfrak{g}$ の一般化放物型部分代数である．上半平面 $\mathbb{H}$ 上のルベーグ測度に関して二乗
可積分な正則函数からなるヒルベルト空間を $L_{hol}^{2}(\mathbb{H})$ と表し，群 $G$ のユニタリ表現
$(\pi, L_{hol}^{2}(\mathbb{H}))$ を

$\pi(g)f_{-}(z):=a^{-1}f(g^{-1}\cdot z) (f\in L_{hol}^{2}(\mathbb{H}), g=g_{b,a}\in G, z\in \mathbb{H})$

と定義する．さらに $s\in \mathbb{C}$ に対し $\mathbb{H}$ 上の正貝 $|J$函数 $f_{s}$ を $f_{s}(z)$ $:=( \frac{z+i}{2i})^{-(s+1)}(z\in \mathbb{H})$

と定めると，$f_{s}\in L_{hol}^{2}(\mathbb{H})$ となる必要十分条件は $\Re s>0$ で，このとき

介 $(H+iE)f_{s}=sf_{s}$
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が成り立ち，$f_{s}$ は $\mathfrak{p}$ に関する GHW ベクトルになっている．

このように一つのユニタリ表現が無数の GHW を持っことがあり得るという事実
は，通常の最高ウェイト理論との大きな違いである．

\S 2. 複素解析的誘導表現との関係．
リー群 $G$ の GHW ユニタリ表現 $(\pi, \mathcal{H}_{\pi})$ について GHW $\lambda_{0}$ : $\mathfrak{p}arrow \mathbb{C}$ と GHW ベ

クトル $v_{0}\in \mathcal{H}_{\pi}$ を一つ固定し，前節の記号を引き続き用いる．いま

$\mathfrak{p}_{0}:=\{Z\in \mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ ; 介 $(Z)v_{0}\in \mathbb{C}v_{0}\}$ (1 )

とおくと，鞠は $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の複素部分リー代数で $\mathfrak{p}\subset \mathfrak{p}_{0}$ である．線型形式 $\xi_{0}\in \mathfrak{g}^{*}$ を

$\xi_{0}(X):=\frac{1}{i}\frac{(\dot{\pi}(X)v_{0}|v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}}{\Vert v_{0}||_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}} (X\in \mathfrak{g})$ (2)

によって定める ( $\pi$ のユニタリ性から，$\xi_{0}$ は実数値であることに注意).

命題 1. 部分リー代数 $\overline{\mathfrak{p}}_{0}:=\{\overline{Z};Z\in \mathfrak{p}_{0}\}\subset \mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ は $\xi_{0}\in \mathfrak{g}^{*}$ における正の全複素的分
極環 (totally complex positive polarization) である．すなわち，次が成り立つ :
(Pl) $\mathfrak{p}_{0}+\overline{\mathfrak{p}}_{0}=\mathfrak{g}_{\mathbb{C}},$

(P2) $\xi_{0}([\overline{\mathfrak{p}}_{0}, \overline{\mathfrak{p}}_{0}])=\{0\},$

(P3) 任意の $Z\in \mathfrak{p}_{0}$ について $i\xi_{0}([\overline{Z}, Z])\geq 0,$

(P4) $Z\in \mathfrak{p}_{0}$ について $i\xi_{0}([\overline{Z}, Z])=0\Leftrightarrow Z\in \mathfrak{p}_{0}\cap\overline{\mathfrak{p}}_{0}.$

証明．(Pl) は $\mathfrak{p}\subset$ 勘から従う．一方 (1) と (2) から

介 $(Z)v_{0}=i\xi_{0}(Z)v_{0}$ $(Z\in \mathfrak{p}_{0})$ . (3 )

これから (P2) が分かる．さらに (2) から

$i\xi_{0}([\overline{Z}, Z])\Vert v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}=(\dot{\pi}([\overline{Z}, Z])v_{0}|v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=($介 $(\overline{Z})\dot{\pi}(Z)v_{0}|v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}-(\dot{\pi}(Z)\dot{\pi}(\overline{Z})v_{0}|v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}$

$=-\Vert\dot{\pi}(Z)v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}+\Vert\dot{\pi}(\overline{Z})v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}.$

最後の等号は $\pi$ のユニタリ性による．ここで (3) と (2) から

$\dot{\pi}(Z)v_{0}=i\xi_{0}(Z)v_{0}=\frac{(\dot{\pi}(Z)v_{0}|v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}}{\Vert v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}}v_{0}=-\frac{(v_{0}|\dot{\pi}(\overline{Z})v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}}{||v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}}v_{0}.$

これらから

$i \xi_{0}([\overline{Z}, Z])\Vert v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}=-\frac{|(v_{0}|\dot{\pi}(\overline{Z})v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}|^{2}}{\Vert v_{0}||_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}}+\Vert\dot{\pi}(\overline{Z})v_{0}\Vert^{2}$

$= \frac{-|(v_{0}|\dot{\pi}(\overline{Z})v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}|^{2}+\Vert\dot{\pi}(\overline{Z})v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}\Vert v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}}{||v_{0}\Vert_{\mathcal{H}_{\pi}}^{2}}.$
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したがってコーシーシュヴアルツの不等式より (P3) が成り立っ．右辺が $O$ ならば
介 (Z) $(v_{0})$ と $V_{0}$ は線型従属だから (1) より $\overline{Z}\in \mathfrak{p}_{0}$ . すなわち (P4) も成り立っ．$\square$

部分リー群 $K_{0}\subset G$ を

$K_{0}:=\{g\in G;\pi(g)v_{0}\in \mathbb{C}v_{0}\}$ (4)

と定義すると，$K_{0}$ の 1次元ユニタリ表現 $\chi_{0};K_{0}arrow \mathbb{C}^{\cross}$ で $\pi(k)v_{0}=\chi_{0}(k)v_{0}(k\in$

$K_{0})$ となるものが定まる．(1) より $K_{0}$ のリー代数は $\mathfrak{p}_{0\cap \mathfrak{g}}$ と等しく，さらに (3) から
$\dot{\chi}_{0}=i\xi_{0}|_{\mathfrak{p}_{0}\cap \mathfrak{g}}$ が分かる．リー群 $G$ の左および右正則表現を，それぞれ $\mathcal{L},$ $\mathcal{R}$ と書く．す
なわち $G$ 上の函数 $\phi$ について $\mathcal{L}(g)\phi(a)$ $:=\phi(g^{-1}a),$ $\mathcal{R}(g)\phi(a)$ $:=\phi(ag)(a, g\in G)$

とする．函数空間

$C^{\infty}(G, \xi_{0}, \overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0}):=\{\phi\in C^{\infty}(G);\dot{\mathcal{R}}(Z)\phi=-i\xi_{0}(Z)\phi \mathcal{R}(k)\phi=\chi_{0}(k)^{-1}\phi (k\in K_{0})(Z\in\overline{\mathfrak{p}}_{0})\}$

上に左正則表現 $\mathcal{L}$ によって定まる $G$ の表現を，組 $(\xi_{0}, \overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0})$ から定まる複素解析
的誘導表現という ([1]). 以下のようにして GHW ユニタリ表現 $(\pi, \mathcal{H}_{\pi})$ は，複素解
析的誘導表現 $(\mathcal{L}, C^{\infty}(G, \xi_{0},\overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0}))$ の部分表現として実現されることが分かる : ベ
クトル $v\in \mathcal{H}_{\pi}$ に対して $G$ 上の函数 $f_{v}$ を $f_{v}(g)$ $:=(v|\pi(g)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}(g\in G)$ によって

定めると，$Z\in \mathfrak{p}_{0}$ について

$\dot{\mathcal{R}}(\overline{Z})f_{v}(g)=(v|\pi(g)\dot{\pi}(Z)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=(v|i\xi_{0}(Z)\pi(g)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=-i\xi_{0}(\overline{Z})f_{v}(g)$

であり，$k\in K_{0}$ について

$\mathcal{R}(k)f_{v}(g)=(v|\pi(g)\pi(k)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=(v|\chi_{0}(k)\pi(g)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=\chi_{0}(k)^{-1}f_{v}(g)$

だから，$f_{v}\in C^{\infty}(G, \xi_{0}, \overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0})$ である．GHW ベクトル $v_{0}$ が生成する部分空間 $V=$

$U(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})v_{0}\subset \mathcal{H}_{\pi}^{\infty}$ が稠密であることから，写像 $\Phi_{v_{0}}$ : $\mathcal{H}_{\pi}\ni v\mapsto f_{v}\in C^{\infty}(G, \xi_{0},\overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0})$

は単射である．しかも $a,$ $g\in G$ について

$f_{\pi(g)v}(a)=(\pi(g)v|\pi(a)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=(v|\pi(g^{-1}a)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=\mathcal{L}(g)f_{v}(a)$

だから，$\Phi_{v_{0}}$ は GHW ユニタリ表現 $(\pi, \mathcal{H}_{\pi})$ から複素解析的誘導表現 $(\mathcal{L}, C^{\infty}(G, \xi_{0},\overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0}))$

への絡作用素である．
作用素 $\Phi_{v_{0}}$ の像 $\mathcal{H}(G, \pi, v_{0})$ $:=\Phi_{v_{0}}(\mathcal{H}_{\pi})\subset C^{\infty}(G, \xi_{0}, \overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0})$ に，$\Phi_{v_{。}}$ : $\mathcal{H}_{\pi}arrow$

$\mathcal{H}(G, \pi, v_{0})$ がユニタリ同型になるようにヒルベルト空間の構造をいれる．すなわち
$f_{v},$ $f_{v’}\in \mathcal{H}(G, \pi, v_{0})$ $(v, v’\in \mathcal{H}_{\pi})$ に対し，$(f_{v}|f_{v’})_{\mathcal{H}(G,\pi,v_{0})}:=(v|v’)_{\mathcal{H}_{\pi}}$ と内積を定め
る．このとき $(\mathcal{L}, \mathcal{H}(G, \pi, v_{0}))$ は $\pi$ と同型なユニタリ表現である．さらに，ヒルベル
ト空間 $\mathcal{H}(G, \pi, v_{0})$ は再生核をもつ．すなわち $\mathcal{K}_{v_{0}}$ : $G\cross Garrow \mathbb{C}$ を $\mathcal{K}_{v_{0}}(g_{1},g_{2})$ $:=$
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$(\pi(g_{2})v_{0}|\pi(g_{1})v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}$ $(g_{1}, g_{2}\in G)$ によって定めると，$g\in G$ について $\mathcal{K}_{v_{0}}(\cdot, g)=$

$f_{\pi(g)v_{0}}\in \mathcal{H}(G, \pi, v_{0})$ であり，任意の $f_{v}\in \mathcal{H}(G, \pi, v_{0})$ について

$f_{v}(g)=(v|\pi(g)v_{0})_{\mathcal{H}_{\pi}}=(f_{v}|f_{\pi(g)v_{0}})_{\mathcal{H}(G,\pi,v_{0})}=(f_{v}|\mathcal{K}_{v_{0}}(\cdot, g))_{\mathcal{H}(G,\pi,v_{0})}$

である．一般に，函数空間に実現されるリー群の表現がユニタリ化可能であるとは，再
生核ヒルベルト空間の構造をもつ不変部分空間で，その上の部分表現がユニタリにな
るものが存在することをいう．上の議論から複素解析的誘導表現 $(\mathcal{L}, C^{\infty}(G, \xi_{0}, \overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0}))$

はユニタリ化可能で，そのユニタリ化として $\pi$ と同型な表現 $(\mathcal{L}, \mathcal{H}(G, \pi, v_{0}))$ が得

られたことになる．函数空間 $C^{\infty}(G, \xi_{0}, \overline{\mathfrak{p}}_{0}, \chi_{0})$ は或る等質正則直線束の切断の空間
とみなせる ([19]) ので，そのユニタリ化は，存在すれば一意に定まる ([10]). したがっ
て GHW ユニタリ表現 $\pi$ は既約である．

この節の議論を逆に辿り，$\xi\in \mathfrak{g}^{*}$ の正の全複素的分極環 $q\subset \mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の複素解析的誘
導表現から出発して，そのユニタリ化が (もし存在すれば) 一般化放物型部分代数 $\overline{q}$

に関する $i\xi|_{\overline{q}}$ を GHW とする GHW ユニタリ表現であることを示すこともできる．
通常は，適当な不変測度に関する二乗可積分な函数の空間をもってユニタリ化とす
るのであるが ([1,11]), そのような空間が {0} であっても，ユニタリ化を与える別の
再生核ヒルベルト空間が存在する場合があることが重要なポイントである．

\S 3. 分裂型可解リー群の場合．

以後，連結かっ単連結な分裂型可解リー群の GHW ユニタリ表現を論じる．考察
の基礎となるのは，有界等質領域上の等質ケーラー構造に由来する代数構造の入っ
た，正規 $i$ 代数とよばれる可解リー代数である．この節の内容は Piatetskii-Shapiro
[17] および Rossi-Vergne [18] による．
分裂型可解リー代数 $\mathfrak{b}$ と $i^{2}=-$ id $\mathfrak{b}$ となる線型写像 $i$ : $\mathfrak{b}arrow \mathfrak{b}$ および線型形式

$\omega\in \mathfrak{b}^{*}$ の三つ組 $(b,j, \omega)$ は次の条件を満たすとき正規 $i$ 代数とよばれる :
(Jl) $[Y_{1}, Y_{2}]+j[jY_{1}, Y_{2}]+j[Y_{1},jY_{2}]-[Y_{1}, Y_{2}]=0$ $(\forall Y_{1}, Y_{2}\in \mathfrak{b})$ ,
(J2) 双線型形式 $(Y_{1}|Y_{2})_{\omega}:=\omega([Y_{1},jY_{2}])(Y_{1}, Y_{2}\in \mathfrak{b})$ が $\mathfrak{b}$ 上の $j$-不変な内積を定め
る．

ここで $\mathfrak{p}:=\{Y-ijY;Y\in \mathfrak{b}\}\subset \mathfrak{b}_{\mathbb{C}}$ とおくと $\mathfrak{b}_{\mathbb{C}}=\mathfrak{p}\oplus\overline{\mathfrak{p}}$ であり，条件 (Jl), (J2)
は $\overline{\mathfrak{p}}$ が $\omega$ における正の全複素的分極環であることと同値である．
内積 $(\cdot|\cdot)_{\omega}$ に関する $[\mathfrak{b}, \mathfrak{b}]\subset \mathfrak{b}$ の直交補空間を $\mathfrak{a}$ とすると，$\mathfrak{a}$ は $\mathfrak{b}$ の可換なカル
タン部分代数になり，$r:=\dim \mathfrak{a}$ は $\mathfrak{b}$ の階数と呼ばれる．線型形式 $\alpha\in \mathfrak{a}^{*}$ について
$\mathfrak{b}_{\alpha}:=\{Y\in \mathfrak{b};[C, Y]=\alpha(C)Y(C\in \mathfrak{a})\}$ とおく．

定理 2(Piatetskii-Shapiro [17]). (i) 次の分解が成り立っような $\mathfrak{a}^{*}$ の基底 $\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{r}\}$

33



が存在する: $\mathfrak{b}=\mathfrak{b}(1)\oplus \mathfrak{b}(1/2)\oplus \mathfrak{b}(0)$ , ただし

$\mathfrak{b}(1):=\sum_{k=1}^{r}\oplus \mathfrak{b}_{\alpha_{k}}\oplus\sum_{1\leq k<m\leq r}\mathfrak{b}_{(\alpha_{m}+\alpha_{k})/2}\oplus, \mathfrak{b}(1/2):=\sum_{k=1}^{\oplus}\mathfrak{b}_{\alpha_{k}/2}r,$

$\mathfrak{b}(0):=\mathfrak{a}\oplus\sum_{1\leq k<m\leq r}^{\oplus}\mathfrak{b}_{(\alpha_{m}-\alpha_{k})/2}.$

さらに $\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{r}\}$ の双対基底を $\{A_{1}, \ldots, A_{r}\}\subset \mathfrak{a}$ とし，$E_{k}:=-jA_{k}$ とすると
$\mathfrak{b}_{\alpha_{k}}=\mathbb{R}E_{k}.$

(ii) $[\mathfrak{b}(p), \mathfrak{b}(q)]\subset \mathfrak{b}(p+q)$ $(p, q=0,1/2,1)$ , ただし $p>1$ のときは $\mathfrak{b}(P)$ $:=\{0\}.$

(iii) $j\mathfrak{b}_{(\alpha_{m}-\alpha_{k})/2}=\mathfrak{b}_{(\alpha_{m}+\alpha_{k})/2}(1\leq k<m\leq r)t)^{1}$つ $j\mathfrak{b}_{\alpha_{k/2}}=\mathfrak{b}_{\alpha_{k/2}}(k=1, \ldots, r)$ .

前述のように $\overline{\mathfrak{p}}=\{Y+ijY;Y\in \mathfrak{b}\}$ は $\omega\in \mathfrak{b}^{*}$ における正の全複素的分極環

である．さらに $\mathbb{R}A_{r}\subset \mathfrak{b}$ の直交補空間を $\mathfrak{b}’$ とし，$\mathfrak{p}’:=\mathbb{C}E_{r}\oplus(\mathfrak{b}_{\mathbb{C}}’\cap \mathfrak{p})$ および

$\omega’:=\omega|_{\mathfrak{b}’}\in(\mathfrak{b}’)^{*}$ とおくと，$\overline{\mathfrak{p}’}$ は $\omega’$ における正の全複素的分極環である．次の定理
は藤原 [3,4] の結果から従う．

定理 3. 連結かつ単連結な分裂型可解リー群が，GHW ユニタリ表現 $\pi$ で $Ker\pi$ が

離散的なものを許容するとき，そのリー代数，一般化放物型部分代数および GHW の

組は，正規 $i$ 代数から上述のようにして構成された $(\mathfrak{b}, \mathfrak{p}, i\omega|_{\mathfrak{p}})$ または $(\mathfrak{b}’, \mathfrak{p}’, i\omega’|_{\mathfrak{p}^{l}})$

のいずれかに等しい．

可解リー代数 $\mathfrak{b}$ に対応する連結かつ単連結な可解リー群を $B$ とする．正規 $j$ 代数

の構造データを用いて，$B$ の GHW ユニタリ表現の存在条件を記述しよう．定理 2
より，任意の $Y\in \mathfrak{b}$ は

$Y= \sum_{k=1}^{r}(c_{k}A_{k}+x_{kk}E_{k})+Y_{0} (c_{k}, x_{kk}\in \mathbb{R}, Y_{0}\in(\mathfrak{a}\oplus j\mathfrak{a})^{\perp})$

と分解される．このとき $\beta_{k}:=-\omega(A_{k}),$ $\gamma_{k}:=-\omega(E_{k}),$ $(k=1, \ldots, r)$ とおくと

$\omega(Y)=-\sum_{k=1}^{r}(\beta_{k}c_{k}+\gamma_{k}x_{kk})$ となり，一方 $[E_{k},jE_{k}]=-[A_{k}, E_{k}]=-E_{k}$ だから

$\gamma_{k}=\omega([E_{k},jE_{k}])>0(k=1, \ldots, r)$ である．パラメータ $\epsilon=(\epsilon_{1}, \ldots, \epsilon_{r})\in\{0,1\}^{r}$

で $\epsilon_{r}=1$ となるものに対し，$q_{k}(\epsilon)$ $:= \sum_{m>k}\epsilon_{m}\dim \mathfrak{g}_{(\alpha_{m}-\alpha_{k})/2}(k=1, \ldots, r)$ とおき，

$\mathcal{X}(\epsilon);=\{s\in \mathbb{R}^{r};s_{k}>q_{k}(\epsilon)/4 (if \epsilon_{k}=1), s_{k}=q_{k}(\epsilon)/4 (if \epsilon_{k}=0)\}$ ,

$\mathcal{X}:=\sqcup_{\epsilon}\mathcal{X}(\epsilon)$

と定める．

定理 4. 一般化放物型部分代数 $\mathfrak{p}$ に関して $i\omega|_{p}$ を GHW とする $B$ の GHW ユニタ

リ表現 $\pi_{\omega}$ が存在する必要十分条件は $\gamma:=(\gamma_{1}, \ldots, \gamma_{r})$ が $\mathcal{X}$ に属することである．
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続いて GHW ユニタリ表現の分類について述べる．

定理 5. (i) 定理 4の $\gamma$ が $\mathcal{X}(\epsilon)$ に属するとき，$\omega_{\epsilon}\in \mathfrak{b}^{*}$ を $\omega_{\epsilon}(Y)$ $:=- \sum_{k=1}^{r}(\beta_{k^{C}k}+$

$\epsilon_{k}\gamma_{k}x_{kk})$ によって定義すると，GHW ユニタリ表現 $\pi_{\omega}$ は軌道の方法 (Kirillov-Bernat
対応) により余随伴軌道 $Ad^{*}(B)\omega_{\epsilon}\subset \mathfrak{b}^{*}$ に対応する．
(ii) $\pi_{\omega}$ と $\pi_{\overline{\omega}}$ が同値である必要十分条件は，$\omega,\tilde{\omega}$ に対応する $\gamma,\tilde{\gamma}$ が同一の $\mathcal{X}(\epsilon)$ に

属し，かつ $\epsilon_{k}=0$ のときは魚 $=\tilde{\beta}_{k}$ となることである．

定理 4と定理 5 (i) は $B$ , や，$\omega$ の代わりに $B’:=\exp \mathfrak{b}’,$ $\mathfrak{p}’,$
$\omega’$ に置き換えても成り

立つが，定理 5(ii) では，条件に $\gamma_{r}=\tilde{\gamma}_{r}$ を加える必要がある．
実シンプレクティック リー代数 $\mathfrak{s}\mathfrak{p}(2r, \mathbb{R})$ の次のような部分代数 $\mathfrak{b}_{r}$ (いわゆる

$AN$-部分) が，正規 $i$ 代数の典型例である．すなわち $r$ 次の下三角行列全体のなす
リー代数を $\mathfrak{h}_{r}$ , 実対称行列全体のなすベクトル空間を Sym $(r, \mathbb{R})$ としたとき

$\mathfrak{b}_{r}:=\{Y=(\begin{array}{ll}T X0 -tT\end{array});T=(t_{ij})\in \mathfrak{h}_{r}, X=(x_{ij})\in Sym(r, \mathbb{R})\}$

と定義する (特に断らない限り $Y\in \mathfrak{b}_{r}$ について $T$ と $X$ は上の通りとする) 対称
行列 $Z=(z_{ij})\in$ Sym $(r, \mathbb{C})$ に対し，下三角行列 $Z\vee$ を

$(\vee Z)_{ij}:=\{\begin{array}{ll}z_{ij} (i>j)z_{ii}/2 (i=j)0 (i<j)\end{array}$

によって定め，線型写像 $i$ : $\mathfrak{b}_{r}arrow \mathfrak{b}_{r}$ を

$jY:=(\begin{array}{ll}x_{\vee} -(T+tT)0 -t(x_{\vee})\end{array})$ $(Y=(\begin{array}{ll}T X0 -tT\end{array})\in$ 叫 $)$

と定義すると，対応する正の全複素的分極環 $\mathfrak{p}_{r}:=\{Y-ijY;Y\in \mathfrak{b}_{r}\}$ は

$\{(\begin{array}{ll}Z\vee iZ0 -t(Z)\end{array});Z\in Sym(r, \mathbb{C})\}\subset \mathfrak{s}\mathfrak{p}(2r, \mathbb{C})$

と表される．さらに $\beta=(\beta_{1}, \ldots, \beta_{r})\in \mathbb{R}^{r}$ と $\gamma=(\gamma_{1}, \ldots, \gamma_{r})\in \mathbb{R}_{>0}^{r}$ について
$\omega=\omega_{\beta,\gamma}\in b_{r}^{*}$ を

$\omega_{\beta,\gamma}(Y) :=-\sum_{k=1}^{r}(2\beta_{k}t_{kk}+\gamma_{k}x_{kk}) (Y=(\begin{array}{ll}T X0 -tT\end{array}) \in \mathfrak{b}_{r})$
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と定義すると，$(\mathfrak{b}_{r}, j, \omega_{\beta,\gamma})$ は正規 $i$ 代数である．このとき $\mathfrak{b}$。のカルタン部分代数は
$\mathfrak{a}=\sum_{1\leq k\leq r^{\mathbb{R}A_{k}}}^{\oplus}$

$($ただし $A_{k}:=(E_{kk}-E_{r+k,r+k})/2)$ で与えられ，$\mathfrak{b}$。のルート部分
空間は

$\mathfrak{b}_{\alpha}=\mathbb{R}E_{k,r+k}k, \mathfrak{b}_{\alpha}k/2=\{0\},$

$\mathfrak{b}_{(\alpha_{m}+\alpha_{k})/2}=\mathbb{R}(E_{m,r+k}+E_{k,r+m})$ , $\mathfrak{b}_{(\alpha_{m}-\alpha_{k})/2}=\mathbb{R}(E_{m,r+k}+E_{k,r+m})$

となる．これから $\mathfrak{b}_{r}’=\{Y\in \mathfrak{b}_{r};t_{rr}=0\}$ である．

一般化放物型部分代数 $\mathfrak{p}_{r}$ に関して GHW が

$i \omega_{\beta,\gamma}:\mathfrak{p}_{r}\ni(\begin{array}{ll}Z\vee iZ0 -t(- Z)\end{array}) \mapsto\sum_{k=1}^{r}(\gamma_{k}-i\beta_{k})z_{kk}\in \mathbb{C}$ $(Z=(z_{ij})\in Sym(r, \mathbb{C}))$

であるような，可解リー群 $B_{r}=\exp \mathfrak{b}_{r}$ の GHW ユニタリ表現 $\pi_{\omega_{\beta,\gamma}}$ の存在条件お

よび分類が，それぞれ定理 4と定理 5で与えられたことになる．なお $r=1$ の場合

が，第 1節の最後で述べた例に他ならない．

\S 4. GHW ユニタリ表現の実現．

正規 $j$ 代数 $(\mathfrak{b},j, \omega)$ についての前節の記号を引き続き用いる．まず可解リー群
$B=\exp \mathfrak{b}$ を次のように構成されるジーゲル領域 $D$ のアファイン変換群として実
現しよう．定理 2(ii) より部分群 $B(O)$ $:=\exp \mathfrak{b}(0)$ は $\mathfrak{b}(1)$ に随伴表現によって作

用する．点 $E:=E_{1}+\cdots+E_{r}\in \mathfrak{b}(1)$ を通る $B(0)$ -軌道 $\Omega:=$ Ad$(B(O))E$ は直線

を含まない開凸錐であり，$B(O)$ は単純推移的に作用している．一方，定理 2 (iii) よ

り $j$ は $\mathfrak{b}(1/2)$ 上の複素構造を定める．複素ベクトル空間 $(\mathfrak{b}(1/2),j)$ 上の $\mathfrak{b}(1)_{\mathbb{C}^{-}}$

値エルミート形式 $Q$ を $Q(u, u’):=([ju, u’]+i[u, u’])/4(u, u’\in \mathfrak{b}(1/2))$ . と定め

る．ジーゲル領域 $D$ とは $\mathfrak{b}(1)_{\mathbb{C}}\cross(\mathfrak{b}(1/2),j)$ の中の次のような複素領域である :
$D:=\{(z, u);\Im z-Q(u, u)\in\Omega\}$ . リー群 $B$ は $D$ に以下のようにして単純推移的

に作用している．

$\exp(x_{0}+u_{0})h_{0}\cdot(z, u)$

$:=(Ad(h_{0})z+x_{0}+2iQ(Ad(h_{0})u, u_{0})+iQ(u_{0}, u_{0}), Ad(h_{0})u+u_{0})$

$(x_{0}\in \mathfrak{b}(1), u_{0}\in \mathfrak{b}(1/2), h_{0}\in B(0), (z, u)\inD)$ .

とくに $p_{0}:=(iE, 0)\in D$ とすると微分同相 $B\ni b\mapsto\sim b\cdot p_{0}$ が得られるが，その微分写
像 $\mathfrak{b}\ni Y\mapsto Y\cdot p_{0}\in T_{p0}D=\mathfrak{b}(1)_{\mathbb{C}}\cross(\mathfrak{b}(1/2),j)$については $(jY)\cdot p_{0}=i(Y\cdot p_{0})$ が成

り立ち，よって $D$ 上の $B$-不変な反正則ベクトル場は $\overline{\mathfrak{p}}=\{Y+ijY;Y\in \mathfrak{b}\}$ と同一

視される．したがって $F\in C^{\infty}(D)$ について $\tilde{F}\in C^{\infty}(B)$ を $\tilde{F}(b)$ $:=F(b\cdot p_{0})(b\in B)$

と定めると，$F$ が正則函数であることと $\dot{\mathcal{R}}(Z)F=0$ $(\forall Z\in\overline{\mathfrak{p}})$ であることは同値

である．
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第 2節の議論から，ユニタリ表現 $\pi_{\omega}$ は函数空間

$C^{\infty}(B, \omega, \mathfrak{p});=\{\phi\in C^{\infty}(B);\dot{\mathcal{R}}(Z)\phi=-i\omega(Z)\phi (Z\in\overline{\mathfrak{p}})\}$

上の左正則表現 $\mathcal{L}$ のユニタリ化として得られる．群 $B$ の 1次元表現 $\chi_{\omega}$ : $Barrow \mathbb{C}^{\cross}$

を

$\chi_{\omega}(\exp C)=e^{-i\omega(C+ijC)}(C\in \mathfrak{a}) , \chi_{\omega}(\exp Y)=1(Y\in[\mathfrak{b}, \mathfrak{b}])$

によって定義すると，$\chi_{\omega}\in C^{\infty}(B, \omega, \mathfrak{p})$ である．これから，$D$ 上の正則函数の空間
$\mathcal{O}(D)$ と $C^{\infty}(B, \omega, や )$ との線型同型 $\mathcal{O}(D)\ni F\mapsto\chi_{\omega}\tilde{F}\in C^{\infty}(B, \omega, \mathfrak{p})$ が得られる．
この同型によって $\mathcal{O}(D)$ 上に $B$ の表現を実現したものを $T_{\omega}$ とすると

$T_{\omega}(b)F(z):=\chi_{\omega}(b)^{-1}F(b^{-1}z) (F\in \mathcal{O}(D), b\in B, z\in D)$

であり，結局 GHW ユニタリ表現 $\pi_{\omega}$ は $T_{\omega}$ のユニタリ化として得られることがわ
かる．

部分群 $B’\subset B$ の $D$ への作用は推移的ではないが，函数空間

$C^{\infty}(B’,\omega’, \mathfrak{p}’):=\{\phi\in C^{\infty}(B’);\dot{\mathcal{R}}(Z)\phi=-i\omega(Z)\phi (Z\in\overline{\mathfrak{p}^{J}})\}$

は次のような $D$ 上の正則函数の空間

$\mathcal{O}(D;\gamma_{r}):=\{F\in \mathcal{O}(D);F(z+cE_{r}, u)=e^{i\gamma_{r}c}F(z, u) ((z, u)\in D, c\in \mathbb{R})\}$

と $\mathcal{O}(D;\gamma_{r})\ni F\mapsto\chi_{\omega}|_{B’}\tilde{F}|_{B’}\in C^{\infty}(B’, \omega, \mathfrak{p})$ にょって線型同型となる．この同型に
よって $\mathcal{O}(D;\gamma_{r})$ 上に定義した $B’$ の表現 $T_{\omega’}$ は

$T_{\omega’}(b)F(z):=\chi_{\omega}(b)^{-1}F(b^{-1}z) (F\in \mathcal{O}(D;\gamma_{r}), b\in B’, z\in D)$

で与えられ，これは表現の制限 $(T_{\omega}|_{B’}, \mathcal{O}(D))$ の $\mathcal{O}(D;\gamma_{r})\subset \mathcal{O}(D)$ における部分表

現に他ならない．群 $B’$ の GHW ユニタリ表現 $\pi_{\omega’}$ は $(T_{\omega’}, \mathcal{O}(D;\gamma_{r}))$ のユニタリ化
として得られる．
ここで $\pi_{\omega’}$ の表現空間であるヒルベルト空間 $\mathcal{H}_{\omega’}(D)\subset \mathcal{O}(D;\gamma_{r})$ を具体的に構成

しよう $(\pi_{\omega} については [6, 7] 参照)$ . 任意の $x\in\Omega$ は $h\in B’(O)$ $:=B(0)\cap B’$ と $c\in \mathbb{R}$

によって x $=$ Ad(ん) $E+cE_{r}$ と唯一通りに表される．これより $\Omega$ 上の函数 $\Upsilon_{\omega’}$ が

$\Upsilon_{\omega’}(Ad(h)E+cE_{r}):=e^{-\gamma_{r^{\mathcal{C}}}}|\chi_{\omega}(h)|^{2}$

によって定義できる．この $\Upsilon_{\omega’}$ は $\Omega+i\mathfrak{b}(1)\subset \mathfrak{b}(1)_{\mathbb{C}}$ 上の正則函数に解析接続される．

命題 6. (i) ヒルベルト空間 $\mathcal{H}_{\omega’}(D)$ の再生核 $K^{\omega’}$ : $D\cross Darrow \mathbb{C}$ は次で与えられる :

$K^{\omega’}((z_{1}, u_{1}), (z_{2}, u_{2}))=\Upsilon_{\omega’}((z_{1}-\overline{z}_{2})/i-2Q(u_{1}, u_{2}))$ $((z_{1}, u_{1}), (z_{2}, u_{2})\in D)$ .

(ii) $D$ 上の函数 $K^{\omega’}((z, u), (iE, 0))=\Upsilon_{\omega’}((z+iE)/i)((z, u)\in D)$ は表現 $T_{\omega’}$ に関
して $i\omega’|_{\mathfrak{p}^{l}}$ を GHW とする GHW ベクトル．
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正規 $j$ 代数 $\mathfrak{b}_{r}\subset \mathfrak{s}\mathfrak{p}(2r, \mathbb{R})$ の場合，$B_{r}=\exp \mathfrak{b}_{r}\subset$ Sp$(2r, \mathbb{R})$ が作用するジー
ゲル領域 $D$ はジーゲル上半平面 $D_{r}:=$ { $Z\in$ Sym $(r, \mathbb{C});\Im Z$ は正定値} に他な

らず，錐 $\Omega$ は $r$ 次正定値実対称行列の集合 $S_{r}^{+}\subset$ Sym$(r, \mathbb{R})$ である．対称行列
$X=(x_{ij})\in$ Sym $(r, \mathbb{R})$ と $k=1,$ $\ldots,$

$r$ について $X^{[k]}:=(x_{ij})_{1\leq i\leq k,1\leq j\leq k}\in$ Sym$(k, \mathbb{R})$

とすると，$\omega’:=\omega_{\beta,\gamma}|_{b_{r}’}$ に対応する $\Upsilon_{\omega’}$ は

$\Upsilon_{\omega^{\prime(x)=(\prod_{k<r-1})}}(\det X^{[k]})^{-2(\gamma_{k}-\gamma_{k+1}})(\det X^{[r-1]})^{-2\gamma_{r-1}}$

$\cross\exp(-\gamma_{r}\{x_{rr}-tv(X^{[r-1]})^{-1}v\}) (X \in S_{r}^{+})$

$(ただし v:=t(x_{r1}, x_{r2}, \cdots, x_{r,r-1})\in \mathbb{R}^{r-1})$ で与えられる．

次の命題が，この研究の最も重要な鍵である．

命題 7. 双対ベクトル空間 $\mathfrak{b}(1)^{*}$ 上の測度 $d\mu_{\omega’}$ で次を満たすものが存在する．

$\Upsilon_{\omega’}(x)=\int_{\mathfrak{b}(1)^{*}}e^{-(x,\xi)}d\mu_{\omega’}(\xi) (x\in\Omega)$ .

命題 7および我々の主結果の一つである定理 4は次のような議論によって得ら
れる．

GHW ユニタリ表現 $\pi_{\omega’}$ が存在

$\Leftrightarrow(T_{\omega’}, \mathcal{O}(D;\gamma_{r}))$ がユニタリ化可能

$\Leftrightarrow K^{\omega’}((z_{1}, u_{1}), (z_{2}, u_{2}))=\Upsilon_{\omega’}((z_{1}-\overline{z}_{2})/i-2Q(u_{1}, u_{2}))$

が或るヒルベルト空間の再生核
$\Rightarrow\Upsilon_{\omega’}$ が開凸錐 $\Omega$ 上の正型函数

$\Rightarrow\Upsilon_{\omega’}$ をラプラス変換とする測度 $d\mu_{\omega’}(\xi)$ の存在

$\Leftrightarrow\gamma\in \mathcal{X}$

ここで $\Upsilon_{\omega}$ が正型函数であるとは，任意の $y_{1},$ $\ldots,$
$y_{N}\in\Omega$ と $c_{1},$

$\ldots,$
$c_{N}\in \mathbb{C}$ について

$\sum_{p,1=1}^{N}c_{p}\overline{c}_{q}\Upsilon_{\omega’}(y_{p}+y_{q})\geq 0$ (5)

が成り立つことをいう．もし $K^{\omega’}$ がヒルベルト空間の再生核ならば，(5) の左辺はベ

クトル $\sum_{p=1}^{N}c_{p}K^{\omega’}(\cdot, (iy_{p}, 0))$ のノルムの二乗だから，確かに非負である．そして，
広い条件のもとで，正型函数は測度のラプラス変換であるという $Bo$chner 型定理が

知られている．測度 $d\mu_{\omega’}$ の存在と $\gamma\in \mathcal{X}$ の同値性が最も難しい．
測度 $d\mu_{\omega’}$ から，ヒルベルト空間 $\mathcal{H}_{\omega’}(D)$ は次のように構成される．測度 $d\mu_{\omega’}$ の

台を $U^{*}=U_{\omega}^{*},$ $\subset \mathfrak{b}(1)^{*}$ とすると $U^{*}$ は $\Omega$ の双対錐の閉包に含まれる．各 $\xi\in U^{*}$ に

対してガウス核 $e^{2\xi\circ Q}$ を再生核にもつような $(\mathfrak{b}(1/2),j)$ 上のフオックバーグマン

空間を岐とする．
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定理 $S$ . ヒルベルト空間 $\mathcal{H}_{\omega’}(D)$ は次のような積分変換 $\Phi_{\omega’}$ の像として記述される:

$\Phi_{\omega’}:\int_{U^{*}}^{\oplus}\mathcal{F}_{\xi}d\mu_{\omega’}(\xi)\ni f\mapsto F\in \mathcal{H}_{\omega’}(D)$,

ただし

$F(z, u):= \int_{U^{*}}e^{i\langle z,\xi\rangle}f(\xi)(u)d\mu_{\omega’}(\xi) ((z, u)\in D)$

であり，ノルムは
$\Vert F\Vert^{2}:=\int_{u*}\Vert f(\xi)\Vert_{\mathcal{F}_{\xi}}^{2}d\mu_{\omega’}(\xi)$

と定める．
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