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概要

本論文では，条件数制約と符号制約を満たす正定値行列あるいは相関行列の中で与えられた
行列に最も近いものを求める問題を考える．これらの問題は条件数制約がなす閉凸錐とそれ以

外の制約がなす凸多面集合の共通部分への射影とみなすことができる．そのため，この問題は複
数の凸集合の共通部分への射影を求めるためのアルゴリズムである逐次射影法で解くことがで
きる．簡単な収束性の証明を与えた上で，計算実験によりこの方法の有効性を確認する．

1 良条件行列近似問題

行列の条件数 (最大特異値と最小特異値の比) が 1に近いときその行列を良条件であるといい，そ
うでないとき悪条件であるという．行列が良条件であることは工学の多くの分野において望ましい

性質である．以下にその例を示す:

例 1(線形方程式系の誤差解析). 線形方程式系 $Ax=b$ の右辺ベクトルの誤差が解に及ぼす影響を

考える．$Ax=b$ の解を $x^{l}$ とし，右辺を $b+\Delta b$ に摂動させた線形方程式形の解を x$*+\Delta$ムゴとする．

このとき△〆は右辺ベクトルの摂動が解に与える影響とみなすことができる．この大きさは係数行

列 $A$ の条件数 cond$(A)$ を用いて次のように上から抑えることができる:

$\frac{||\Delta x^{*}||_{2}}{||x^{l}||_{2}}\leq$ cond$(A) \frac{||\Delta b||_{2}}{||b||_{2}}.$

係数行列 $A$ をも摂動させた場合も同様の解析ができる．詳細は Horn and Johnson [11, Section 5.8]

などを参照されたい．

例 2(最急降下法の収束解析). 無制約最適化問題 $\min f(x)$ を最急降下法で解くときの漸近的な収束

率を考える．最急降下法によって生成された点列 $\{x^{(k)}\}$ が $karrow\infty$ のとき局所的最適解 $x^{*}$ に収束し

たとする．このときの収束の次数は 1次であり，漸近的な収束比は

$( \frac{1-cond(\nabla^{2}f(x^{*}))}{1+cond(\nabla^{2}f(x))})^{2}$
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となることが知られている．証明は Luenberger[13, Section12.5] などを参照されたい．

信号処理の分野では，条件数制約の下で分散共分散行列を最尤推定する方法が研究されてい
る [1,18]. 具体的には，多変量正規分布を仮定したときに条件数制約の下で対数尤度を最大化する
問題が 1変数の最適化問題に帰着できることが示されている．しかしながら，他の分布を仮定する場
合や尤度の最大化でない場合にこのようなことができるとは限らない．そのような場合，与えられ
た行列に最も近い良条件な行列を求めるということは自然な発想だろう．Tanaka and Nakata [16]
はこの問題を次のような $n$ 次対称行列の空間 $S^{n}$ 上の最適化問題として定式化している:

minimize $||X-\overline{X}||$

subject to $X\in S_{+}^{n}$ , (1)
cond$(X)\leq\kappa.$

ここで $\overline{X}\in \mathcal{S}^{n}$ は与えられた行列，$X\in \mathcal{S}^{n}$ は変数，$\mathcal{S}_{+}^{n}\subset S^{n}$
$\mathbb{N}$は $n$ 次半正定値行列がなす錐，$\kappa\geq 1$ は

$X$ の条件数の上限を定める定数である．なお，本論文では cond$(O)=1$ と定義する．彼らは問題 (1)

が固有値分解程度の計算時間で解けることを示している．

金融工学の世界では，分散共分散行列のいくつかの成分がアナリストの直観に反する場合，それら
の成分を事後的に $0$ にするなどの補正を行うことがある [3, Section 10.2]. しかしながら，このよう
な補正を施した行列は良条件であることはおろか半正定値になる保証すらない．したがって，この
ような場合，条件数を考慮して補正を行なう必要がある．このような符号制約を満たす良条件な行
列で与えられた行列を近似する問題は次のように定式化できる:

minimize $||X-\hat{X}||$

subject to $X\in \mathcal{S}_{+}^{n},$

cond(X) $\leq\kappa$, (2)
$X_{ij}\geq 0 ((i,j)\in P)$,
$X_{ij}\leq 0 ((i,j)\in N)$ .

ここで $P,N\subset\{1, \ldots,n\}^{2}$ は符号制約を課す添字の集合である．

この問題は共分散選択 [4, 5, 8] と関連している．共分散行列が $\Sigma$ であるような多変量正規分布に

ついて，変数 $i$ と変数 $j$ が条件付き独立であるときかつそのときに限り $[\Sigma^{-1}]_{ij}=0$ となることが知

られている．事前に条件付き独立であることがわかっている変数の組があったとき，問題 (1) を解

くことで標本共分散行列 $\wedge\Sigma$ を条件付き独立性を満たすように補正することができる．具体的には，
条件付き独立な変数の組の集合を $I_{0}$ とおき，$\overline{X}=\overline{\Sigma}^{-1},$

$\kappa=c,$ $P=N=I_{0}$ とした問題 (1) を解く．
得られた最適解 $X^{*}$ について $\Sigma=(X^{*})^{-1}$ とすれば $\Sigma$ は cond$(\Sigma)\leq \mathcal{C}$ と任意の $(i,j)\in I_{0}$ に対して
$[\Sigma^{-1}]_{ij}=0$ を満たす $\overline{\Sigma}$ に近い行列になっている．

相関行列に対して同様の補正を行ないたい場合は，問題 (1) に対角成分を 1に固定する制約を追
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加した以下の問題を解けばよい:

minimize $||X-\overline{X}||$

subject to $X\in \mathcal{S}_{+}^{n},$

cond(X) $\leq\kappa,$

(3)
$X_{ii}=1 (i=1,\ldots,n)$ ,
$X_{i;}\geq 0 ((i,j)\in P)$,
$X_{ij}\leq 0 ((i,j)\in N)$ .

この問題は $P=N=\emptyset$ のとき，条件数制約のついた近似相関行列問題となる．近似相関行列問題に
関する研究は Higham [10], $Qi$ and Sun [14] などがあるが，条件数制約を考慮したものは今のとこ
ろ存在しない．

問題 (1) と問題 (1) $\}$よ目的関数のノルムを適当に設定すれば対称錐最適化問題として表現できる．

したがって，これらの問題は内点法を用いて多項式時間で解くことができる．しかしながら，等価な
対称錐最適化問題が非常に大規模になるため，大規模な問題例をこの方法で解くことは難しい．

本論文では，問題 (1) と問題 (1) の目的関数において Frobenius ノルムを用いた問題に対する

Tanaka and Nakata [17] によって提案された解法を紹介する．具体的には，これらの問題を複数の
凸集合の共通部分への直交射影を求める問題とみなし，逐次射影法 [2,7,9] を適用する．このアルゴ
リズムの内部では問題 (1) を Tanaka and Nakata[16] による 2分探索で解く．

本論文の構成は以下の通りである:2節では，一般的な逐次射影法の説明を行なった後，Frobenius
ノルムを用いた問題 (1) と問題 (1) に対して逐次射影法を適用することを考える．ここでは，これら
の問題に対して逐次射影法が大域的収束することと，逐次射影法の各反復が簡単に計算できること

を示す．その後，3節で逐次射影法の有効性を示す計算実験の結果を示し，4節で結論および今後の
課題を述べる．

なお，以下ではすべての $i$ に対して $(i,i)\not\in N$ であることを仮定する．これは，もしそうでないとす
ると，問題 (1) は $X=O$ 以外の実行可能解を持たず，問題 (1) は実行不能となるためである．

2 逐次射影法

逐次射影法を導入するために，まず次の問題を考えよう:

$|_{subjectto}^{\min imize} x\in C_{i}||x-\urcorner x| (i=1, \ldots,m)$

, (4)

ここで
$\hat{}$x $\in \mathbb{R}$n は与えられたベクトル，$x\in \mathbb{R}^{n}$ は決定変数，$||\cdot||$ は $\mathbb{R}^{n}$ 上の内積から誘導されたノル

ム，$C_{1},$ $\ldots,C_{m}$ は $\mathbb{R}^{n}$ 上の閉凸集合である．この問題の最適解は-x の口 im${}_{=1}C_{i}$ への直交射影である．

逐次射影法は問題 (2) を解くための古典的なアルゴリズムである．具体的には各閉凸集合 $C_{i}$ に逐

次的に直交射影を繰り返すことで最適解に収束する点列を生成する．このアルゴリズムの擬似コー

ドはアルゴリズム 1に示すように極めて単純である．なお，$P_{i}\cap x$ は $\hat{x}$ の各閉凸集合 $C$; に対する直
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交射影，すなわち，次の問題の最適解を意味する:

$|_{subjectto}^{\min imize} x\in C_{i}\Vert x-\neg x.|$

$\frac{アルゴリズ\Delta 1問題.(2)に対す,\epsilon 逐次射影}{1:x^{(0)}m:=\hat{x,}y_{1}^{(0)},..\prime y_{m}^{(0)}:=0andk=0}$

2: while $x^{(k)}$ が近似最適解でない do
3: $x_{0}^{(k+1)}:=x^{(k)}$

4: for $i=1,$ $\ldots,m$ do
5: $x_{i}^{(k+1)}:=P_{i}(x_{i-1}^{(k+1)}+y_{i}^{(k)})$

6: $y_{i}^{(k+1)}:=x_{i-1}^{(k+1)}+y_{i}^{(k)}-x_{i}^{(k+1)}$

7: end for
8: $k:=k+1$

$9$ : end while

このアルゴリズムは Dykstra [7] によって複数の閉凸錐に対して提案され，その後 Boyle and
Dykstra [2] によって Hilbert 空間上の閉凸集合に対して拡張された．そのため，このアルゴリズム
は Dykstra のアルゴリズムとも呼ばれる．また，Han [9] はこの拡張されたアルゴリズムについて

Euclid 空間上で精密に解析を行なった．次の定理はこのアルゴリズムの大域的収束性を意味するも
のである．

定理 3(Han [9, Theorem 4.81). $C_{1},$ $\ldots,C_{p}$ を凸多面集合，$C_{p+1},\ldots,C_{m}$ を閉凸集合とし，$( \bigcap_{i=1}^{p}C_{i})$ 寡

( $\bigcap_{i=p+1}^{m}$ int $C_{i}$) $\neq\emptyset$ を満たすものとする．このとき，アルゴリズム 1によって生成される点列 $\{x_{m}^{(k)}\}$

は $karrow\infty$ のとき問題 (2) の最適解に収束する．

このアルゴリズムを問題 (1) と問題 (1) に適用することを考える．まず，問題 (1) に対して次のよ

うな集合を定める:

$C_{poly}=\{X\in \mathcal{S}^{n} : X_{ij}\geq 0((i,j)\in P),X_{ij}\leq 0((i,j)\in N)\},$

$C_{cond}=\{X\in \mathcal{S}_{+}^{n}$ : cond(X) $\leq\kappa\}.$

また，問題 (1) に対しては $C_{poly}$ を次のように書き換える:

$C_{poly}=\{X\in \mathcal{S}^{n}:X_{ii}=1(i=1, \ldots,n),X_{ij}\geq 0((i,j)\in P),X_{ij}\leq 0((i,j)\in N)\}.$

どちらの問題に対しても $C_{poly}$ が閉凸集合であることは明らかである．次の補題では $C_{cond}$ が閉凸

集合であることを示す．

補題 4. $C_{cond}$ は閉凸集合．
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Proof. まず，$C_{cond}$ が閉であることを示す．cond$(O)=1$ と定義したことを思い出すと，次が成り
立つ:

$C_{cond}=\{X\in S_{+}^{n};\lambda_{\max}(X)\leq\kappa\lambda_{m\dot{m}}(X)\}.$

ここで，$\lambda_{\dot{m}n}(X)$ と $\lambda_{\max}(X)$ は $X$ の最小固有値と最大固有値を表す．$\lambda_{\dot{m}n}(\cdot)$ と $\lambda_{\max}(\cdot)$ の連続

性 [11, Theorem 2.4.9.2] より，$C_{cond}$ は閉．

次に，$C_{cond}$ が凸であることを示す．そのために，任意に $A,B\in C_{cond}$ と $\alpha\in[0,1]$ をとる．さらに，
$C=(1-\alpha)A+\alpha B$ とし，$v_{\dot{m}n}$ と $v_{\max}$ をそれぞれ $\lambda_{\dot{r}n}(C)$ と $\lambda_{\max}(C)$ に対応する正規化した固有

ベクトルとする．このとき，次の不等式が成り立つ:

$\lambda_{\dot{m}n}(C)=v_{\dot{m}n}^{T}Cv_{\dot{r}n}=(1-\alpha)v_{\dot{m}n}^{T}Av_{\dot{m}n}+\alpha v_{\dot{m}n}^{T}Bv_{\dot{m}n}\geq(1-\alpha)\lambda_{\dot{m}n}(A)+\alpha\lambda_{\dot{r}n}(B)$ .

同様に，次の不等式を示すことができる:

$\lambda_{\max}(C)\leq(1-\alpha)\lambda_{\max}(A)+\alpha\lambda_{\max}(B)$.

$\lambda_{\max}(A)\leq\kappa\lambda_{m\dot{m}}(A)$ と $\lambda_{\max}(B)\leq\kappa\lambda_{\min}(B)$ より，次が成り立つ:

cond$(C)= \frac{\lambda_{\max}(C)}{\lambda_{\dot{m}n}(C)}\leq\frac{(1-\alpha)\lambda_{\max}(A)+\alpha\lambda_{\max}(B)}{(1-\alpha)\lambda_{m\dot{m}}(A)+\alpha\lambda_{m\dot{m}}(B)}\leq\kappa.$

したがって，$C_{cond}$ は凸． 口

アルゴリズム 1の各反復の計算は直交射影 $P_{i}(\cdot)$ の計算が簡単であれば高速に実行できる．以下

に示すように，問題 (1) と問題 (1) で Frobenius ノルムを用いた場合は直交射影の計算を高速に実

行できる．$P_{poly}(\cdot)$ と $P_{cond}(\cdot)$ をそれぞれ $C_{poly}$ と $C_{cond}$ への射影としよう．まず，$P_{poly}(\cdot)$ は要素ご

とに計算を分解できるので，簡単に計算できる．実際，問題 (1) における $P_{poly}(\cdot)$ は次のようになる:

$[P_{poly}(X)]_{ij}=\{\begin{array}{ll}1 i=j のとき，0 i\neq j で符号制約を違反しているとき，X_{i;} それ以外．\end{array}$

また，$P_{cond}(\cdot)$ の計算は Tanaka and Nakata [16] の 2分探索を用いれば固有値分解程度の計算量で

実行可能である．最後に，問題 (1) と問題 (1) に対する逐次射影法をアルゴリズム 2に示す．

次の定理は問題 (1) と問題 (1) に対するこのアルゴリズムの大域的収束性を示すものである．

定理 5. $\kappa>1$ のとき，アルゴリズム 2によって生成される点列 $\{X_{po1y}^{(k)}\}$ は $karrow\infty$ のとき問題 (1)

あるいは問題 (1) の最適解に収束する．

証明．明らかに $C_{poly}$ は凸多面集合．また，補題 4より，$C_{cond}$ は凸．さらに，$\kappa>1$ のとき
$I\in C_{poly}\cap$ int $C_{cond}$ が成り立つ．したがって，定理 3が適用できるため，点列 $\{X_{po1y}^{\{k)}\}$ は最適化に収

束することがわかる $\square$

注意 6. ここでの仮定 $\kappa>1$ は本質的ではない．なぜならば，$\kappa=1$ のときは $C_{cond}$ が凸多面集

合 $\{\alpha I:\alpha\geq 0\}$ となるため，$I\in C_{poly}\cap C_{cond}$ より，定理 3を適用できる．しかしながら，この場合は
2つの問題の最適解がともに $(tr(\overline{X})/n)I$ となるため，逐次射影法を適用する意味がない．
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アルゴリズム 2問題 (1) と問題 (1) #こ対する逐次射影法

$\overline{1:Y_{po1y’}^{(0)}Y_{cond}^{(0)}\cdot=O,X_{po1y}^{(1)}.=P_{poly}(\overline{X}),k=1}$

2: while $X^{(k)}$ が近似最適解でない dopoly

3: $X_{cond}^{(k+1)};=P_{cond}(X_{po1y}^{(k)}+Y_{cond}^{(k)})$

4: $Y^{(k+1)};=X^{(k)}$ $+Y^{(k)}$ $-X^{(k+1)}$

cond poly cond cond

5: $X_{po1y}^{(k+1)}:=P_{poly}(X_{cond}^{(k+1)}+Y_{po1y}^{(k)})$

6: $Y^{(k+1)};=X^{(k+1)}+Y^{(k)}$ $-X^{(k+1)}$

poly cond poly poly

7: $k;=k+1$

8: end while

注意 7. アルゴリズム 2は次のような問題に対しても適用できる:

minimize $||X-\overline{X}\Vert$

subject to $\ovalbox{\tt\small REJECT} X=b,$

$X\in \mathcal{S}_{+}^{n,}$

$cond(X)\leq\kappa.$

ここで図: $\mathcal{S}^{n}arrow \mathbb{R}^{m}$ は線形写像，$b\in \mathbb{R}^{m},\hat{X}\in \mathcal{S}^{n}$ は定数，$X\in \mathcal{S}^{n}$ は決定変数である．ここで

$C_{poly}=\{X\in \mathcal{S}^{n}; fflX =b\}$

とし，$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{T}$ : $\mathbb{R}^{m}arrow S^{n}$ を図の随伴とすると，この凸多面集合への射影は次のように書ける:

$P_{poly}(\hat{X})=\hat{X}+ffl^{T}(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{t}\hslash^{T})^{-1}(b-\ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{X})$.

したがって，$m$ が小さかったり，$ffl_{\iota}\hslash^{T}$ の Cholesky 分解や $(ffl_{\iota}\hslash^{T})^{-1}$ が疎であったりするとき，
$P_{poly}(\cdot)$ の計算量は小さくなるため，アルゴリズム 2の各反復は高速に計算できる．

3 計算実験

逐次射影法の有効性を確認するために行なった計算実験の結果を示す．ここでは，逐次射影法と
内点法を用いて Frobenius ノルムを用いた問題 (1) と問題 (1) の複数の問題例を解いた．逐次射影
法は MATLAB 7.14を用いて実装し，終了条件は $X_{po1y}^{(k)}\in \mathcal{S}_{+}^{n}$ と cond$(X_{po1y}^{(k)})\leq(1+10^{-6})\kappa$ を同時

に満たすこととした．比較のために，Frobenius ノルムを用いた問題 (1) と問題 (1) をモデリング言
語 YALMIP 3[12] を用いてモデリングし，得られた対称錐最適化問題を内点法が実装された対称錐
最適化ソルバ SeDuMi l.3[15] を用いて解いた．

問題例は以下のように生成した．まず，$[-1, +1)$ 上の一様分布に従う擬似乱数を用いて行
列 $U\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ の各要素を生成し，$\hat{X}=U+U^{T}$ とした．さらに，$P$ と $N$ を $\hat{X}$ の各成分のうち大きい
方と小さい方から順に $2n$ 個の要素に対応する添字集合とした．また，$\kappa=10^{6}$ とした．
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問題 (1) と問題 (1) の小規模な問題例と解いた結果を表 1と表 2に示す．$un”$ の列は行列のサイ

ズを，’/計算時間 [秒]’/ の列は逐次射影法と内点法それぞれの計算時間を，’/反復回数’/ の列は逐次射

影法の反復回数を表す．これらの表から，問題のサイズが大きくなるにつれて内点法の計算時間が

急激に増加する一方で，逐次射影法の計算時間の増加は緩やかであることが見て取れる．

表 1 問題 (1) の小規模な問題例に対する内点 表 2 問題 (1) の小規模な問題例に対する内点

法と逐次射影法の結果 法と逐次射影法の結果

$\overline{\hslash_{\iota}fi_{\backslash }^{\backslash }k}\overline{内点}$逐次射影法逐次射影法$-$ $n$ –計算時間[秒] 計算時間 [秒] 反復回数

20 $3.5\cross 10^{-1}$ $5.6\cross 10^{-2}$ 98 20 $3.7\cross 10^{-1}$ $5.5\cross 10^{-2}$ 97
30 $1.1\cross 10^{0}$ $9.7\cross 10^{-2}$ 133 30 $9.7\cross 10^{-1}$ $9.9\cross 10^{-2}$ 130
40 $3.1\cross 10^{0}$ $9.7\cross 10^{-2}$ 94 40 $3.3\cross 10^{0}$ 1.$7x10^{-1}$ 154
50 $9.1\cross 10^{0}$ $1.1\cross 10^{-1}$ 75 50 $8.8\cross 10^{0}$ $2.3\cross 10^{-1}$ 176
60 $2.6\cross 10^{+1}$ $1.3\cross 10^{-1}$ 79 60 $2.7\cross 10^{+1}$ $2.9\cross 10^{-1}$ 186
70 $1.0\cross 10^{+2}$ $1.8\cross 10^{-1}$ 78 70 $1.0\cross 10^{+2}$ $3.7\cross 10^{-1}$ 195
80 $3.1\cross 10^{+2}$ $1.7\cross 10^{-1}$ 70 80 $3.1\cross 10^{+2}$ $4.8\cross 10^{-1}$ 211
90 $7.4\cross 10^{+2}$ $2.3\cross 10^{-1}$ 69 90 $7.9\cross 10^{+2}$ $7.1\cross 10^{-1}$ 219

100 $1.6\cross 10^{+3}$ $3.0\cross 10^{-1}$ 71 100 $1.4\cross 10^{+3}$ $9.8\cross 10^{-1}$ 238

次に，逐次射影法を用いて大規模な問題を解いた結果を表 3と表 4に示す．これらの表から内点
法では現実的な計算時間で解くことができないであろう問題例を逐次射影法を用いることで高速に

解くことができることがわかる．また，問題 (1) の場合は行列のサイズが反復回数にほとんど依存し

ないのに対し，問題 (1) の場合は行列のサイズの増加に伴って反復回数が増加することがわかる．

表 3 問題 (1) の大規模な問題例に対する逐次 表 4 問題 (1) の大規模な問題例に対する逐次
射影法の結果 射影法の結果

$n$ 計算時間 [秒] 反復回数 $n$ 計算時間 [秒] 反復回数

$128 4.3\cross 10^{-1} 60 128 1.1\cross 10^{0} 237$
$256 1.4\cross 10^{0} 49 256 6.0\cross 10^{0} 308$
$512 5.1\cross 10^{0} 45 512 4.5\cross 10^{+1} 402$

$1024 2.4\cross 10^{+1} 42 1024 2.7\cross 10^{+2} 481$
$2048 1.5\cross 10^{+2} 38 2048 2.5\cross 10^{+3} 654$
$4096 1.1\cross 10^{+3} 36 4096 2.5\cross 10^{+4} 826$
$8192 8.4\cross 10^{+3} 35 8192 2.7\cross 10^{+5} 1115$

最後に，逐次射影法が生成した点列 $\{X_{po1y}^{(k)}\}$ が最終的な解 $X^{\cdot}$ に収束する様子を見てみよう．問
題 (1) の $n=100$ の問題例を逐次射影法で解いて得られた点列 $\{X_{po1y}^{(k)}\}$ について，反復回数を横軸に
とって誤差ノルム $||X_{po1y}^{(k)}-X’||$ をプロットしたものを図 1に示す．この図から $\{X_{po1y}^{(k)}\}$ が $X$: に 1次

収束する様子が見て取れる．問題 (1) の $n=100$ の問題例についても同様の結果が得られた (図 2).

他の問題例についても同様の結果を得た．
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図 1 問題 (1) における誤差ノルム $||X_{po1y}^{(k)}-X^{*}\Vert_{F}$

の挙動
図 2 問題 (1) における誤差ノルム $||X_{po1y}^{(k)}-X^{*}||_{F}$

の挙動

4 結論と今後の課題

本論文では Tanaka and Nakata [17] の良条件行列近似問題に対する逐次射影法を紹介した．こ
のアルゴリズムは良条件行列がなす閉凸錐と符号制約などの線形制約がなす凸多面集合への射影を
逐次的に繰り返すものである．このアルゴリズムには大きく 2つの長所がある．1つはアルゴリズ

ムが単純なため実装が簡単であることであり，もう 1つは計算実験の結果で見たように実用的に 1
次収束を見込むことができる点である．

この 1次収束性を理論的に証明することは今後の大きな課題である．Higham[10] は近似相関行
列問題に対する逐次射影法が最良の場合に 1次収束すると述べており，最悪の場合の収束性の解析
は依然として行なわれていない．また，Deutsch and Hundal[6] はすべての閉凸集合が部分空間で

ある場合の 1次収束性を証明している．しかしながら，このアルゴリズムが 1次収束するための必
要十分条件は未だに知られていない．

また，今回は Frobenius ノルムを用いた場合に逐次射影法が適用できることを示したが，他のノ
ルムを用いた場合に対して効率的なアルゴリズムを設計することも重要な今後の課題である．例え

ば，共分散行列を推定する場合，成分によって推定値の確からしさが異なる場合がある．このような

場合，(重みづけをしていない) Frobenius ノルム $||X||_{p}=\sqrt{\sum_{i,j}X_{ij}^{2}}$ を用いるよりも，重みづけをし
た $||H\circ X||_{F}=\sqrt{\sum_{i,j}H_{ij}^{2}X_{ij}^{2}}$ というようなノルムを用いることで，確からしさを考慮して行列の補正
を行なう方が望ましい．しかしながら，このノルムはユニタリ相似不変でないため，$P_{cond}(\cdot)$ の計算

において Tanaka and Nakata [16] の 2分探索法を直接適用することができない．
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