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概要

分離可能性という仮定の下での非負行列分解について考える。 この行列分解は与えられたデータ
に対して、 その凸包の全ての頂点を求める問題として解釈できる。 [16] では、 データにノイズが加
わった状況を考え、 それに対するアルゴリズムを提案した。本稿では主にその理論的な性能に関
して解説を行う。

1 はじめに

非負行列分解とは与えられた非負行列を二つの非負行列の積の形に分解するという問題である。
非負行列とは全ての要素が非負であるような行列のことを言う。 この問題の正確な記述は次のよ
うになる。大きさが $d\cross m$ の非負行列の集合を $\mathbb{R}_{+}^{d\cross m}$ と書こう。今、 $A\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross m}$ と自然数 $r$ が与

えられているとする。 このとき、 $A$ を

$A=FW+N$

なる $d\cross r$ の非負行列 $F$ と $r\cross m$ の非負行列 $W$ の積の形で分解することを考える。ここで、 $N$ は

$d\cross m$ の行列で分解の残差を表している。 $A\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross m}$ の非負行列分解とは、残差行列 $N$ をできる

だけ零行列に近づけるような $F\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross r}$ と $W\in \mathbb{R}_{+}^{r\cross m}$ を求める問題である。非負行列分解は多く
の応用を持っている。例えば顔画像分析 $[15]$

、
トピックモデリング $[$2, 3, $5]$

、 文章クラスタリング

[24,18]、ハイパースペクトラル画像分析 [17,9] などに応用され、その有効性が報告されている。
非負行列分解は $NP$ 困難な問題である [23]。この問題の難しさに対して、 Arora ら [2] は分離可

能性という仮定を利用することを提案した。 この仮定は Donoho-Stodden[6] が非負行列分解にお
ける分解の唯一性を議論する際に導入した三つの仮定の内の一つである。 非負行列分解に分離可
能性を仮定すると扱い易い問題になる。
非負行列 $A\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross m}$ が

$A=FW$ for $F\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross r}$ and $W=(I, K)\Pi\in \mathbb{R}_{+}^{r\cross m}$ (1)

と表すことができるとき $A$ は分離可能性を満たすと言う。 $A$ が分離可能性を満たすとは $A$ はその

列ベクトルとして $F$ の列ベクトルを定数倍したものを有していることを意味する。 ここで、 $I$ は

$r\cross r$ の単位行列、 $\Pi$ は $d\cross m$ の置換行列を表す。本稿では分離可能性を満たす行列を分離可能な
行列と呼ぶ。 そして、 (1) の形の分離可能な行列 $A$ を構成する $F$ を基底行列、 $W$ あるいはその部

分行列 $K$ を重み行列と呼ぶ。分離可能な行列 $A$ にノイズを表す行列 $N$ を加えた行列 $\tilde{A}=A+N$

を /イズを含む分離可能な行列と呼ぶ。 ノイズを含む分離可能な行列 $\tilde{A}$ は

$\tilde{A} = F(I, K)\Pi+N$

$= (F+N^{(1)}, FK+N^{(2)})\Pi$
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と表すことできる。 ここで $N^{(1)}$ と $N^{(2)}$ は $N\Pi^{-1}=(N^{(1)}, N^{(2)})$ を満たす $N$ の部分行列でそれ
ぞれの大きさは $d\cross r$ と $d\cross(m-r)$ である。本稿では $F+N^{(1)}$ をノイズを含む基底行列と呼ぶ。
本稿では分離可能性の下での非負行列分解を考える。 これはノイズを含む分離可能な行列に対
して、 基底行列 (正確にはノイズを含む基底行列) に対応してる列ベクトルを全て見つけるという
問題である。正確には次のように記述される。

問題 1 データ行列 $M$ はノイズを含む分離可能な $d\cross m$ の行列とする。 $\mathcal{I}$ は集合 $\{$ 1, $\ldots,$
$m\}$ の部

分集合で $r$ 個の要素を持つとする。 このとき、 $M(\mathcal{I})$ ができるだけ基底 $F$ に近くなるような $\mathcal{I}$ を

求めよ。

ここで、 $M(\mathcal{I})$ は $M$ の部分行列でその列ベクトルの添字集合が $\mathcal{I}$ となるようなものを表す。本稿
では問題 1におけるデータ行列の列ベクトルをデータ点と呼ぶ。 この問題に対するアルゴリズム
は以下のような性質を持つことが望ましい。. (正当性) データ行列 $M$ はノイズを含まない分離可能な行列であるとする。 つまり $M$ は分

離可能な行列であるとする。 このとき、 アルゴリズムは $M(\mathcal{I})=F$ となる $\mathcal{I}$ を出力する。. (頑強性) データ行列 $M$ はノイズを含む分離可能な行列であるとする。つまり $M$ は分離可
能な行列とノイズ行列 $N$ の和で与えられているとする。 もし $||N||_{p}<\epsilon$ なら、 アルゴリズ
ムは $||M(\mathcal{I})-F||_{p}<\tau\epsilon$ なる $\mathcal{I}$ を出力する。 ここで $\tau$ は実定数、 $||\cdot||_{p}$ は行列の $p$ ノルム

を表す。

特に、頑強性において $\tau=1$ となる場合、 アルゴリズムはノイズを含む基底を特定できることを
意味する。

[16] の提案手法は正当性と $\tau=1$ の頑強性を理論的に保証することができる。提案手法のアル
ゴリズムは分離可能な行列の幾何的な構造に基いて設計されている。 分離可能な行列に比較的妥
当な仮定を置くと、 その列ベクトルの凸包は単体となり、頂点は基底行列の列ベクトルに対応す
る。 したがって、 単体の頂点を全て見つけることができると分離可能な行列の基底行列が得られ
る。 提案手法では、単体に対して閉包楕円を描くとその頂点を見つけることができるという幾何
的な性質を利用している。 より正確には、単体に対してその体積最小閉包楕円を計算すると、 単
体の頂点はその境界上に載るという性質である。 この性質の詳細は 2.2節の性質 1で述べる。提案
手法のアルゴリズムの概要は次の通りである。 まず、 データ行列のデータ点に対して体積最小閉
包楕円を計算する。次に、楕円の境界上に載っているデータ点の添字集合を出力する。上記の性
質より、提案手法で分離可能な行列の基底行列が得られることが分かる。さらに、多少のノイズが
データ行列に加わったとしても、 データ点に対する体積最小閉包楕円を計算することでノイズを
含む基底行列を得ることができる。 このことを支えている性質の詳細は 2.2節の性質 2で述べる。
本稿は次のように構成されている。 2節で提案手法のアルゴリズムを説明する。アルゴリズムの

正当性、頑強性については 3節で述べる。4節で既存手法との比較について述べる。 [16] に関して
本稿では説明を省略した事柄について 5節で触れる。

2 提案手法のアルゴリズム

まず、 提案手法の正当性、頑強性を示すのに必要となる仮定について述べる。 その後、 手法の
概要と詳細について述べる。

2.1 仮定

分離可能な行列に対して以下のような仮定を置く。 この仮定の下で提案手法は正当性と頑強性
を示すことができる。
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仮定 1分離可能な行列 $A\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross m}$ は以下のような基底行列 $F\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross r}$ と重み行列 $W\in \mathbb{R}_{+}^{r\cross m}$ で

構成される。

l-a) $W$ のどんな列ベクトルを選んでも、 そのベクトルの 1 ノルムは 1となる。

l-b) $F$ の $r$ 個の列ベクトルは線形独立である。

l-a は一般性を失わずに仮定できる。 もし $W$ の $i$ 番目の列ベクトルがゼロベクトルであるなら、
$A$ の $i$ 番目の列ベクトルもゼロベクトルとなる。 したがって、 $A$ と $W$ からゼロベクトルとなって

いる全ての列ベクトルを除く。すると、 対角行列 $D$ を用いて

$A=FW\Leftrightarrow AD=FWD$

とできる。 ここで $D$ の対角成分砺は $W$ の列ベクトル $w_{i}$ の 1 ノルムの逆数 $1/||w_{i}||_{1}$ である。 l-b
は比較的強い仮定である。 しかし、実際の応用から生じる非負行列分解においては、基底行列 $F$

の列ベクトルが線形従属となることは稀である。既存研究 [9] のアルゴリズムはこれら 2つの仮定
の下で、 正当性と頑強性を示している。
仮定 1の下での問題 1を幾何的な観点から見ていこう。簡単のために、 データ行列はノイズを

含まず、 ただの分離可能な行列 $A$ であるとする。 すると、仮定から conv $(A)$ は $d$ 次元空間上の
$(r-1)$ 次元単体となる。 そして、 この単体の頂点が基底ベクトルに対応する。 ここで、 行列に対
する conv$()$ でその列ベクトルの凸包を表すとする。従って、 conv$(A)$ の全ての頂点を見つけるこ
とができると、基底行列 $F$ が得られることが分かる。 conv $(A)$ の全ての頂点’を計算することは容
易であり、 実際、効率的なアルゴリズムが存在する。 次に、 データ行列はノイズを含む分離可能
な行列 $\tilde{A}$ とする。 この場合、 conv$(A)$ の頂点は必ずしも基底ベクトルに対応するとは限らない。
したがって、 ノイズを含まない場合と比べて、 問題が難しくなっていることが分かる。 図 1の左
はノイズを含まない場合、右はノイズを含む場合のデータ行列の列ベクトルの凸包を表している。
これ以降では、簡単のために行列の列ベクトルの凸包のことを単に行列の凸包と呼ぶことにする。
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図 1: 仮定 1の下での $(d, r)=(3,3)$ における分離可能なデータ行列の凸包。左図はノイズが無い
場合、右図はノイズが有る場合。

2.2 手法の概要

提案手法は次のような二つの幾何的な性質に基づいている。 $r$ 次元空間上の $(r-1)$ 次元単体 $\Delta$

を考える。 $\triangle$ の $r$ 個の頂点を $g_{1},$ $\ldots,g_{r}\in \mathbb{R}^{r、}\triangle$ 内の $\ell$ 個の点を $b_{1},$
$\ldots,$

$b_{\ell}\in R^{r}$ と書く。

性質 1 ([16] の Proposition 1) $S=\{\pm g_{1}, \ldots, \pm g_{r}, \pm b_{1}, \ldots, \pm b_{\ell}\}$ を含むような原点を中心に
持つ体積最小な楕円を描くと、 $\Delta$ の頂点に対応している $\pm g_{1},$

$\ldots,$
$\pm g_{r}$ のみが楕円の境界上に載る。

109



ここで、 $S$ の凸包は $r$ 次元の多面体で、四角形を赤道面に持つ双角錐となる。特に、$(d, r)=(3,3)$

の場合は八面体となる。 図 2は $(d, r)=(3,3)$ の場合の $S$ に対する原点中心な体積最小閉包楕円の
様子を表している。 この性質は $r$ 次元空間上の $(r-1)$ 次元単体の頂点はその閉包楕円を計算する
ことで求められることを保証している。

図 2: $(d, r)=(3,3)$ の場合の $\mathcal{S}$ に対する体積最小閉包楕円。 このとき $S$ の凸包は八面体になる。

次に、 $\triangle$ の点 $b_{1},$
$\ldots$ ,切にノイズを加えて摂動させた点 $b_{1}’,$

$\ldots,$
$b_{\ell}’$ を考えよう。 $b_{i}$ は $\Delta$ 内の点

なので、頂点 $g_{1},$ $\ldots,$ $g_{r}$ の凸結合として $b_{i}=G$凝のように書ける。 ここで $G$ は $g_{1},$ $\ldots,$ $g_{r}$ を列ベ
クトルとして持つ $r\cross r$ の行列で、 $k_{i}$ の要素は全て非負で足し合わせると 1となる。つまり、 $k_{i}$ は

$||k_{i}||_{1}=1$ and $k_{i}\geq 0,$ $i=1,$ $\ldots,$
$\ell$

を満たす。今、 摂動させた点 $b_{i}’$ は

$||k_{i}’||_{2}<1, i=1, \ldots, \ell$

なるベクトル $k_{i}’$ を用いて、 $b_{i}’=Gk_{i}’$ と表すことできるとする。 このような $b_{1}’,$

$\ldots,$
$b_{p}’$ に対しても、

上と同様の性質が成り立つ。

性質 2 ([16] の Cororally 1) $\mathcal{S}’=\{\pm g_{1}, \ldots, \pm g_{r}, \pm b_{1}’, \ldots, \pm b_{p}’\}$ を含むような原点を中心に持
つ体積最小な楕円を描くと、 $\pm g_{1},$

$\ldots,$
$\pm g_{r}$ のみが楕円の境界上に載る。

性質 2は $r$ 次元空間上の $(r-1)$ 次元単体の点にノイズが多少加わったとしても、 単体の頂点はそ
の閉包楕円を計算することで求められることを意味している。図 3は $(d, r)=(3,3)$ の場合の $\Delta$ と

その閉包楕円の様子を図示したものである。左図はノイズが無い場合、右図は $||k’||_{2}<1$ を満た
すようなノイズが加わった場合を表している。

$\bullet$ : 基底
$\circ$ : データ点

図 3: $(d, r)=(3,3)$ の場合の $\triangle$ とその閉包楕円。 (左図) ノイズが無い場合。 (右図) $||k’||_{2}<1$ を

満たすようなノイズが加わった場合。

次に提案手法のアルゴリズムの概要について述べる。前節では、仮定 1の下では (1) の形の分離
可能な行列 $A\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross m}$ の凸包は $d$次元空間上の $(r-1)$ 次元単体となり、 その頂点が基底に対応し
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ていることを観察した。 $A$ の凸包が存在する空間の次元は $r$ 次元よりも高いが、特異値分解を利
用すると、空間の次元を $d$ から $r$ に削減することができる。 よって、 性質 1を利用することで、 $A$

の基底行列 $F$ を計算できることが分かる。 また、 性質 2より、多少 $A$ にノイズが加わったとして
も、 基底行列 $F$ に近い行列 (正確にはノイズを含む基底行列) が計算できる。

2.3 手法の詳細

提案手法の具体的なアルゴリズムを記述する。各ステップの詳細は以下の節で説明する。

$\frac{A1gorithm1楕円丸め}{入力:M\in \mathbb{R}_{+}^{d\cross m}\backslash r\in \mathbb{N}}$

出力: $\mathcal{I}$

1: $M$ の特異値分解を計算し、 サイズ $r$ の縮小行列 $P\in \mathbb{R}^{r\cross m}$ を構築する。

2: $P$ の列ベクトル $p_{1},$ $\ldots,p_{m}\in \mathbb{R}^{r}$ に正負の符号を付けたベクトルから構成される集合 $S=$

$\{\pm p_{1}, \ldots, \pm p_{m}\}$ を準備する。次に、 $S$ に対して原点中心な体積最小閉包楕円を計算し、 楕
円の境界上に載っている点の添字集合 $\mathcal{I}$ を構築する。

2.3.1 ステップ 13特異値分解の計算

このステップでは、特異値分解を経由して $M$ のランク $r$ 近似行列 $M^{r}$ を計算し、 それに対し
て直交変換を施すことで規模の小さい行列 $P$ を構築する。 $M$ を $d\cross m$ の実行列とする。 $M$ に特
異値分解を施すと

$M=U\Sigma V^{T}$

という形に分解することができる。 ここで、 $U$ と $V$ は大きさがそれぞれ $d\cross d$ と $m\cross m$ の直交
行列である。 $\Sigma$ は以下のような形の $d\cross m$ の対角行列である。

$\Sigma=$ diag $(\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{t})\in \mathbb{R}^{d\cross m}$ with $\sigma_{1}\geq\cdots\geq\sigma_{t}\geq 0$

幾つかの実数に対して diag$()$ はそれを対角要素として持つ対角行列を表す。 $\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{t}$ は $M$ の

特異値で、 $t$ は $\min\{d, m\}$ を表す。今、 $\Sigma$ の $t$ 個の特異値の内、大きいものから順に $r$ 個の特異値
$\sigma_{1},$ $\ldots$ , $\sigma_{r}$ を選択し、残りのものは $0$ と置いたものを $\Sigma^{r}$ と書く。

$\Sigma^{r}=$ diag $(\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{r}, 0, \ldots, 0)\in \mathbb{R}^{d\cross m}$

すると、 $M$ のランク $r$ 近似行列 $M^{r}$ は

$M^{r}=U\Sigma^{r}V^{T}$

として得られる。実際、 $M^{r}$ は行列 2 ノルムの下での最適なランク $r$ 近似行列となっていること
が知られている。詳しくは例えば [10] の Theorem 2.5.3を参照せよ。直交行列 $U^{T}$ を右から $M^{r}$

に掛けると

$U^{T}M^{r}=(\begin{array}{l}P0\end{array})\in \mathbb{R}^{d\cross m}$

となる。 $P$ は $r\cross m$ の行列でランクは $r$ となっている。本稿ではこのような $P$ を $M$ に対するサ
イズ $r$ の縮小行列と呼ぶ。
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2.3.2 ステップ 2: 原点中心な体積最小閉包楕円の計算

まず楕円の定義とその体積について復習し、次に原点中心な体積最小閉包楕円の定式化と解法に
ついて説明する。 $L$ は $r\cross r$ の正定値行列、 $z$ は $r$次元ベクトルとする。 $r$ 次元空間上の楕円は $L$ と

$z$ を用いて、 $\{x\in \mathbb{R}^{r}:(x-z)^{T}L(x-z)\leq 1\}$ と定義される。 ここで、 $L$ の固有ベクトルと固有

値は楕円の形を規定する軸に対応し、 $z$ は楕円の中心に対応する。 この楕円の体積は $c(r)/\sqrt{\det L}$

となる。 ここで $c(r)$ は $r$ 次元の単位球の体積を表しており、 次元 $r$ に依存した実数である。

原点中心な体積最小閉包楕円の定式化について述べる。 $m$ 個の $r$ 次元ベクトル $p_{1},$ $\ldots,$
$p_{m}\in \mathbb{R}^{r}$

に対して正負の符号を付けたベクトルの集合 $\{\pm p_{1}, \ldots, \pm p_{m}\}$ を $S$ とする。 この $S$ に対する原点

中心な体積最小閉包楕円は以下のような凸計画問題として定式化することができる。

$\mathbb{Q}$ : minimize - log det $L,$

subject to $\langle p_{i}p_{i}^{T},$ $L\rangle\leq 1,$ $i=1,$ $\ldots,$ $m,$

$L\succ 0$

ここで、 二つの行列に対する $\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ はそれらのフロベニウス内積を表している。問題 $\mathbb{Q}$ の変数は行

列 $L$ である。 $\mathbb{Q}$ の最適解 $L^{*}$ に対して、 $\{x\in \mathbb{R}^{r}:x^{T}L^{*}x\leq 1\}$ が $S$ に対する原点中心な体積最小

閉包楕円となる。特に、 $\{x\in \mathbb{R}^{r}:x^{T}L^{*}x=1\}$ が楕円の境界である。ステップ 2では $\mathbb{Q}$ の最適解
$L^{*}$ を計算し、集合 $S$ の中の要素 $p_{i}$ に対して、 $p_{i}^{T}L^{*}p_{i}=1$ が成立するものを全て見つけて、 その

添字集合を $\mathcal{I}$ とする。

問題 $\mathbb{Q}$ を解くための手法としては二つの手法がよく知られている。 一つは $\mathbb{Q}$ の双対問題に対し
て Frank-Wolfe法 [12, 14, 20, 1] を利用するというもので、 もう一つは内点法 [22, 11, 19, 21] で

ある。 理論的には、 二つの手法はともに最適値に十分近い値を得るまでの反復回数は入カデータ
の多項式で抑えられることが知られている。実用的には、内点法と切除平面法を組み合わせると

$\mathbb{Q}$ を効率的に解けることが知られている [19, 1]。したがって、 [16] におけるアルゴリズム 1の実装

としては、 内点法と切除平面法を組み合わせた手法を利用することを提案している。

3 提案手法の正当性と頑強性

提案手法は正当性と頑強性を有する。 これらの性質は厳密には以下のように記述される。

. (正当性; [16] の Theorem 1) 分離可能な行列 $A$ は仮定 1 を満たすとする。 $(A, rank(A)$ )
に対してアルゴリズム 1を実行して得られた添字集合を $\mathcal{I}$ とする。 すると、 $A(\mathcal{I})=F$ を満

たす。. (頑強性; [16] の Theorem 2) 分離可能な行列 $A$ とノイズ行列 $N$ に対して、 $\tilde{A}=A+N$

と表されるノイズを含む分離可能な行列 $\tilde{A}$ を考える。 $A$ は仮定 1を満たすとする。 $\epsilon$ を

$\epsilon=\frac{1}{4}\sigma(1-\mu)$

となるように取る。 $(\tilde{A}, rank(A)$ ) に対してアルゴリズム 1 を実行して得られた添字集合を $\mathcal{I}$

とする。 すると、 もし $||N||_{2}<\epsilon$ なら、 $||\tilde{A}(\mathcal{I})-F||_{2}<\epsilon$ を満たす。

頑強性の記述における $\sigma$ と $\mu$ は $\tilde{A}$ を構成してる分離可能な行列 $A$ によって定まる値である。 $\sigma$

は $A$ の基底行列 $F$ の最小特異値である。 つまり、 データの凸包の潰れ具合を表す値である。 $\mu$ は

$A$ の重み行列 $K$ の列ベクトル $k_{i}$ によって定まる値で、

$\mu=_{i=1}\max_{m-r}||k_{i}||_{2}$
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を表す。仮定 l-a と $k_{i}$ の非負性から $\mu\leq 1$ を満たす。 $\mu$ は基底とデータ点との離れ具合を表す値
であり、 特に、 基底とデータ点が一致する場合に $\mu=1$ となり、基底とデータ点が離れるに従っ
て $\mu$ の値は小さくなる。

この解析結果はアルゴリズムの頑強性に関する幾何的な直感とよく合っている。解析結果の $\epsilon$ は

データの凸包の潰れ具合を表す $\sigma$ と基底とデータ点との離れ具合を表す $1-\mu$ の積として与えら
れる。 そして、 これらの値が小さい場合、 ノイズは小さくなる必要があることを主張してぃる。 $\sigma$

が小さいとは、 図 4の中図のように、 データの凸包は平坦に近い形状になっていることを意味す
る。 $1-\mu$ が小さいとは、図 4の右図のように、 データの凸包の頂点とデータ点への距離が近いこ
とを意味する。 これらの場合、 ノイズが加わると、凸包の形状は大きく変ゎると思ゎれる。一方
で、 図 4の左図のように、 凸包の形状は等方的に膨らみを持ち、かっ、 凸包の頂点とデータ点へ
の距離が十分離れている場合、 多少ノイズが加わったとしても、 凸包の形状は大きくは変ゎらな
いと思われる。 したがって、 凸包の頂点はノイズが加わったとしても、頂点であり続けられる可
能性がある。 . : 基底

$|\sim|\iota^{\sim}\sim|\sim|\sim_{s}|\vee\sim\sim\sim\sim\sim\sim\sim\sim\sim\sim$
$|1\circ^{\backslash }0^{-}|O1^{\backslash }|\sim|0^{\grave{o}\sim}\sim\sim 0_{\vee}\sim\sim\sim\backslash \cdot F-$

ク点

$0^{o^{\backslash },\backslash }$

$\circ_{o^{o_{O}}o}0\mathring{o}0 \prime\prime\prime\prime,. T_{\backslash ^{\overline{o}0\circ\sigma_{-----}^{-arrow--arrow}}}^{-rightarrow-O----}Q^{\underline{O}-}---\infty | \prime\backslash _{L}\prime\prime$
’

$1$

$\prime\prime\prime$

’
$\prime$

’

$\sigma’|\prime||\prime\prime\prime\prime\prime$

’

$\sigma’6_{1}\circ,\prime|\prime|\prime\prime\prime\prime\prime$

’

図 4: データの凸包の形状の例。 (左図) ノイズの影響を受けにくい形状。 (中図、 右図) ノイズの
影響を受けやすい形状。

4 既存手法との比較

分離可能性の下での非負行列分解に対するアルゴリズムとしては主に AGKM $[2]$
、 Hottopixx[4,

7, $8]$
、 SPA $[9]$

、 XRAY[13] がよく知られている。表 1はそれらの正当性、頑強性に関する理論的
な保証についてまとめたものである。表中の
ことを、 $”\cross$ は現在のところ必ずしも理論的には保証はされていないことを表している。 $\tau$

” は

1節の頑強性に関する記述における $\tau$ を意味しており、 $\geq 1$ は対応するアルゴリズムの $\tau$ の値は
1以上であることを、 “1” は $\tau$ の値が 1であることを表している。 “計算コスト” という欄は各ア
ルゴリズムの計算コストについての記述をまとめている。 $LP$ とは線形計画問題のことを表してい
る。 四つのアルゴリズムとも正当性は保証されている。頑強性に関しては XRAY 以外の三つのア
ルゴリズムは保証されている。

表 1: 既存手法の正当性と頑強性

Hottopixx は提案手法と同様に正当性と $\tau=1$ の頑強性が保証されている。 [4] では、 $p=1$ とし
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て、 $\epsilon$ を

$\epsilon=\frac{\alpha\min\{d_{0},\alpha\}}{9(r+1)}$

とすると、ある仮定の下で Hottopixx は $\tau=1$ の頑強性を持つことを証明している。 ここで $\alpha$ はデー

タの凸包の潰れ具合を表す値である。具体的には、基底ゐとそれ以外の基底 $f_{j},$ $j\in\{1, \ldots, r\}\backslash \{i\}$

の凸包との $\ell_{1}$ 距離の中で最小のものを表している。 do は基底とデータ点との離れ具合を表す値で
ある。具体的には基底とデータ点との $\ell_{1}$ 距離の中で最小のものを表している。図 5は $(d, r)=(3,3)$

の場合の $\alpha$ と $d_{0}$ の様子を表している。

$f_{1}$

$f_{2}\vee------------\simeq^{\backslash }-C\prime\prime_{O^{O_{O^{\backslash }\backslash }^{\backslash }}O^{\backslash }}\prime\prime\prime\prime 0_{O}\prime\circ\prime\prime\prime]^{\backslash }\backslash \backslash f_{3}$

$d_{0}$

図 5: $(d, r)=(3,3)$ の場合の $\alpha$ と $d_{0}$ の様子

提案手法と Hottopixx の頑強性解析の結果を比較する。二つの手法の $\epsilon$ は共に 「データの凸包
の潰れ具合を表す値」 と「基底とデータ点との離れ具合を表す値」の積の形で表されており、特
に、 Hottopixx はこの積を分離可能な行列のランク $r$ で割った形になっている。Hottopixx の $\epsilon$ は

$1/r$ という項を持っているので、 $r$ が大きくなると $\epsilon$ の値は小さくなる。一方で、提案手法の $\epsilon$ に

おいては $1/r$ は含まれていない。 したがって、提案手法の頑強性は分離可能な行列のランクには
依存しないことを意味している。 しかし、提案手法は Hottopixx よりも多少強い仮定を置く必要
がある。提案手法は仮定 1を満たす必要がある。特に、仮定 l-b はデータ行列の凸包が単体になる
ことを要求する。一方で、 Hottopixx は l-b の代わりにより弱い仮定を置く。具体的には、 ある基
底は残りの基底の凸結合で書けないという仮定である。つまり、 データ行列の凸包が多面体にな
ることを要求する仮定である。
次に提案手法と Hottopixx の計算コストを比較する。 Hottopixx は次のような事実に基いてア
ルゴリズムを設計している。 (1) の形の分離可能な行列 $A$ に対して、以下のような $m\cross m$ の行列
$C$ を考える。

$C=\Pi^{-1}(\begin{array}{ll}I K0 0\end{array})\Pi\in \mathbb{R}^{m\cross m}$

この $C$ は $AC=C$ を満たす。 そして、 対角要素が 1となる $(i, i)$ 成分が $A$ における基底ベクト
ルの添字 $i$ に対応している。Hottopixx はこのような $C$ を $LP$ の変数として定式化する。 したがっ

て、 Hottopixx は $m^{2}$ 変数を持つ $LP$ を解く必要がある。一般的に $LP$ は解きやすい問題であるが、
変数の個数が多くなると解くことが困難になる。 実問題では $m$ が数万程度、できれば数十万程度
のデータ行列を扱う必要がある。 このような場合、Hottopixx を実行することは難しくなる。一方
で、 提案手法の主な計算コストは $d\cross m$ 行列に対する特異値分解の計算と体積最小閉包楕円の計
算である。 2.3.2節で述べたように、体積最小閉包楕円の計算は $m$ 変数の凸計画問題として定式化
される。 その解法として切除平面法を利用すると、実際には $m$ 変数よりかなり少ない変数の凸計
画問題を複数回解くことで、 効率的に体積最小閉包楕円の計算を行うことができることが知られ
ている [19, 1]。実際、 $m$ が数万、数十万程度のデータ行列に対して閉包楕円の計算を実行するこ
とができる。

AGKM と SPA は $\tau\geq 1$ の頑強性が保証されている。実際の性能としては、SPA と XRAY が優
れていると考えられる。 [9, 13] において、 これらの手法は大規模なデータ行列に対しても動作し、
また、優れた頑強性を示すことが実験的に報告されている。
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5 おわりに

[16] に関して本稿で説明を省略した事柄について触れる。頑強性解析の結果から、提案手法はノ
イズの大きさがある値以下ならノイズを含む分離可能な行列から基底に対応している行列を特定
できることが保証される。 ここで、頑強性解析で保証されている値よりもノイズが大きくなる場
合を考えてみよう。 この場合、 データ点に対する体積最小閉包楕円はその境界上に $r$ 個よりも多
くの個数のデータ点が載る可能性がある。 したがって、楕円の境界上の複数のデータ点から $r$ 個
の点を適切に選択する必要がある。 この選択に関して [16] では既存手法である SPA や XRAY を
利用することを提案している。 まず、 アルゴリズム 1を利用して、基底と成り得るデータ点の候
補を限定し、 その後、 既存手法を利用して適切に $r$ 個のデータ点を選択するというアルゴリズム
を提案している。 [16] では、 この実践的なアルゴリズムと既存手法である SPA と XRAY の性能を
実験を通して評価した結果を報告している。
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