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1. 緒言

自然界の海洋や大気の流れ、産業界での航空機や車などの輸送機械や空調設備に生じる

流れなど、 私たちの身の回りのほとんどの流れは乱流である。 さらに、気象現象や航空宇

宙分野で現れる高速気体流れでは圧縮性が強くなる。 そのため、 この分野で現れる乱流を

考える際には圧縮性の影響を考慮しなくてはならないが、 これまでにその影響は十分には
理解されていない。本研究では 2次元弱圧縮性乱流を対象とする。 弱圧縮性乱流つまり低

マッハ数乱流を取り上げることで衝撃波が生じない場合の圧縮性の影響を調べることを目

的とする。また、2次元乱流では計算コストの観点から 3次元乱流の場合と比較して高いレ

イノルズ数での計算が可能である。 したがって、 スペクトルを調べる際に広い範囲の波数

を用いることが可能であり、圧縮性の影響を詳細に調べることが出来る。2次元乱流と 3次

元乱流は異なる性質を持つが、圧縮性が乱流に与える影響という観点では類似点があると

考えられる。 ここで得られた圧縮性の知見は衝撃波が生じる高速気体流れの複雑な現象の

解明にも生かすことが出来ると期待される。

弱圧縮性乱流研究に関しては、 より強い圧縮性を持つ流れの理解へのステップとしての

研究に加えて、宇宙流体分野への応用を目的とした研究も行われている。星間物質 (ISM)

や太陽風の密度スペクトルは Kolmogorovスペクトル $k^{-5/3}$ に従うことがこれまでの観測によ
り知られている [1,2]。さらに、それらのエネルギースペクトルも同様に Kolmogorov スペクト

ルに従うということ $[3,4]$から、 ISM や太陽風の流れが非圧縮性に近い流れとなっていると予

想されている。 そこで、弱圧縮性乱流を用いてこれらの観測結果を説明する取り組みが行

われている。 Shaikh et al.[5]は圧縮性 Navier-Stokes 方程式から導かれた nearly incompressible
モデルを用いて 2次元 nearly incompressible 流れに対する数値シミュレーションを擬スペク

トル法により行い、減衰乱流の場合にはエネルギースペクトルと密度スペクトルにが波数

の-3乗に比例する慣性領域をもつことを報告している。 しかし、彼らの研究では初期条件

の与え方が詳しく議論されていないことに加えて、 得られたスペクトルが高波数で十分に
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減衰していないことから、 結果の信頼性に疑問が残っている。圧縮性乱流では非圧縮性乱

流とは異なり圧力と密度の初期条件は一通りには決まらず、多くの選択肢が存在する。 そ

こで Samtaney et al [6]はその影響を調べることを目的として 3次元圧縮性乱流の直接数値計

算 (DNS)を高次精度有限差分法により行い、初期の圧力と密度の分布が運動エネルギーの統

計量に与える影響は無視出来る程度であることを示した。 しかし、 この研究においても格

子点数が 25$6^{}$ であることから、 より高い解像度を用いて研究を行った場合、新たな知見が

得られる可能性が残されている。

以上から、本研究の目的は高解像度の DNS により 2次元弱圧縮性減衰乱流の性質を詳細

に調べることとする。 これにより、圧縮性が乱流に与える影響について詳しく議論する。

また、本研究では初期の密度と圧力の依存性に着眼して、 その影響が統計的性質や物理過

程にどのように現れるかを議論する。

2. 方法

2-1. 方程式

支配方程式は以下に示す 2次元圧縮性 Navier-Stokes 方程式とする。

$\frac{\partial\rho}{\partial t}+\nabla\cdot m=0$ , (1)

$\frac{\partial m}{\partial t}+\frac{1}{2}\frac{\partial m,u_{J}}{\ _{J}}+ \frac{1}{2}(m\cdot\nabla)u+\frac{1}{2}(\nabla\cdot m)n=-\nabla p+\frac{\partial\tau_{y}}{\ _{J}}$ , (2)

$\frac{\partial p}{\partial t}+u\cdot\nabla p+\wp\nabla\cdot u=(\gamma-1)\nabla\cdot(\kappa\nabla T)+(\gamma-1)\phi$. (3)

ここで、 $\rho$ は密度、 $m$ は単位体積当たりの運動量、 $u$ は速度、 $p$ は圧力、 $\tau_{tj}$は粘性応カテン

ソル、 $\gamma$ は比熱比、 $\kappa$ は熱伝導度、 $T$は温度であり、 $\varphi$ は粘性散逸である。

さらに、 比較対象として 2次元非圧縮性 Navier-Stokes方程式を用いる。
$\nabla\cdot u=0$, (4)

$\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u=-\frac{1}{\rho_{0}}\nabla p+\frac{1}{{\rm Re}}\nabla^{2}u$ . (5)

ここで、 $\rho_{0}$ は一定密度、 ${\rm Re}$ はレイノルズ数である。

2-2. 数値計算方法

領域 $[0, 2\pi]^{2}$において周期境界条件で方程式 (1)-(3)をスペクトル法 (選点法)により解く。 格

子点数は $N=1024^{2}A096^{2}$ とする。 時間発展には 4次精度 Rmge-Kutta法を用いる。 また、時

間の規格化は初期の音速と長さ $2\pi$で行っている。 さらに、 マッハ数の異なる結果の比較の

ために場の平均速度〈回〉と長さ $2\pi$ を用いて定義される以下の無次元時間を使用する。
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$\overline{t}=t\cdot(<|u|>/2\pi)$ . (6)

2-3. 初期条件

速度場は、以下の運動エネルギースペクトル分布を満たすように決定される。

$E(k)\propto k\exp(-2k^{2}/k_{0}^{2})$ . (7)

ここで、 $k$ は波数、秘はスペクトルのピーク波数である。 さらに、初期の速度場は非圧縮性
とする。

$\nabla\cdot u=0.$ (8)

また、 速度場の平均マッハ数は 0.05, 0.1, 0.2とする。

密度と圧力の初期条件にはエントロピーの分布が異なる 2つの初期条件を用いる。また、
これらの条件は粘性を無視した Ligffiill方程式の右辺の音源項を (9)は厳密に、(lo)は近似的

に消去する条件となっている。 このため、音波の影響を無視してエントロピー依存性に着
眼した研究が可能となる。

Poisson方程式、等密度 (Non-uniform)

非圧縮性の運動量の式の発散を取ることにより以下の Poisson方程式を得る。

$\nabla^{2}p=-\rho_{0}\frac{\partial u_{t}\partial u_{j}}{\partial x_{J}\partial x_{t}}, \rho_{0}=1$ (9)

Poisson方程式，等エントロピー (Uniform)

等エントロピーの仮定のもとに運動量の式の発散を取り、 粘性項を無視することで以下
に示す Poisson方程式が導かれる。

$\nabla^{2}(\frac{p}{\rho})=-\frac{\gamma-1}{\gamma}\frac{\partial u_{t}}{\ _{j}} \frac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}}, \frac{p}{\rho^{\gamma}}=\frac{1}{\gamma}$ . (10)

3. 結果

プラントル数は $Pr=0.072-7.2$ とする。 本計算では、 $\overline{t}=1$ . 以降を準平衡状態とみなす。準
平衡状態におけるレイノルズ数は ${\rm Re}=(|u|>2\pi)/\mu=3.1\cross 10^{4}-3.1\cross 10^{5}$ でティラーマイクロス

ケールに基づくレイノルズ数 $R_{\lambda}$ はエンストロフィー $Z$ 、エンストロフィー散逸率 $\eta_{Z}$を用い

て $R_{\lambda}=Z^{3/2}/\eta_{Z}$で定義し、 $R_{\lambda}=2148$ であった。
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3-1. エネルギースペクトル

Fig. 1 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ こ $\overline{t}=2.23$のエネルギースペクトルスペクトルを示す。まず、圧縮性 DNS の結果を比
較するとエネルギースペクトルに初期の密度と圧力による依存性はない。 さらに、非圧縮

性 DNS の結果との違いは無視出来る程度であることが分かつた。Kraichnan et al[7].の次元解

析によれば、2次元非圧縮性乱流にのエンストロフィーカスケードおけるエネルギースペク

トルは慣性領域において炉に比例することが示されている。 そこで、 $-3$ 乗からのずれを調

べるために、3つの異なるレイノルズ数の場合におけるエネルギースペクトルに $k^{3}$ を掛けた

ものを Fig.2に示す。この結果からレイノルズ数が大きくなると慣性領域指数は-3に近い値

となっていることが分かった。

$k$

Fig. 1 Energy spectrum for ${\rm Re}=3.1\cross 10^{4},$ $M_{0}=0.1,$ $PE$.72 at $\overline{t}=2.23.$

$k$

Fig.2 Energy spectrum multiplied by $k^{3}$ for uniform case, ${\rm Re}=3.1x10^{4},1.3x10^{5},3.1x10^{5},$ $M_{0}\triangleleft.1,$

$Pr=0.72$ at $t=2.23.$

3-2. 密度場におけるシート状構造

Fig. 3に $\overline{t}=1.11$の密度場を示す $\circ$
密度場は初期のエントロピーに依存した分布になっている。
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初期のエントロピーを一様に与えた場合 (Fig. $3(a)$ ) は連続的な分布となっているが、初期

のエントロピーを非一様に与えた場合 (Fig.3 $(b)$) にはシート状の構造が発生しているが分
かる。

(a)Uniform (b)Non-umfom

1.03 1.0366
1.02 1.02

5 5
1.01 1.01
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1 0.96 1 0.96
$0$ 0.95 $0$ 0.95
0123456 科 1 23 4 5 6

Fig.3 Density field for (a)uniform, (b)non-uniform, ${\rm Re}=3.1x10^{4},$ $M_{0}=0.1,$ $P\Gamma-0.72$ at $\overline{t}=1.11.$

初期のエントロピーを非一様に与えた時に密度場にシート状構造が出現する理由を以下
で考察する。 まずはじめに、以下に示すエントロピー方程式を考える。

$\rho T(\frac{\partial s}{\partial t}+u\cdot\nabla s)=\Phi+\kappa\nabla^{2}T$. (11)

ここで、粘性散逸 $\Phi$ は次のように表される。

$\Phi=r_{lj}\frac{\partial u_{l}}{\ _{J}}, \tau_{tj}=\mu(\frac{\partial u_{i}}{\partial\kappa_{j}}+\frac{\partial u_{J}}{\partial x})-\frac{2}{3}\mu\nabla\cdot u\delta_{lj}$ . (12)

今、粘性係数 $\mu=$は lxl $0^{- 5}-2\cross 10^{-6}$ と非常に小さいので、粘性散逸項を無視出来ると考えると、
(11) $\uparrow$ま

$\rho T(\frac{\partial s}{\partial t}+u\cdot\nabla s)=\kappa\nabla^{2}T$ , (13)

となる。 これは任意のパッシブスカラー $c$ に対する移流拡散方程式

$\frac{\partial c}{\partial t}+u\cdot\nabla c=\kappa\nabla^{2}c$ , (14)

と同様な形となる。 したがって、エントロピーには filamentation が発生していることが予想
される。 Fig. 4に示すように実際にエントロピー場には filamentation が発生している。
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(a)Unifom (b)Non-uniform

$3425601$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 5e-050.00050.000150.00020.000250.00030.000350.00040.000450^{\cdot}00010$
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$-004-003-0.05-002-001-0060\cdots\cdot.010020$

0123456 0123456

Fig.4 Entropy field for (a)uniform, (b)non-uniform, ${\rm Re}=3.1x10^{4},$ $M_{0}=0.1,$ $PE$.72 at $\overline{t}=$ l.n.

さらに、圧力場にはシート状構造は存在していないことから密度にシート状構造が生じる

としたら、 それはエントロピーによる影響であると考えられる。 初期のエントロピーの与

え方によって大きく異なるのはエントロピーの絶対値の大きさである。 Fig.4のエントロピ
ーの変動幅に注目すると、Fig.4(b) のオーダーは Fig.4(a)の 1000倍のオーダーとなっている

ことが分かる。 つまり、 Fig.4(a)の初期にエントロピーを一様に与えた場合では絶対値が小

さいため密度に対する影響は小さい。 Fig.4(b)の初期にエントロピーを非一様に与えた場合

にはエントロピーの絶対値が Fig.4(a)に比べて大きく、密度に影響を与える。 したがって、

密度場にシート状構造が発生すると考えることが出来る。

以下ではシート状構造の性質について考える。Fig.3(b)の r–5.5の断面を切断し、Fig.5に

示す断面図を得る。 さらに、 Fig.6は Fig.5を $y=4.14.6$ において拡大したものである。

$\propto$ $\sim$

$y$

$y$

Fig.5 Cross section ofFig.4 (a) at $x=5.5$ . Fig.6 Magnified figure ofFig.6 at $\#.1A$.6.

これから幅や振幅の定量的評価を考える。 はじめに、幅について以下の長さの次元をも
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つ量で評価可能であるかどうかを考える，
$<\nabla\rho>/<\Delta\rho>.$

Fig. 7に (15)を時間とともにプロットした図を示す。

(15)

臆
$\grave{\dot{\vee}}\prime$

臆

ヒ

$0$ 0. $5$ 1 ’.5 $\underline{\uparrow}$

’. $( \langle|u|\rangle\int_{\wedge}\pi\}$

Fig. 7 Scaled widths for non-uniform case, ${\rm Re}=3.1x10^{4},$ $M_{0}=0.1,$ $Pr=0.72.$

Fig; 7において (15)の値はシート状構造が定常となった時の幅の代表的なオーダーと一致す

る。 さらに、 グラフの挙動はシート状構造の生成過程に連動して変化することから (15)で幅

の定量的評価が可能であることが分かった。
次に、 幅がどのような物理量で決定されているかを考える。 シート状構造の生成にはエ
ントロピーの拡散が 1 つの重要な役割を果たしていることはすでに述べた。 そこで、 以下
の 1次元拡散方程式を考える。

$\frac{\partial c}{\partial t}=\kappa\frac{\partial^{2}c}{\partial x^{2}}$ . (16)

初期条件が $\delta$ 関数の場合の解は、 以下のガウス分布である。

$c(x,t)= \frac{1}{\sqrt{4\pi\kappa}}\exp(-\frac{x^{2}}{4n}\}$ (17)

この解では振が幅を表す。したがって、シート状構造の幅に対して泥が 1つの決定因子に
なっていると予想される。プラントル数 $Pr$ の定義からプラントル数 $Pr$ と熱伝導度 $\kappa$ は反比

例するので、 幅を評価する際に $Pr^{1/2}$ を掛けることで幅が石に比例するかどうかを調べる。
Fig.8(a)に異なる 3つのプラントル数の比較の結果を示す。一方 Fig. 8(b)は $Pr^{1/2}$ を掛けて整

理した結果である。Fig.8(a)においてはプラントル数に依存して値が異なっていたが Fig. 8(b)

ではどのプラントル数の場合も同様のオーダーとなっている。
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(a)Original (b)Multiplied by $Pr^{1/2}$

$\sim\alpha\dot{4}^{\iota}$

$\hat{\backslash \vee\vee\triangleright\triangleleft a\hat{a}}$

$\backslash \vee S\triangleright\vee\wedge\hat{\hat{a}a}$

$0$ 0.$5$ 1 1.$5$ 2
$t\cdot(\langle|u|\rangle/2\pi)$ $t\cdot((|u|\rangle\prime 2\pi)$

Fig. 8 Scaled widths for non-uniform case, ${\rm Re}=3.1\cross 10^{4},$ $M_{0}=0.1,$ $PE$.72.

したがって、シート状構造の幅は泥に比例することが分かる。つまり、石はシート状構造
の幅の 1つの決定因子となっていることが分かる。

続いて、幅のレイノルズ数依存性について考える。 Fig. 9(a)に異なる 3つのレイノルズ数

の場合について幅を評価した結果を示す。 ここで、 プラントル数は $PE$.72で一定である。
${\rm Re}^{1/2}\propto 1/\sqrt{\mu}$ を Fig. 9(a)に掛けた結果が Fig.9(b)である。 Fig. 9(a)では値にレイノルズ数依

存性が見られるが、 Fig. 9(b)ではその差が小さくなっている。 つまり、幅は ${\rm Re}^{1/2}$ に反比例

していることが分かる。 一方、 プラントル数は定義より $Pr\propto\kappa/_{\mu}$であるから、 上の結果と

あわせると幅は $({\rm Re} Pr)^{-1/2}\propto$ 石に比例することになる。

(a)Original (b)Multiplied by ${\rm Re}^{1/2}$

$\sim\circ\backslash rightarrow-\prime\underline{o}$

$\hat{\vee\triangleleft a}$

$\vee r^{4}x$

$\sim\hat{R\propto}$
$\hat{Sa}$

$\sim\hat{\vee\triangleright a}$

$0$ 0.$5$ 1 1.$5$ 2
$t\cdot l(|u1)12\pi) t\cdot(\langle|u|\rangle/2x)$

Fig. 9 Scaled widths for non-umiform case, ${\rm Re}=3.1\cross 10^{4},$ $M_{0}=0.1$ , Pr4.72.

次に、シート状構造の振幅を考える。振幅が大きくなればなるほど密度の勾配 $\nabla\rho$ も大き
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くなると予想される。 そこで、 $\nabla\rho$ を用いて定量的評価することを考える。 しかし、勾配 $\nabla$

$\rho$ はシート状構造の幅が小さくなることによっても大きくなるので、それを補正するために

(15)を掛けた以下のような量で評価することを考える。
$<\nabla\rho>\cdot(<\nabla\rho>/<\Delta\rho>)$ . (18)

Fig. 10に 3つの異なる初期マッハ数の場合について振幅を評価した結果を示す。マッハ数

によって違いが生じていることが分かる。 一方 Fig. 10(a)を初期のマッハ数の二乗で割った

結果 Fig. 10(b)では違いが小さくなり同様のオーダーとなっている。 これは、振幅がマッハ

数の二乗に比例し、 これが振幅に対する一つの決定因子となっていることを示している。

以下でこの理由について考察する。密度スペクトルの節で詳しく示すが、等エントロピー

で密度と圧力の変動が小さい場合には、基準値からの密度変動 $\rho’=\rho-\rho_{0}$ と圧力変動 $p’=p-p_{0}$

が比例すると考えることが出来る。 さらに、 非圧縮性に近いためベルヌーイの式

$1/2\rho_{0}|u|^{2}+p=p_{0}$ を考えれば、 $|u|^{2}\propto p’$ となる。 加えて音速の変動が小さくほぼ一定とみな

せることより、 $M^{2}\propto p’$ となる。 ここで、 密度変動と圧力変動が比例することを用いれば、
$M^{2}\propto\rho’$を得る。シート状構造が発生するのは初期にエントロピーが非一様な場合であるが、

密度変動のオーダーは初期のエントロピーが一様な場合と同様なので、 このスケーリング

がおおよそ成立していると考えられる。

(a)Original (b)Divided by $M_{0}^{2}$

穏
$\hat{\hat{\vee\triangleleft a}}$

$\sim-$

$\vee\triangleleft\wedge\hat{\infty}$

$\sim\hat{\vee\vee\triangleright a}$

$\hat{ba}$

$\hat{\vee\triangleright\simeq}$

臆

$0$ 0.$5$ 1 1.$5$ 2
$f\cdot((1u1)\prime 2\pi\} t\cdot(\langle|u1)t2\pi)$

Fig. 10 Scaled amplitudes for non-uniform case, ${\rm Re}=3.1$ xl $0^{4},$ $Pr=0.72.$

3-3. 宙度スペクトル

Fig. 11 に準平衡状態における密度スペクトルを示す。 これより、初期のエントロピーに
依存した 2つのモードを確認することが出来る。 この結果は明らかに密度場に対するエン

トロピー分布の影響を示している。
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$k$

Fig. 11 Density spectrum for ${\rm Re}=3.1x10^{4},$ $M_{0}=0.1,$ $P\ulcorner\triangleleft.72$ at $\overline{t}=2.23.$

最初に初期にエントロピーを一様に与えた場合について考える。 この場合、 計算時間全

体にわたってほぼ等エントロピーな場となっていると予想出来るので、等エントロピー関

係式

$\underline{p}=\underline{p_{0}}$ (19)
$\rho^{\gamma} A$

’

が成立すると考える。 本計算では、密度変動及び圧力変動が小さいことを考慮して、 線形

近似により

$\frac{p’}{p_{0}}-\gamma\frac{\rho’}{\rho_{0}}=0$ , (20)

を得る。 したがって、 $\rho’\propto p’$ となり、密度スペクトルと圧カスペクトルが比例する、つまり

$E_{\wp}(k)\propto E_{pp}(k)$ と予想される。 そこで、密度スペクトルのスケーリングのために圧カスペク

トルのスケーリングを考える o Lesieur et al [8]は非圧縮性の圧カスペクトルが慣性領域におい

てエンストロフィー散逸率 $\epsilon_{\Omega}$ と波数 $k$ のみに依存するとして次元解析を行い、圧カスペク

トルが慣性領域において波数の-5乗に比例すると予測した。 したがって、慣性領域におい

て以下の関係式が成立すると予想することが出来る。
$E_{\wp}(k)\propto E_{pp}(k)\propto k^{-5}$ , (21)

$-5$ 乗からのずれを調べるために、 Fig 12に 3つの異なるレイノルズ数を与えた場合の密度

スペクトルと圧カスペクトルにそれぞれ炉を掛けた結果を示す。 まず、密度スペクトルに

注目すると、波数の-5乗に比例する領域が確認出来る。 一方、圧カスペクトルに関しても

レイノルズ数が最も低い場合は-5乗からのずれが見られるが、 レイノルズ数が大きくなる

につれて、密度スペクトルと重なったフラットな領域が広くなることが分かる。以上から、

レイノルズ数が大きい極限では慣性領域において (21)の関係式が成立すると考えられる。
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(a)Re$=3.1\cross 10^{4}$ (b)Re$=1.3\cross 10^{5}$ (c) ${\rm Re}=3.1\cross 10^{5}$

$k$ $k$ $k$

Fig.12 Density spectrum multiplied by $k^{3}$ for non-uniform case, (a) ${\rm Re}=3.1^{x}10^{4},$ $(b)1.3\cross 10^{5},$

$(c)3.1x10^{5},$ $M_{0}=0.1,$ $P\Gamma-0.72$ at $\overline{t}=2.23.$

次に初期に非一様なエントロピーを与えた場合の密度スペクトルのスケーリングについ

て考える。 シート状構造の性質の考察によれば、 初期に非一様なエントロピーを与えた場

合の密度はパッシブスカラーのように振る舞うエントロピーに影響を受けている。そこで、
パッシブスカラースペクトル Ecc(k)のスケーリングを考える。パッシブスカラースペクトル

Ecc(k)は慣性領域において、エンストロフィー散逸 $\epsilon_{\Omega}$ と波数 $k$及びパッシブスカラー散逸率

$\epsilon_{c}$ のみに比例するとした次元解析により、慣性領域において以下の関係式を得る。
$E_{cc}(k)\propto k^{-1}$ . (22)

ここでパッシブスカラー散逸率 $\epsilon_{c}は_{}\epsilon_{c}=\kappa|\nabla c|^{2}$ と定義する。 したがって、密度スペクトル

は慣性領域において波数の-1乗に比例すると予想される。
$E_{\rho\rho}(k)\propto k^{-1}$ (23)

Fig. 13に 3つの異なるレイノルズ数を与えた場合の密度スペクトルに $k$ を掛けた結果を示

す。 レイノルズ数が大きくなるにつれて慣性領域指数が 4 に近い値をとっていることが分

かる。 したがって、 レイノルズ数が大きい極限において (23)が成立すると考えられる。
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$k$

Fig.13 Density spectrum multiplied by $k^{3}$ for non-uniform case, ${\rm Re}=3.1x10^{4},1.3x10^{s},$ $3.1x10^{5},$

$M_{0}=0.1,PE.72$ at $t=2.23.$

4. 結言

2次元一様等方性圧縮性減衰乱流の DNS を行い、統計的性質と密度分布の詳細な解析を
行った。

エネルギースペクトルの初期の圧力と密度に対する依存性は無視出来る程度であった。

一方、密度は初期のエントロピーに依存し、初期のエントロピーを非一様に与えた場合に

はエントロピーの filamentation の影響を受けてシート状構造が発生することが分かった。さ
らに、 このシート状構造の性質について調べ、 蚕が幅の決定因子であることが分かった。

また振幅における決定因子は $M_{0}^{2}$ であることを明らかにした。また、密度スペクトルに関し
ては、初期のエントロピーを一様に与えた時は慣性領域において $E_{\rho\rho}(k)\propto k^{-5}$が成立し、初

期のエントロピーを非一様に与えた時に出現するモードでは $E_{\rho\rho}(k)\propto k^{-1}$ が成立することが

分かった。
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