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1. はじめに

一成分の純粋な流体からなる水平流体層を下面から加熱するときに発生する対流はベナール対
流と呼ばれ，徐々に温度差を大きくすると最初に発生する対流は定常対流となる [1,2,3,4]. 一方，
流体中に塩などの溶質が融解しているときや 2種の流体が混じり合った混合液の場合には，最初
に発生する対流が振動対流となる場合も多く，発生した対流の挙動も複雑である．これらの塩を
含む溶液と 2流体混合溶液中に発生する対流は多くの共通の性質をもっているが，大きな違いも
あり，これらの溶液中に対する研究者の関心も異なっている．ここでは，塩を含む溶液中の対流
を熱塩対流と呼び，2流体混合溶液中の対流を 2流体対流と呼んで区別をすることし，これらを
総称して 2重拡散対流と呼ぶ．
熱塩対流中では塩などの物質拡散と熱拡散が同時に起こるため，振動対流の発生だけでなく，複

雑な現象が生じる (例えば柳瀬 [5] などを参照). 熱塩対流は海洋物理学で研究が始められ，ソル
トフィンガー現象と呼ばれる鉛直縞模様の塩の濃度分布が生じたり，鉛直方向に階段状の塩の濃
度分布が形成される．また，ベナール対流の簡単化されたモデルとして提案されたローレンッモ
デルでは発生するカオスがモード打ち切り効果によって生じるものとされたのに対して，熱塩対
流では物理現象としてカオスが発生するため，カオス研究の対象としても注目を浴びてきた．
もう一つの 2重拡散対流である 2流体対流は，熱塩対流とは異なり，流体層の一部のみで局所

的に対流が生じ，他の部分では静止状態となる局所構造が発生するため，パターン形成に関心を
もつ研究者の注目が集まっている．熱塩対流と同様に，2流体対流でも最初の不安定性で生じる
対流が振動対流となることもあり，非常に複雑な対流が生じる．特に，温度勾配が物質拡散や濃
度拡散に影響を与える効果 (ソレ効果，Soret effect) が無視できないとき，現象はさらに複雑に
なる．ソレ効果は温度勾配と逆向きに物質あるいは流体の濃度勾配を誘起する効果であり，エタ
ノールと水の混合溶液の場合には，高温度場よりも低温度場の方がエタノール濃度が大きくなる
性質がある．このとき，エタノール濃度が大きいと混合溶液の密度は小さくなり，温度による浮
力と濃度による浮力の比で表されるパラメータである分離比 (Separation ratio) は負となる．また，
温度上昇による密度減少がソレ効果による濃度減少によって一部が相殺され，安定化される．こ
のように，温度上昇による不安定効果とエタノール濃度上昇による安定化効果が拮抗して複雑な
現象を導く．流れ場が周期境界であれば対流セルパターンは伝播波として有限の位相速度で領域
内を伝播する．また，2流体対流中ではある領域だけに局在化した対流パターンが可能であるた
め，局在定常波や局在伝播波などの進行波型のパルス状対流が生じる．このように，2流体対流
は振動発生 (リズム生成) とパターン発生の原始的なモデルと見なすこともできる．

2流体対流については，流体が静止した熱伝導状態の線形安定性だけでなく，発生した対流の
性質についても，理論的にも実験的にも詳しく調べられており，多くの報告が行われている．2
流体対流の応用面では多孔質媒質中の対流を考えたり，取り扱う問題によって境界条件が異なる
ため，実験においても理論においてもその研究範囲は多岐にわたっている．線形および弱非線形
安定性解析においても，多孔質中の 2流体対流の発生条件が Knobloch[6] によって調べられた．実
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験条件に近い現実的な境界条件を用いた線形安定性解析は Knobloch and $M\infty re[7]$ により行われ，
定常対流，伝播対流，定在波型振動対流に対する対流の発生条件が求められた．ただし，線形安
定性解析においては，分離比の値を仮定するが，分離比は混合溶液の濃度や温度に依存して変わ
るため実験による値の算出は困難であり，むしろ，安定性解析の結果と実験による対流の発生条
件との比較から分離比を定める必要があることが分かった．分離比に比べてソレ係数 (後に説明

するルイス数の逆数) の測定法については，多くの実験方法が考え出され，比較的精度よく測定
が可能である [8].

2流体対流の複雑な振る舞いは実験でも確認されている．たとえば，Walden, Kolodner, Passner
and Surko[9] は横長の矩形容器中での 2流体対流の発生とその発展を調べ，発生の臨界状態近傍で
はカオス的な熱対流が発生するが，レイリー数が大きくなると時間的に変化し，さらに大きなレイ
リー数ではベナール対流の場合と同様に定常な対流へと変化することを示した．また，Kolodner,
Bensimon and Surko[10] は高さが低い 2重円筒間にできる円環領域中でのエタノールと水の 2流
体対流の発生と発展を実験により調べ，全円環領域で発生した対流が伝播する伝播対流や領域中
の一部に局在化して発生した対流が伝播する局在伝播対流などの現象を見いだした．その他にも，
Kolodner[ll, 12] や Bensimon, Kol($X$石 er and Surko[13] は局在伝播波 (パルス) の衝突など 2流体対
流中での対流の発生と伝播について実験により詳しく調べた．

2流体対流の複雑な振る舞いは数値シミュレーションによっても詳しく調べられてきた．たと
えば，Jung, Matura and Licke[14] は水平方向に周期境界条件を用いて数値シミュレーションを行っ
た．その結果，伝播対流定在波型振動対流および局在伝播対流などを再現し，それらの解の分
岐構造を求め，定在波型振動対流から伝播対流への遷移について調べた．また，Watanabe, Toyabe,
Iima and Nishiura[15] は数値シミュレーションを行い，2流体対流中で時間と共に周期的にその形
が変化する振動型局所伝播対流が存在することを見いだし，その解の性質と解の大域的な構造と
の関係を明らかにした．

2流体対流で観測される局所伝播対流のような局所化した波動は化学反応や反応拡散系など他
の多くの散逸系でも生じることが分かっており，それらの発生や衝突はパターン形成などの観点
から，より一般的で普遍的な波動現象として注目する研究も多く，それらの研究ではスイフト
ホーヘンベルグ方程式やそれを拡張した方程式が用いられている．たとえば，Coullet, Riera and
Tresser[16] は化学反応方程式モデルとスイフトホーヘンベルグ方程式を拡張した方程式を用い
て，局所化した解の発生と遷移について議論し，解の分岐構造を調べた．また，Coullet[171は数

学的なモデルを用いて，局所化した解の発生と相互作用を調べ，そのような局所化した解が存在
する理由を説明することを試みた．これらの結果の意味を 2流体対流の場合に当てはめれば，ベ
ナール対流は流れ場全体にわたって対流が発生するのに対して，2流体対流では一部の領域のみ
に対流が発生し，そのまわりの領域に対流が発生しない理由を説明していることになる．
これまでの 2流体対流の研究では空間的に周期境界条件を採用することが多く，矩形領域の 2

流体対流についてはあまり研究が行われていない．純粋な流体については，矩形容器の下面を加
熱したときの熱対流の発生についても多くの研究報告が行われている (たとえば，Mizushima[18],

Mizushima and AdachiI19] などを参照). 特に，Mizushima and Nakamura[20] は，矩形容器のアス
ペクト比を連続的に変えると，臨界モードが入れ替わり，それぞれのモードに対応する臨界レイ
リー数の反発現象が生じることを見いだし，その固有値の反発とパターン形成との関係を議論し
た．2流体対流については，Mercader, Bafiste, Alonso and Knobloch[21] は容器幅と容器高さの比
(アスペクト比) が 14の場合について矩形容器中の 2重拡散対流の発生と遷移について調べ，そ
の分岐構造を明らかにした．そこで得られた解の分岐構造もまた，これまで周期境界条件の場合
と同様にスネーキングと呼ばれる蛇行曲線で表される解の構造をもつことが確かめられた．この
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ような蛇行曲線 (スネーキング) で表される解の分岐構造はスイフト・ホーヘンベルグ方程式を
拡張した方程式においても得られることが分かっており，加熱した円柱群を過ぎる流れの中でも
生じるという報告もある [22]. しかし，Mercader et al. のように矩形領域の 2重拡散対流に注目し
た研究は多くなく，特に小さなアスペクト比をもっ容器中の 2流体対流の発生と遷移については，
著者の知る限り報告がない．しかし，2流体対流の複雑な性質を探る原点は，より小さなアスペ
クト比の矩形領域における 2流体対流について調べることにより明らかになると考えられる．
本研究では，矩形容器中に満たされたエタノールと水の混合溶液中における 2流体対流の発生
とその遷移について，線形安定性・数値シミュレーションおよび定常解の数値計算により詳しく
調べる．特に，断面が正方形の場合について，容器中の流体が外部から受けるトルクと仕事を評
価し，不安定性が生じる力学的機構と 2流体対流中に周期振動が生じるリズムとパターンの生成
機構を力学的な側面から明らかにする．

$z$

図 1: 容器の矩形断面と座標系．

2. 問題設定と定式化

矩形断面をもつ容器中に満たされたエタノールと水の混合流体中に発生する 2次元 2流体対流
の発生と遷移について考える．容器の上下面は完全熱伝導性をもつ固体壁で，左右の側壁は断熱
固体壁であるとし，容器の長さは十分に長く，流れ場は 2次元的であるとする．容器の下面を加
熱し上面を冷却することにより上下面に温度差を与えたときに生じる 2重拡散対流中での振動と
パターンの発生機構について調べる．アスペクト比 $A$ (高さ $d$ と幅 $W$ の比 $W/d$) の矩形断面の
中心を原点 $O$ として，容器の上下面に平行に $x$ 軸，鉛直上向きに $z$ 軸をとる (図 1). 容器の下面
を一定の温度 $T_{0}+\delta T/2$ , 上面をそれよりも低い温度 $T_{0}-\delta T/2$ に保つ．

浮力項を除いては流体の物質的な性質は温度によって変化しないとするブジネスク近似を用い
ると，流体の速度 $u=(u, w)$ , 圧力 $p$ , 温度丁，エタノール濃度 $C$ の時間変化を支配する方程式
は連続の式，ナビエ．ストークス方程式，熱拡散方程式および濃度拡散方程式であり，

$\nabla\cdot u = 0$ , (1)

$\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u=-\frac{1}{\rho_{0}}\nabla p+\nu\Delta u + \{\beta_{T}(T-T_{0})-\beta_{C}(C-C_{0})\}ge_{z}$, (2)

$\frac{\partial T}{\partial t}+(u\cdot\nabla)T = \kappa\Delta T$ , (3)

$\frac{\partial C}{\partial t}+(u\cdot\nabla)C = \gamma_{2}\triangle T+D\Delta C$, (4)

$\nabla=(\frac{\partial}{\partial x}, \frac{\partial}{\partial z}) , \Delta=\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}$ (5)
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と表される．ここで，熟伝導 (静止)状態における原点 $O$ での温度を乃とし，そのときの流体の密
度を $\rho_{0}$ , エタノール濃度を $C_{0}$ とする．$g$ は重力加速度，$\nu$ は動粘性係数，$\kappa$ は流体の熱拡散係数，
$D$ はエタノール (物質)拡散係数，$e_{z}$ は鉛直上向きの単位ベクトルである．$\beta_{T}=-(1/\rho_{0})(\partial\rho/\partial T)_{0}$

は温度変化による流体の膨張係数であり，流体の密度 $\rho$ の変化率に負号を付けたものと等しい．同
様に，$\beta_{C}=(1/\rho_{0})(\partial\rho/\partial C)_{0}$ はエタノール濃度変化に伴う，混合流体の密度の変化を表す．エタ
ノールは水よりも密度が小さいので，$\beta_{C}<0$ である．水と塩との混合流体の場合は $\beta_{C}>0$ であ

る．$\gamma_{2}$ はソレ (Soret)効果を表しており，温度勾配によって物質が拡散する効果である．液体では
デュフオー (Dufour)効果は小さいため，式 (3) にはデュフォー効果の項を考慮に入れていない．

容器の上下面は熟伝導性の良い物質でできた固体表面であるとしているので，上下壁面上では
速度には粘着条件，温度には一定条件，物質には非透過条件を課す．それらの境界条件は

$u=0, T=T_{0} \mp\frac{\delta T}{2}, \gamma_{2}\frac{\theta T}{\partial z}+D\frac{\partial C}{\partial z}=0 (z=\pm\frac{d}{2})$ (6)

と表される．左右側壁は断熱材でできた固体表面であるとしており，境界条件は

$u=0, \frac{\partial T}{\partial x}=0, \gamma_{2}\frac{\partial T}{\partial x}+D\frac{\partial C}{\partial x}=0 (x=\pm\frac{W}{2})$ (7)

となる．

容器上下面の温度差 $\delta T$ が小さいときは，流体は静止しており，熱伝導状態にある．静止状態に
おいて，解は

$u=0, p=- \frac{1}{2}\rho_{0}g\delta T\frac{z^{2}}{d^{2}}\{\beta_{T}-\beta_{C}\frac{\gamma_{2}}{D}\}-\rho_{0}gz+p_{0},$

$T=T_{0}- \delta T\frac{z}{d}, C=C_{0}+\frac{\gamma_{2}}{D}\delta T\frac{z}{d}$ (8)

と表される．

代表長さを $d$, 代表速度を $\kappa/d$, 代表時間を $d^{2}/\kappa$ , 代表温度を $\delta T$ , 代表濃度を $\gamma_{2}\delta T/D$ にとり，
全ての物理量を次のように無次元化する:

$x^{*}= \frac{1}{d}x, t^{*}=\frac{\kappa}{d^{2}}t, u^{*}=\frac{d}{\kappa}u, p^{*}=\frac{d^{2}}{\rho\kappa^{2}}(p-p_{0})$ ,

$\theta^{*}-z^{*}=\frac{1}{\delta T}(T-T_{0}) , \eta^{*}+z^{*}=\frac{D}{\gamma_{2}\delta T}(C-C_{0}) , \nabla^{*}=d\nabla, \Delta^{*}=d^{2}\Delta$ . (9)

これらの無次元量を用いて式 (1) $-(4)$ を書き改めると，

$\nabla\cdot u=0$ , (10)

$\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u=-\nabla p-PrRa(\theta-S\eta)e_{z}+Pr\Delta u$, (11)

$\frac{\partial\theta}{\partial t}+(u\cdot\nabla)\theta=\Delta\theta+w$ , (12)

$\frac{\partial\eta}{\partial t}+(u\cdot\nabla)\eta=$ Le$\Delta\theta+$ Le$\Delta\eta-w$ (13)

となる．ここで，無次元量を表す $*$ をすべて省略した．また，Ra はレイリー (Rayieligh)数，$Pr$

はプラントル (Prandtl) 数，Le はルイス (Lewis) 数，$S$ は分離比 (Separation ratio) であり，

$Pr=\frac{\nu}{\kappa}$ , Ra $= \frac{\beta_{T}\delta Td^{3}g}{\kappa\nu}$ , Le $= \frac{D}{\kappa},$ $S=\frac{\gamma_{2}\beta_{C}}{D\beta_{T}}$ (14)
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と定義される．

ここでは，2次元非圧縮性流れを考えているので，流れ関数 $\psi(x, z)$ を導入し，$u=-\partial\psi/\partial z,$

$w=\partial\psi/\partial x$ と表す．また，無次元エタノール濃度 $\eta$ の代わりに，$f=\theta+\eta$ を導入すると，2流
体対流を支配する方程式 (10)-(13) は

$\frac{\partial\Delta\psi}{\partial t}+\frac{\partial(\psi,\Delta\psi)}{\partial(x,z)} = RaPr\{(1+S)\frac{\partial\theta}{\partial x}-S\frac{\partial f}{\partial x}\}+Pr\Delta^{2}\psi$, (15)

$\frac{\partial\theta}{\partial t}+\frac{\partial(\psi,\theta)}{\partial(x,z)} = \frac{\partial\psi}{\partial x}+\Delta\theta$, (16)

$\frac{\partial f}{\partial t}+\frac{\partial(\psi,f)}{\partial(x,z)}$ $=$ $\Delta\theta+$ Le$\Delta f$ (17)

となる．$\psi,$ $\theta$ および関数 $f$ の境界条件は

$\psi=\frac{\partial\psi}{\partial z}=\theta=\frac{\partial f}{\partial z}=0 (z=\pm\frac{1}{2})$ , (18)

$\psi=\frac{\partial\psi}{\partial x}=\frac{\partial\theta}{\partial x}=\frac{\partial f}{\partial x}=0 (x=\pm\frac{A}{2})$ (19)

と表される．

2.1静止状態の線形安定性解析

流体が静止した熱伝導状態の線形安定性を調べる．線形撹乱方程式は式 (15)$-(17)$ において，線形
撹乱 $\psi,$ $\theta,$ $f$ に関する非線形項を無視し，それらの時間依存性をそれぞれ，$\psi=\tilde{\psi}e^{\lambda t},$ $\theta=\tilde{\theta}e^{\lambda t},$

$f=\tilde{f}e^{\lambda t}$ と表して，

$\lambda\triangle\tilde{\psi}$

$=$ RaPr(l $+S$) $\frac{\partial\tilde{\theta}}{\partial x}-RaPrS\frac{\partial\tilde{f}}{\partial x}+Pr\triangle^{2}\tilde{\psi}$, (20)

$\lambda\tilde{\theta}= \frac{\partial\tilde{\psi}}{\partial x}+\Delta\tilde{\theta}$, (21)

$\lambda\eta$ $=$
$\Delta\tilde{\theta}+$ $Le$ $\Delta\tilde{f}$ (22)

のように得られる．線形撹乱方程式 (20)-(22) を式 (18) および (19) の境界条件の下で解くことによ
り，臨界レイリー数 $Ra_{c}$ およびそのときの角振動数 $\omega_{c}=\lambda_{i}$ , 固有関数 $(\tilde{\psi},\tilde{\theta},\tilde{f})$ が求められる．

線形撹乱方程式をガレルキン法を用いて数値的に解く．流れ関数 $\tilde{\psi}$, 温度 $\tilde{\theta}$および関数 $\tilde{f}$を，そ
れぞれの境界条件を満たす関数列を用いて，

$\tilde{\psi} = \sum_{m=0}^{\overline{m}}\sum_{n=0}^{\overline{n}}a_{mn}F_{m}(2x)F_{n}(2z)$ , (23)

$\tilde{\theta}= \sum_{m=0}^{\overline{m}}\sum_{n=0}^{\overline{n}}b_{mn}H_{m+1}(2x)G_{n}(2z)$ , (24)

$\tilde{f}= \sum_{m=0}^{\overline{m}}\sum_{n=0}^{\overline{n}}c_{mn}H_{rn+1}(2x)H_{n}(2z)$ (25)

のように展開する．ここで，$\overline{m}$ と $\overline{n}$ はそれぞれ $x$ 方向および $z$ 方向の関数展開の打ち切り次数を

表している．それぞれの展開関数 $F_{k}(\xi),$ $G_{k}(\xi),$ $H_{k}(\xi)$ は $\xi=[-1,1]$ で定義され，境界条件を満
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たすように変形したチェビシェフ多項式であり，

$F_{k}(p)=(1-p^{2})^{2}T_{k}(p) , G_{k}(p)=(1-p^{2})T_{k}(p) , H_{k}(p)= \int^{p}(1-q^{2})T_{k}(q)dq$ (26)

と表される．ここで，$T_{k}(p)$ は $k$ 次のチェビシェフ多項式である．

式 (15)-(17) に展開式 (23)-(25) を代入し，それぞれの式の両辺に $F_{p}(x)F_{q}(z),$ $H_{p}(x)H_{q}(z)$ ,
$H_{p}(x)G_{q}(z)(p=0,1, \cdots,\overline{m},q=0,1, \cdots,\overline{n})$ をかけて，$x=[-1,1],$ $z=[-1,1]$ の範囲で積分す
る (ガレルキン法) と，形式的に

$\lambda Pa=Qa$ (27)

という形の方程式が得られ，行列の固有値問題に帰着する．ここで，a は展開係数 $a_{mn},$ $b_{mn},$ $c_{mn}$

を

$a=(a_{00}, a_{01}, \cdots,a_{0\overline{m}}, a_{10}, a_{11}, \cdots, a_{\overline{mn}}, b_{00}, b_{01}, \cdots, b_{0\overline{m}}, b_{10}, b_{11}, \cdots, b_{\overline{mn}},$

$c00, c_{01}, \cdots, c_{0\overline{m}},c_{10}, c_{11}, \cdots, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{n})$ (28)

のように並べてできる $(3\cross(\overline{m}+1)\cross(\overline{n}+1))$ 次のベクトルであり，$P$ と $Q$ は $(3x(\overline{m}+1)x$

$(\overline{n}+1))x(3\cross(\overline{m}+1)\cross(\overline{n}+1))$ の行列である．

2.2非線形解の数値シミュレーション

発展方程式 (15)-(17) を適切な初期条件および境界条件 (18) と (19) の下で数値的に解くことによ
り，2流体対流の非線形解を求める．線形安定解析の場合と同様に，流れ関数 $\tilde{\psi}$, 温度 $\tilde{\theta}$および

関数 $\tilde{f}$を，それぞれの境界条件を満たす関数列を用いて式 (23)-(25) のように展開し，ガレルキン
法を用いて係数 a の時間発展を支配する方程式を導くと，形式的に

$P \frac{\partial a}{\partial t}=Qa+N(a, a)$ (29)

のように表すことができる．ここで，$N(a, a)$ は非線形項を表す．式 (29) を初期値問題としてルン
ゲクッタ法により数値的に解く．

2.3非線形定常解の数値計算

発展方程式 (15)-(17) の定常解を境界条件 (18) と (19) の下でニュートン法を用いて数値的に解く

ことにより非線形定常解を求める．式 (15)-(17) において $\partial/\partial t=0$ とおき，数値シミュレーション
と同様に式 (23)-(25) のように展開し，コロケーション法を用いて係数 a の定常解を求める方程式
を導くと，形式的に，

$f(a)=La+N(a, a)=0$ (30)

のように表すことができる．ここで $L$ は線形項を表し，$N$ は非線形項を表す．代数方程式 (30) を

ニュートンラフソン法により数値的に解いて，定常解を求める．
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3. 数値計算結果

3.12流体対流の発生

レイリー数が小さいとき，流体は静止した熱伝導状態にあり，熱伝導状態が不安定となって 2流
体対流が発生する．発生条件とそのときの流れ場は，各アスペクト比 $A$ について，ルイス数 Le,
分離比 $S$ , レイリー数 Ra を与えて固有値問題 (27) を解き，固有値 $\lambda$ を求めることにより得られる．
これらのパラメータの値は考える状況によって異なるが，たとえば，温度 28. $2^{o}C$ における 2.8wt%

のエタノールと水の混合液の場合，$Pr=7.00$ , Le $=0.0088,$ $S=-O.123$ である [8, 23] ことが分
かっているので，ここではこの場合を中心に考えることとし，$Pr=7$, Le $=0.01,$ $S=-O.1$ の場
合を代表例として主に取り扱う．
線形安定性解析においては，固有関数の $x$ と $z$ に関する対称性によって固有値と固有関数を 4っ
のモードに分類でき，それぞれを独立に取り扱うことができる．たとえば，$[\tilde{\psi}:(e,e),\tilde{\theta}:(0,e),\tilde{f:}(0,e)]$

のように表す．ここで，$e$ と $0$ はそれぞれ，偶関数と奇関数を表し，例えば，$\tilde{\psi}:(e,e)$ は固有関数
$\tilde{\psi}(x, z)$ が $x$ と $z$ について偶関数であることを表している．このとき，中心を通る水平面上での
鉛直方向速度成分 $w(x, 0)$ は $w(-x, 0)=-w(x, 0)$ のように原点 $O$ に関して反対称であり，中心
を通る鉛直面上での水平方向速度成分 $u(O, -z)=-u(O, z)$ も原点に関して反対称である．これら
の 4つのモードのうちで，アスペクト比が小さい場合は，$[\tilde{\psi}:(e,e),\tilde{\theta}:(0,e),\tilde{f:}(0,e)1$ が臨界条件を与
える臨界モードとなり，アスペクト比を徐々に大きくしていくと $[\tilde{\psi}:(0,e),\tilde{\theta}:(e,e),\tilde{f:}(e,e)]$ が臨界
モードとなる．さらにアスペクト比を大きくしていくとこれらの 2つのモードが交互に臨界条件
を与えることになる．図？？は Le $=0.01,$ $S=-O.1$ における中立安定曲線であり，各アスペクト
比 $A$ において中立撹乱 $(\lambda_{r}=0)$ が存在するレイリー数 Ra を表している．いくつかの曲線はそれ
ぞれのモードを表し，この図では，実線が奇関数モード (中央水平断面上で鉛直方向速度が奇関

数，$[\tilde{\psi}:(e,e),\tilde{\theta}:(0,e),\tilde{f}:(0,e)])$ を示し，破線が偶関数モード (中央水平断面上で鉛直方向速度が偶

関数，$[\tilde{\psi}:(0,e),\tilde{\theta}:(e,e),\tilde{f:}(e,e)])$ を示している．

$A$

図 2: 中立曲線 (増幅率 $\lambda_{i}=0$ となるレイリー数). Le $=0.01,$ $S=-O.1,$ $Pr=7.$

ベナール対流では，同じ対称性をもっ各モードの曲線は交点付近で互いに反発し，交わること
はなかったが，2流体対流では各中立曲線が交差する．たとえば，モード 1(左端の曲線) とモー
ド 3 (左から 3番目) の中立曲線は $A=2$ 付近で交差している．固有値が反発する性質は 2つの
固有値が同じになったときの行列のジョルダン標準形の構造不安定性にょり生じることが分かっ
ている [20]. 2重拡散対流では，固有値が複素固有値となり，図 2の 2つの曲線の交点で実部が
同じ値となっても虚数部である各振動数が異なることにょり行列のジョルダン標準形が構造不安
定性を生じないからである．

37



$-0.1$ $0$ 0.1
$S$

図 3: 臨界レイリー数 $R_{A}$ (実線) と臨界角振動数 $\omega_{c}$ (点線) の分離比依存性．Le $=0.01,$ $Pr=7,$

$A=1.$

2流体対流の発生に分離比 $S$ が与える影響を調べる．ルイス数を Le $=0.01$ と一定にして，臨
界レイリー数 $R$奄と臨界角振動数 $\omega_{c}$ を分離比 $S=[-O.1,0.1]$ の範囲で計算すると図 3のように
なる．この図で，実線は臨界レイリー数 $R_{k}$ であり，点線は臨界角振動数 $\omega_{c}$ を表している．$S$ の

値が $-0.1$ から $0$ へ近づく，臨界レイリー数 $R_{A}$ はベナール対流の臨界レイリー数 $R_{A}=2585$ に

近づき，同時に角振動数 $\omega_{c}$ は $\sqrt{-S}$ に従って $0$ に近づく．$S$ の値が $0$ よりも大きくなると角振動

数は $0$ のままで，$R*$ は $0$ 近傍で急速に小さくなる．すなわち，$S>0$ ではベナール対流と同様

の定常対流が発生するが，臨界レイノルズ数はベナール対流に比べて小さくなり，静止状態はよ
り不安定化する．

(a) (b) (c)

$x x x$(d) (e) (f)

$x x x$図 4: 固有関数で表される速度場 $(\psi$ $)$ .温度場 $(\theta$$)$ .濃度場 $(\eta\gamma$ . Le $=0.01,$ $S=-0.1,$ $Pr=7.$ $A=1.$

$R*=3014$. (a), (d) 流線 ($\tilde{\psi}$ の等値線). (b), (e) 温度場 $(\tilde{\theta} の等値線，実線: \tilde{\theta}>0, 点線: \tilde{\theta}<0)$.
(c), (f)濃度場 $(\tilde{\eta} の等値線，実線: \tilde{\eta}>0, 点線: \tilde{\eta}<0)$. $(a)-(c)$ 実数部．(d)-(殴虚数部．
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固有関数の例として，アスペクト比 $A=1$ の場合の最も不安定な第 1固有モードの固有関数を
見てみよう (図 $4(a)-4(\mathfrak{h})$ . このモードは $[\tilde{\psi}:(e,e),\tilde{\theta}:(0,e),\tilde{f}:(0,e)]$ で表される対称性をもっている．
図 4(a) は流れ場 $(\tilde{\psi})$ の実数部であり，流線の上に速度ベクトル場を重ねて表示している．流れ場
の実数部はべナール対流と同じような大きな 1つ渦の構造をもつ．また，その虚数部 $($図 $4(d))$ は

1つの大きな渦の中に同じ回転方向の小さな渦を 2つもっている．ベナール対流では渦は定常流
であるのに対して，2流体対流では渦は周期的に循環の向きを逆転する．図 4(b) と 4(e) は温度場
の実数部と虚数部であり，実線は温度が正 $(\tilde{\theta}>0)$ , 点線は温度が負 $(\tilde{\theta}<0)$ であることを表し
ている．また，図 4(c) と 4(t) は濃度場の実数部と虚数部を表しており，実線は濃度が正 $(\tilde{\eta}>0)$ ,
点線は濃度が負 $(\tilde{\eta}<0)$ である．これらの図から，温度場は実数部も虚数部もほぼ同じ温度分布
であることが分かる．一方，図 4(c) と 4(f) で描かれている濃度場は実数部と虚数部で大きく異なっ
ており，濃度場の実数部と虚数部が異なっていることが 2流体対流が振動流となる原因であるこ
とが明らかになった．

3.2不安定性による対流の駆動メカニズム

熱伝導状態が不安定となって対流が生じるときの駆動メカニズムを調べるために，線形固有関
数の速度場温度場濃度場を用いて，流体に働く トルク $N$ を評価する．流体に作用するトルク
$N$ は浮力によるトルク $N_{B}$ , 圧力によるトルク $N_{P}$ および粘性応力によるトルク $N_{V}$ の 3つに分
解できるので，

$N=N_{B}+N_{P}+N_{V}$ (31)

と表す．浮力によるトルク $N_{B}$ , は，さらに温度分布に起因するトルク NBT と濃度分布に起因する
トルク $N_{BC}$ に分解でき，

$N_{B}=N_{BT}+N_{BC},$ $N_{BT}= RaPr\iint_{S}x\tilde{\theta}dxdz,$ $N_{BC}=-$Ra Pr $S\iint_{S}x\tilde{\eta}dxdz$ (32)

のように固有関数を用いて計算することができる．ここで，$\tilde{\eta}=\tilde{f}-\tilde{\theta}$であり，2重積分の範囲 $S$

は $(x, z)=[-1/2,1/2]\cross[-A/2, A/2]$ である．また，圧力によるトルク $N_{P}$ は壁面から受ける圧
力だけを考慮して，

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\int_{-1/2}^{1/2}z\{\tilde{p}(\frac{A}{2}, z)-\tilde{p}(\begin{array}{ll}A -\overline{2}’ z\end{array}) \}dz-\int_{-A/2^{X}}^{A/2}\{\tilde{p}(x, \frac{1}{2})-\tilde{p}(x, -\frac{1}{2})\}dx$. (33)

と表される．ここで，圧力 7は式 (11) を線形化した式に固有関数を代入して評価する．粘性摩擦
力によるトルクも壁面から受ける摩擦力のみを考えればよいので，

$N_{V} = Pr\int_{-1/2}^{1/2}\{[x\frac{\partial^{2}\tilde{\psi}}{\partial x^{2}}(x, z)]_{x=A/2}-[x\frac{\partial^{2}\tilde{\psi}}{\partial x^{2}}(x, z)]_{x=-A/2}\}dz$

$+ Pr\int_{-A/2}^{A/2}\{[z\frac{\partial^{2}\tilde{\psi}}{\partial z^{2}}(x, z)]_{z=1/2}-[z\frac{\partial^{2}\tilde{\psi}}{\partial z^{2}}(x, z)]_{z=-1/2}\}dx$ . (34)

と表すことができる．

エタノールと水の混合溶液では線形不安定性によって振動対流が発生し，議論が複雑なので，ま
ずは純粋流体中に発生するベナール対流 $(S=0)$ の発生条件を調べる．アスペクト比を $A=1,$

プラントル数を $Pr=7$ として，固有値と固有関数を計算する．このとき，臨界レイリー数は
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Ra

図 5: 流体が受けるトルク $N$ とその成分 $N_{B},$ $N_{P},$ $N_{V}$ . 左軸の $N_{a}$ は $N_{B},$ $N_{P}$ または $N_{V}$ のいず

れかを表す．実線: 全トルク $N$ , 破線: 浮力によるトルク $N_{B}$ , 点線: 圧力によるトルク $N_{P}$ , 一点
鎖線: 粘性摩擦力によるトルク $N_{V}.$ $S=0,$ $Pr=7,$ $A=1.$

$R_{k}=2585$ と求められる．この臨界条件において，トルク $N$ とその各成分 $N_{B},$ $N_{P},$ $N_{V}$ を評

価してグラフに描くと図 5のようになる．この図で，左軸の $N$。は $N_{B},$ $N_{P}$ または $N_{V}$ のいずれ

かを表していおり，実線は全トルク $N$ , 破線は浮力によるトルク $N_{B}$ , 点線は圧力によるトルク

聯，一点鎖線は粘性摩擦力によるトルク $N_{V}$ を表している．流体に働く トルク $N$ はちょうど臨
界レイリー数 $R*=2585$ で $0$ となり，Ra $>R$麹で正となる．これまでは，浮力による駆動力と
粘性摩擦力による抵抗がつり合ったときに臨界状態となり，浮力が摩擦力よりも大きくなると不
安定性が生じると信じられてきたが，圧力の効果も無視できないことが判明した．

$\sigma$

Ra

図 6: 最も不安定な 2つの固有値 (第 1固有値と第 2固有値，$\lambda=\sigma+i\omega$). Le $=0.01,$ $S=-O.1,$
$Pr=7,$ $A=1.$

次に，2流体対流の発生のメカニズムを調べるために，アスペクト比 $A=1,$ $S=-O.1$ , Le $=0.01$

の場合の最も不安定となる 2つのモード，すなわち，第 1固有モードと第 2固有モードの線形増
幅率 $\sigma(=\lambda_{r})$ と角振動数 $\omega(=\lambda_{i})$ を Ra $<8000$ の範囲で求める．それらをグラフにすると図 6の
ようになる．第 1固有値と第 2固有値は $1348\leq R_{A}\leq 5977$ では複素数であり，互いに複素共役の
関係にある．このとき，対流は振動流となっている．ただし，Ra $<3014$ では振動撹乱の増幅率

40



$\sigma$ は負であるため，熱伝導解が安定となる．一方，Ra $<1348$ または Ra $>5977$ のとき，第 1固
有値と第 2固有値は共に実数であり，最も不安定な撹乱は定常撹乱で，Ra $>5977$ では定常撹乱
に対して不安定となる．

(a)

$t/T$

(b)

$t/T$

(c)

$t/T$

図 7: 速度 $w_{1}=w(1/4,0)$ , トルク $N$ とその各成分 $N_{B},$ $N_{BT},$ $N_{BC},$ $N_{P},$ $N_{V}$ の時間変化．左軸
の $N_{a}$ は $N_{B},$ $N_{BT},$ $N_{BC},$ $Np$ または $Nv$ のいずれかを表す．Ra $=3014,$ $T=0.869$ , Le $=0.01,$

$S=-0.1,$ $Pr=7,$ $A=1.$

パラメータの値が $A=1,$ $S=-O.1$ , Le $=0.01$ のときの臨界レイリー数は $Ra_{c}=3014$ であり，
臨界状態では角振動数 $\omega=7.31$ , 周期 $T=0.860$ の振動対流が発生する．図 7(a) は 1周期におけ
る流速 $w_{1}=w(1/4,0)$ の時間変化である．ここで，固有関数を時刻 $t=0$ で $w_{1}=1$ となるように
規格化している．図 7(b) はトルク $N$ の時間変化であり，$w_{1}$ よりも位相がおよそ $\pi/2$ 遅れてぃる．
このことからも，対流が振動流となるメカニズムを知ることができる．図 7(c) はトルクの各成分，
すなわち，浮力によるトルク $N_{B}$ , 温度変化に伴う浮力によるトルク $N_{BT}$ , 濃度変化に伴う浮力
によるトルク $N_{BC}$ , 圧力によるトルク $N_{P}$ , 粘性応力によるトルク $N_{V}$ の時間変化を表している．
ベナール対流の場合と同様に，対流は温度による浮力のトルクによって駆動され，圧カにょるト

. ルクと粘性応力によるトルクがその抵抗となっている．ソレ効果が働くため，濃度変化に起因す
る浮力のトルクが温度変化に起因する浮力のトルクよりも約 1/4周期遅れて作用する．濃度によ
る浮力のトルクの位相と流体にはたらく トルクの位相はほぼ同じであり，速度変化と 1/4周期ずれ
ていることが対流中に振動を誘起し，リズム形成を担ってぃることが分かった．
流体に働く トルクと撹乱の増幅率あるいは臨界条件との関係を調べるために，Ra $<8000$ の範

囲の各レイリー数での臨界状態における線形固有関数から求めたトルク $N$ とその各成分を計算し，
グラフに表すと図 8のようになる．図 8(a) と 8(b) はそれぞれ固有関数の実数部と虚数部から求め

41



$N$ $N$

Ra Ra

図 8: トルク $N$ とその各成分 $N_{B},$ $N_{BT},$ $N_{BC},$ $N_{P},$ $N_{V}$ のレイリー数依存性．図の左軸の $N_{a}$

は $N_{B}$ , NBT, $N_{BC},$ $Np$ または $Nv$ のいずれかを表している．Le $=0.01,$ $S=-0.1,$ $Pr=7,$
$A=1$ . (a) 実数部．(b)虚数部．

たトルクとその成分である．図 6で見たように，Ra $<1348$ および Ra $>5977$ では第 1 モードと
第 2 モードは定常モードであるために，トルクとその各成分は実部のみが値をもち，トルクの虚
数部が値をもつのは $1348\leq$ Ra $\leq 5977$ の範囲のみである．トルクの実部に注目すると，2流体対
流においてもベナール対流と同様に浮力が対流を引き起こし，圧力と粘性応力が対流を妨げる方
向に働いている．レイリー数 Ra が大きくなるとともに，温度による浮力のトルク NBT は大きく
なるが，濃度による浮力のトルク NBC は逆に小さくなる．トルクの虚部においても，浮力は対流
を引き起こし，圧力と粘性応力は対流を妨げるが，レイリー数依存性は実数部とはかなり異なっ
ている．また，$1348\leq$ Ra $\leq 5977$ では温度による浮力のトルクとソレ効果から生じる濃度による
浮力のトルクが交互に増加と減少を繰り返して対流は振動するが，Ra $>5977$ では温度による浮
力のトルクが濃度による浮力に打ち勝つことによりバランスがくずれ，対流は振動せず定常撹乱
となる．

図 8からだけでは，対流が駆動されて不安定性が生じる機構はわからないので，トルクと不安
定性の関係を調べるために，ここで，流体がもつ慣性モーメント $I$ と角運動量 $M$ を

$I= \iint_{S}(x^{2}+z^{2})dxdz=\frac{1}{12}, M=\iint_{S}(x\tilde{w}-z\tilde{u})dxdz$ (35)

のように定義する．ここで，$I$ と $M$ は式 (9) と同じように無次元しており，$\tilde{u}=-\partial\tilde{\psi}/\partial z,\tilde{w}=$

$\partial\tilde{\psi}/\partial x$ である．これらの物理量を直感的にとらえるには，流体全体が剛体回転をしている状況を
考えると理解しやすい．もし，流体が回転角速度 $\Omega$ で剛体回転しているときは $M=I\Omega$ が成り立
ち，角運動量 $M$ の時間変化とトルク $N$ との間には関係式

$\frac{dM}{dt}=N$ (36)

が成り立つ．式 (36) の両辺に $M$ を掛けると

$\frac{d}{dt}(\frac{1}{2}M^{2})=MN$ (37)

が得られる．式 (37) における左辺の括弧内の物理量を $P\equiv M^{2}/2$ とおくと，$P$ は慣性モーメント
$I$ と力学的エネルギー $E$ の積 $IE$ に他ならない．式 (37) は $P$ の時間微分が $Q\equiv MN$ に等しいこ
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とを表しており，$Q$ は単位時間に外部から流体に供給されるエネルギーを表している．振動対流
の場合は $P$ と $Q$ は振動をしながら指数関数的に増加あるいは減少をするので，それらの物理量の
1振動周期 $T=2\pi/\omega$ にわたる平均値 $\overline{P}$ および

–

$Q$ を

$\overline{P}=\frac{1}{T}\int^{T+t}\frac{1}{2}M^{2}d\tau, \overline{Q}=\frac{1}{T}\int^{T+t}MNd\tau$ (38)

と定義する．ここで，$M=\overline{M}\exp(i\omega t+\sigma t)+\overline{M}^{*}\exp(-i\omega t+\sigma t)$ と $N=\tilde{N}\exp(i\omega t+\sigma t)+$

$\tilde{N}^{*}\exp(-i\omega t+\sigma t)$ を式 (38) に代入すると

$\overline{P}=\overline{M}\overline{M}^{*}e^{2\sigma t}+O(\sigma) , \overline{Q}=\overline{M}\tilde{N}^{*}e^{2\sigma t}+O(\sigma)$ (39)

が得られる．ここで，$\sigma$ は $1/T$ に比べて小さいという近似を用いた．
物理量 $\overline{M}\tilde{N}^{*}=\overline{Q}e^{-2\sigma t}$ とその各成分を Le $=0.01,$ $S=-0.1,$ $Pr=7,$ $A=1$ の場合に，

$1400\leq$ Ra $\leq 5900$ の範囲の各レイリー数について計算すれば図 9のようになる．この図で，$\tilde{M}\tilde{N}^{*}$

は振動対流の発生する臨界レイリー数 Ra $\leq 5900$ において負の値から正の値に変化しており，こ
の物理量が振動撹乱の成長・減衰を決定していることが明らかとなった．すなわち，静止状態が
振動型撹乱に対して不安定となるときは，$Q\equiv MN$ が最大となる燭数を探せばよいというこ
とになり，これまで微分方程式の固有値問題として取り扱ってきた線形安定性問題を変分原理か
ら解く道筋が開かれた．このように，線形安定性問題を変分原理から解く方法はベナール対流に
おいては知られており，チャンドラセカール (S. Chandrasekhar) $|$まその著書 (Hydrodynamic and
Hydromagnetic stability[24] $)$ の中で「lnstability occurs at the minimum temperature gradient at which
a balance can be steadily maintained between the kinetic energy dissipated by viscosity and the internal
energy released by the buoyancyforce」 と述べている．

Ra

図 9: 角運動量と流体に働くトルク $N*$ の積および角運動量と各トルク成分 $\tilde{N}_{a}^{*}$ の積．$Ra_{c}=$

3014. ffl実線: $M$
–

$N\sim*$ (右縦軸). $M\sim N\sim$

a
$*$ (左縦軸) は $\overline{M}\tilde{N}_{B}^{*},\overline{M}\tilde{N}_{BT}^{*},\overline{M}\tilde{N}_{BC}^{*},\overline{M}\tilde{N}_{P}^{*}$および $M_{\tilde{N}_{V}^{*}}$ を表

す．Le $=0.01,$ $S=-0.1,$ $Pr=7,$ $A=1.$

3.4数値シミュレーションの計算結果

線形不安定性により成長する撹乱は振動対流であることが分かったが，非線形効果によりど
のような対流となるか調べるために 2流体対流の数値シミュレーションを行う．代表例として，
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Ra $=3300$, Le $=0.01,$ $S=-O.1,$ $Pr=7,$ $A=1$ の場合のシミュレーション結果を見ると，図
10(a)のように，$w_{1}=w(1/4,0)$ は 2度ほど振動をした後，一定の値に近づき，定常対流に収束す
る．線形不安定性で誘起される撹乱が振動対流であるにもかかわらず，なぜ定常流に近づく理由
を調べるために，$w_{1}$ と $dw_{1}/dt$ で表される位相図を描くと図 10(b) のようになる．この図からは
少し見にくいが，解は 2回振動した後，横軸にある角度 $\alpha$ をもって定常解に収束する．このとき，
$dw_{1}/dt=-\cos\alpha(w_{1}-w_{1\infty}$ となり，$w_{1}=(w_{10}-w_{1\infty})\exp(-\cos\alpha t)$ のように，初期に $w_{10}$ で

あった値は，時間と共に $w_{1\infty}$ に近づいていくことが分かる．

(a) (b)

$t w_{1}$
図 10: 流速 $w_{1}=w(1/2,0)$ と加速度 $a_{1}=dw_{1}/dt$ の時間発展．(a) 流速の時間発展 $w_{1}.$ $(b)(w_{1}, a_{1})$

平面の位相図．Ra $=3300$, Le $=0.01,$ $S=-O.1,$ $Pr=7,$ $A=1.$

図 $11(a)-11(c)$ はこのときの定常状態を表している．図 ll(a) は流線と速度ベクトル図であり，流
れ場はベナール対流とほとんど同じ 1つ渦の構造をもつ．図 ll(b) と？？(c) はそれぞれ温度撹乱場
と濃度撹乱場である．温度撹乱場および濃度撹乱場は固有関数で見られた形と似ておらず，温度
撹乱場は容器の対角線を挟んで高温度撹乱場と低温度撹乱場が分布し，濃度撹乱場は容器の上側
では撹乱が小さく，下側では撹乱が大きくなるように分布している．

(a) (b) (c)

$x$ $x$

図 11: 流れ場 $(\psi)$ , 温度撹乱場 $(\theta)$ および濃度撹乱場 $(\eta)$ の数値シミュレーション結果．Ra $=3300,$

Le $=0.01,$ $S=-O.1,$ $Pr=7,$ $A=1.$ $(a)$ 流線 ($\psi$ の等高線) および速度ベクトル (矢印). (b) 温度撹
乱場 ($\theta$ の等高線). 実線: $\theta>0$, 点線: $\theta<0.$ $(c)$ 濃度撹乱場 ($\eta$ の等高線). 実線: $\eta>0$ , 点線: $\eta<0.$
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3.5解の分岐構造

前節では，線形不安定性により成長する撹乱は振動対流であるにも関わらず，数値シミュレー
ションでは，撹乱は非線形効果により定常流に漸近することを説明したが，これは Ra $=3300$ の

場合に限らず，また，他のパラメータでもほとんどの場合に定常流に近づく結果となった．この
一見矛盾した結果がなぜ生じるのか考えるために，定常解の直接計算を行い，定常解の分岐構造
を求める．Le $=0.01,$ $Pr=7,$ $A=1$ の場合の定常解の分岐構造は図 12のようになった．この図
では $S=0,$ $-0.1,$ $-0.2$ の 3つの場合の定常解の構造を表している．$S=0$ は純粋流体の場合な
ので，対流はベナール対流に帰着し，臨界レイリー数 $Ra_{c}=2585$ のピッチフォーク分岐となって
いる．$S=-O.1$ の場合はこれまでも見てきたように，線形臨界レイリー数は $Ra=3014$ であり，
定常解のサドルノード点よりも大きい値である．このような構造は $S=-O.2$ の場合も同様で，こ
れらの分岐図は

$Ra$ $=aw_{1}^{2}+ \frac{b}{w_{1}^{2}}+c$ (40)

のようにモデル化することができる．これはベナール対流の定常解の分岐構造を表す式に $1/w_{1}^{2}$ を

付け加えたものとなっている．今後さらに振動流の解の分岐構造を求め，それらの解の安定性を
調べればなぜ初期の振動撹乱が定常流に近づくのか明らかにすることができるが，それを待つま
でもなく，物理的な考察で図 12を理解することは容易である．すなわち，ピッチフォーク分岐構
造をもつ純粋流体の対流中にほんの微量のアルコールを加えても突然対流が振動流となることは
考えにくく，定常流に近づくと予想する方が自然である．しかし，線形安定性解析では振動撹乱
が不安定となることで，純粋流体の場合の臨界レイリー数 Rak は 2585から無限大に行ってしま
うので，ピッチフォーク分岐は構造不安定により，式 (40) の形に変形するのである．ただし，こ
のように振動撹乱が定常流に近づく物理的な理由やもっと大きなアスペクト比では振動流へ漸近
することなど，まだまだ興味深い現象があり，この後これらの謎に挑戦する予定である．

Ra

図 12: 定常解の分岐図．Ra $=2585$ は $S=0$ におけるピッチフォーク分岐点．Ra $=3014$ は

$S=-O.1$ におけるホップ分岐点．Le $=0.01,$ $S=0,$ $-0.1,$ $-0.2,$ $Pr=7,$ $A=1.$
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