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1 LERW

本稿では Loop-erased random walk (以下 LERW) の性質を主に $\mathbb{Z}^{d}$ の場合に焦点を絞っ

て概説する。 LERW は Lawler ([6]) により導入ざれて以来多くの研究者の注目を集めて
きた。元々は通常の self-avoiding walk (以下 SAW) の研究を進めるために導入された対

象なのであるが、徐々に LERW と SAW は異なる universality class に属することが分かつ
てきている。 それでもなお LERWへの関心が依然としてなくならないのは次のふたつの
理由によるものと考えられる。ひとつは uniform spanning tree (UST) といった統計物

理に起原を持つモデルと深い関わりがあることが挙げられる。Pemantle ([12]) やWilson

([16]) らによって LERW と UST の非常に美しい関係が証明された。 UST の多くの問題
は LERWの問題へと帰着される。LERWが重要とみなされる第二の理由は、 それが非マ
ルコフ過程の中で最も扱いやすい過程のひとつであることにある。後で述べる定義より明

らかなように LERW はマルコフ過程ではない。 しかしながら LERW は domain Markov
property なる性質を持つ。 この性質のおかげで LERW の解析は、過去のパスに交わらな

いように条件付けられた simple random walk (SRW) の解析を行うことに帰着される。

そのような条件付けられた SRWの研究を行う際にポテンシャル論を用いた解析がうまく
適合し、 LERW の様々な性質の理解につながるのである。 これこそが SAW と LERW の

本質的な差異であると考える。確率論とポテンシャル論の関係の重要性は言うまでもない
ことではあるが、ポテンシャル論を用いたランダムパスの研究の更なる進化は今後の課題
と言える。

記号の導入を行う。 $G$ を有限連結グラフとする。 $V(G)$ および $E(G)$ はそれぞれ $G$ の

頂点集合および辺集合を表す。 $\gamma=[\gamma(0), \gamma(1), \cdots, \gamma(m)]\subset V(G)$ がパスであるとは、
$\{\gamma(i), \gamma(i+1)\}\in E(G)$ が各 $i=1$ , 2, $\cdots,$ $m-1$ で成立することをいう。パス $\gamma$ がシンプ

ルであるとは、 $\gamma(i)\neq\gamma(j)$ が全ての $i\neq j$ で成り立つことを言う。パス $\gamma$ に対してその

loop-erasure とは、 $\gamma$ から現れる順に loop を取り除いて得られるシンプルパスのことをい

う。 $\gamma=[\gamma(0), \gamma(1), \cdots, \gamma(m)]$ は長さ $m$ のパスとする。 $t_{0}=0$ とし $i>0$ に対して

$t_{i}=m \{k|\gamma(t_{i-1}+1)=\gamma(k)\}$ (1)
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によってちを定義する。さらに

$n= \inf\{i|t_{i}=m\}$ (2)

を上記操作の終点とする。 このとき

$LE$ $(\gamma)=[\gamma(t_{0}), \gamma(t_{1}), \cdots, \gamma(t_{n})]$ (3)

によってパス $\gamma$ に対する loop-erasure を定義する。

Loop-erased random walk とは、 $\gamma$ としてランダムウオークのパスを考えることによって

得られるランダムなシンプルパスのモデルである。$v\in V(G)$ とし $S^{v}=(S^{v}(k))_{k\geq 0}$ を $G$上

の $v$ から出発する simple random walk とする。 $\tau$ を $S^{v}$ に対する停止時刻とする。このとき

LERW とは LE $(S^{v}[0, \tau])$ のことをいう。LERW は Lawler ([6]) により通常の self-avoiding

walkの研究を進めることを動機として導入された。その後の研究により、 LERW と SAW

は異なる universality class に属することが明らかになってきている。それでもなお LERW
が注目を集める対象として認知されているのは次節で述べるように統計物理に起原を持

つモデルと深い関わりがあるためである。

2 Uniform spanning tree

$G=(V(G), E(G))$ は有限連結グラフとする。 $G$ の部分グラフ $T$ が sparming tree とは

$V(T)=V(G)$ であって、 $T$ は tree である (cycle を持たない) ことをいう。 $G$ の spanning

tree 全体から一様な確率で取り出すことによって得られるランダムな spanning tree を

uniform spanning tree (UST) という。 LERW と UST の関係は Pemantle ([12]) によっ

て次のような形で与えられた。 $v,$ $w\in V(G)$ とする。 このとき $v$ と $w$ を結ぶ UST上の (ラ

ンダムな) パスが一意的に定まる。 このパスを $T(v, w)$ によって表す。 $T(v, w)$ は $G$上の

シンプルパスであるが、 このパスと LERWを関係づけるのが次の定理である。

定理 1 ([14)

Let $v,$ $w\in V(G)$ . Then the distribution of $T(v, w)$ is equal to that of LE $(S^{v}[0,$ $\tau_{w}$ where

$\tau_{w}=\inf\{k|S^{v}(k)=w\}$ . (4)

この定理により標語的に 「$UST$ の枝は LERWである」 と言うことが出来る。

それでは UST全体を生成するにはどうしたら良いのか。上記の定理を鑑みればいくつ
かの LERWの合併により UST を生成できるのではないかと予想される。 このことを定式

化したのがWilson ([16]) である。 $V(G)$ の元を並べたものを $v_{1},$ $v_{2},$ $\cdots,$ $v_{l}$ とする (並べ

方は任意でよい)。 $U_{1},$ $U_{2}$ , $\cdots$ を次のように帰納的に定義する。 $U_{1}=\{v_{1}\}$ とする。防ま
で定義されたとする。 $z_{j+1}\in U_{j}$ であるとき $U_{j+1}=U_{j}$ とする。 そうでないときは

$\tau_{U_{j}}=\inf\{k|S^{z_{j+1}}(k)\in U_{j}\}$ (5)

として $U_{j+1}=U_{j}\cup LE(S^{z_{j+1}}[0, \tau_{U_{j}}])$ により定義する。 $V(U_{j})=V(G)$ となるまでこの操作

を続けてそこで終了する。アウトプットとして出てくるグラフは $G$のランダムな sparing

tree となる。そこでこのランダムな tree を $\mathcal{T}$ で表す。 $\mathcal{T}$ は $V(G)$ の ordering に依存する。

しかしながらその分布は orderingに依存しないことを主張するのが次の定理である。
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定理．2. ([16])

For any ordering $V(G)$ , the distribution of $\mathcal{T}$ is equal to that of $UST.$

この結果により UST の多くの問題は同じグラフ上の LERWの問題に帰着される。

3 $\mathbb{Z}^{d}$ case
以下では考えるグラフとして $\mathbb{Z}^{d}$ の box を考えることにする。すなわち

$G_{n}=[-n, n]^{d}\cap \mathbb{Z}^{d}$ (6)

とする。 $S=(S(k))_{k}$ を原点から出発する $\mathbb{Z}^{d}$ 上の SRW とする。 さらに

$\tau_{n}=\inf\{k|S(k)\in\partial G_{n}\}$ (7)

とする。興味ある量として LERW の長さ、 すなわち

$M_{n}=|LE(S[0, \tau_{n}$ (8)

がある。 $M_{n}$ の漸近挙動を調べることは $\mathbb{Z}^{d}$ 上の UST の定量的な評価を与える上でも非常
に重要である。 もうひとつ重要な考察対象として LERW のスケール極限がある。

3.1 $d\geq 5$

高次元の場合、すなわち $d\geq 5$ の場合は LERW の解析は比較的容易なものとなる。 こ

の場合は元々の SRWのパス $S[0, \tau_{n}]$ 自身が loop をあまり持たないので、 loop erasingの操
作の前後で大きな変化は生じない。 このことを厳密に証明したのは Lawler([7]) である。

定理 3. ([7])

Let $d\geq 5$ . There exists $c$ such that

$\lim_{narrow\infty}\frac{E(M_{n})}{n^{2}}=c$ . (9)

ここで $\tau_{n}$ は $n^{2}$ のオーダーであることに注意されたい。上の定理は $M_{n}$ と筋のオーダー
は一致することを主張している。

スケール極限に関しても詳しく調べられている。通常の SRWのスケール極限はブラウ
ン運動である。高次元の場合は LERWのスケール極限もブラウン運動であると推測され
る。 このことを示したのが Lawler ([7]) である。

定理 4. ([7])

Let $d\geq 5$ . The scaling limit of LERW is the Brownian motion.
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3.2 $d=4$

4次元の場合も $M_{n}$ の leading order やスケール極限は SRW のそれと一致する。 しか

しながらこの場合は $\log$ correction が以下のように現れる。 $M_{n}$ のオーダーを与えたのは

Lawler ([8]) である。

定理 5. ([8])

Let $d=4$ . Then
$E(M_{n})_{\wedge}^{\vee}n^{2}(\log n)^{-\frac{1}{3}}$ . (10)

スケール極限に関しても Lawle([7]) が以下の結果を示した。

定理 6. ([7]) Let $d=4$ . The scaling limit of LERW is the Brownian motion.

3.3 $d=2$

低次元の場合は高次元の場合と異なり SRW の loopを無視することが出来ないため解

析は困難なものとなる。 $d=1$ の場合は問題は完全に自明なものになるので $d=2$ の場合

が最も困難であると推測されるところではあるが、 2次元の場合には以下で述べるように

conformal field theory をうまく用いることにより LERW の解析を押し進めることが出来

る。 以下詳しく説明していく。

$D$ を $\mathbb{R}$2の単連結領域とする。細かいメッシュで分割して得られる $D$ を近似するグラフ

を $G$ とする。すなわち
$G=D\cap\epsilon \mathbb{Z}^{2}$ (11)

とする。 $x\in D$ とし、 $v\in G$ を $x$ に最も近い $G$ の点とする。 $v$ から出発する $G$上の SRW
を $\partial G$ に到達するまで考え、その loop erasure を考える。 こうして得られる $G$上のシンプ

ルパスを $LE_{D,x,\epsilon}$ とする。物理からの (数学的には厳密でない) conformal field theory を

用いた議論により以下の予想が提起されていた。

$\bullet$ $\epsilonarrow 0$ としたとき $LE_{D,x,\epsilon}$ は、 $x$ から出発して $D$ の境界までの単純曲全体の集合の

上のある分布に弱収束する。収束先の分布を $S_{D}$ ,。で表し、 これを LERWのスケー

ル極限と呼ぶ。

$\bullet$ $S_{D,x}$ の分布は次の意味で conformal invariant である。すなわち D’を別の単連結領

域とし $\phi$ を $D$ と D’の間のリーマン写像とする。 このとき

$\phi(S_{D,x})=S_{D’,\phi(x)}$ (12)

が成立する。

$\bullet$ 極限として現れる単純曲線のハウスドルフ次元は確率 1で $\frac{5}{4}$ である。

上記の予想が数学的に厳密に解決されはじめたのは 2000年になってからである。Kenyon

([4]) は domino tilingの技術を用いて以下の結果を示した。
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定理 7. ([4])

Let $d=2$ . Then
$E(M_{n})\approx n^{\frac{5}{4}}$ . (13)

上記の定理に現れる $\frac{5}{4}$ は 2次元 LERWの growth exponent と呼ばれる指数で LERW の

定量的な評価を行って行く上で重要な指数となる。 この結果から先述した 3つのうちの 3

番目の予想は正しいであろうと推測される。 しかしながらこの結果だけでは厳密にはス

ケール極限のハウスドルフ次元が 5/4であることを結論することは出来ない。実際スケー
ル極限の存在を示すこと自身自明な問題ではない。 こうした状況の中、上記の予想の解決

に大きな break throughを与えたのが Schramm ([14]) である。 これについては次の小節
で詳しく述べる。

3.3.1 Schramm Loewner evolution

$\mathbb{D}$ を $\mathbb{R}^{2}$ の原点を中心とする open unit ball とし、 $\gamma$ : $[0, \infty]arrow$ 盃は $\gamma(0)\in\partial \mathbb{D}$
、

$\gamma(0, \infty]\in \mathbb{D} および\gamma(\infty)=0$ を満たす単純連続曲線とする。 リーマン写像定理により、

各 $t\geq 0$ に対して conformal map $g_{t}$ : $\mathbb{D}\backslash \gamma(0, t] arrow \mathbb{D} が一意的に存在して g_{t}(0)=0$ かつ

$g_{t}’(0)>0$ を満たすことがわかる。各 $t\geq 0$ に対して

$U_{t}= \lim_{zarrow\gamma(t)}g_{t}(z)$ (14)

が存在し、また $t$の関数として連続になることが示される。さらに $g_{t}$ と $U_{t}$ は以下の Loewner
方程式

$\partial_{t}g_{t}(z)=g_{t}(z)\frac{U_{t}+g_{t}(z)}{U_{t}-g_{t}(z)}, g_{0}(z)=z$ (15)

を満たすことも確かめられる。従って連続単純曲線 $\gamma$ から単位円周上の連続曲線 $U$ を生

成することが出来る。 $U$ はしばしば $\gamma$ の駆動関数と呼ばれる。

Schramm Loewner evolution (以下 SLE) の背景にある基本的なアイデアは上とは逆向

きの方向で話を進めることにある。すなわち先に駆動関数 $U$ を与えて、その後曲線 $\gamma$ を

生成するのである。連続曲線 $U$ : $[0, \infty]arrow\partial \mathbb{D}$ と $z\in \mathbb{D}$ が与えられたとする。 このと

き方程式 (15) の解 $g.(z)$ は $g_{t}(z)=U_{t}$ となる最初の $t$ (その時刻を牲とかく) まで存在す

る。今

$K_{t}=\{z\in\overline{\mathbb{D}}:T_{z}\leq t\}$ (16)

とするとき $g_{t}$ は $\mathbb{D}\backslash$ 韓から $\mathbb{D}$への conformal map であって $g_{t}(0)=0$ かつ $g_{t}’(0)=e^{t}$ を満

たすことが確かめられる。
$\kappa>0$ を取る。駆動関数防として

$U_{t}=\exp i\sqrt{\kappa}B_{t}$ (17)

を考える。但し $B_{t}$ は 1次元ブラウン運動である。結果として得られるランダムな map $g_{t}$

と集合 $K_{t}$ は radial $SLE_{\kappa}$ と呼ばれる。 このとき、確率 1である連続曲線 $\gamma$ が存在し $\mathbb{D}\backslash$瓦
は $\mathbb{D}\backslash \gamma[0, tt]$ の原点を含む連結性分と一致することがわかっている ([13]、 [11])。さらに
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$\gamma$ は $\kappa\leq 4$ のとき確率 1で単純曲線となり、 $\kappa>4$ のとき確率 1で単純曲線にはならない

ことが示されている ([13])。 しばしば $\gamma$ のことを radial SLE$\kappa$
曲線と呼ぶこともある。

2次元 LERWのスケール極限に関して次のことが証明されている。

定理 8. ([11])

$Letd=2$ . The scaling limit of LERW is radial $SLE_{2}.$

$SLE_{2}$ のハウスドルフ次元は確率 1で 2であることも示されている ([3])。さらに $SLE$が

conformal invariant であることも確かめられるので、上記の予想は Schramm による $SLE$

の導入によって数学的に厳密に解決されたことになる。元々Schrammは LERWのスケー

ル極限の possible candidate として $SLE$の導入を行ったのであるが、現在では percolation

modelや ising model といった統計物理に起原を持つ多くの重要なモデルのスケール極限

を記述することが証明されている。

3.3.2 Tail estimates for $M_{n}$

これまでは砿の平均に注目してきたが、 $M_{n}$ 自身がどのような漸近挙動を行うかを調

べる問題は重要である。 これに関しては Barlow-Masson が以下の結果を出している。そ

れによると砿は非常に平均に集中した量であることを示している。

定理 9. ([1])

Let $d=2$ . There exists $c>0$ such that for all $n$ and $\lambda>0,$

$P(M_{n}\geq\lambda E(M_{n}))\leq 2e^{-c\lambda}$ . (18)

Moreover, for any $\alpha<4/5$ , there exist $C$ and $d$ such that for all $n$ and $\lambda,$

$P(M_{n} \leq\frac{1}{\lambda}E(M_{n}))\leq Ce^{-c’\lambda^{\alpha}}$ (19)

こうした $M_{n}$の tailの評価は、2次元USTの解析を進める上で多いに役立つ。実際Barlow
とMasson ([2]) は上記の結果を用いて 2次元 UST上の SRW の熱核の評価を与えた。そ

れを行う際、 UST のグラフ距離に関するボールの形状を理解しなければならないのであ

るが、 そこで上記の tail の評価を用いている。

3.4 $d=3$

3.4.1 Growth exponent

LERW の解析を進めることが最も困難なのは $d=3$ の場合である。 この場合の既知の

結果は極めて少ない。Growth exponent の値やスケール極限の性質は全くわかっていない

と言うことが出来る。 2次元の場合の conformal field theoryを用いることはできないこと

や、 $d\geq 4$の場合のような loop の少ない構造を持つわけではないといったことが困難を生

む原因となっている。

$M_{n}$ に関しては Lawler ([10]) により次の bound が与えられた。
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定理 10. ([10])

Let $d=3$ . There exist $\epsilon>0,$ $c$ and $C$ such that

$cn^{1+\epsilon}\leq E(M_{n})\leq Cn^{\frac{5}{3}}$ . (20)

ここで lower bound に関して少し触れておく。時刻 $k\leq\tau_{n}$ が cut time であるとは

$S[O, k]\cap S[k+1, \tau_{n}]=\emptyset$ (21)

を満たすこととしこのとき $S(k)$ を cut pointと呼ぶ。定義からすぐに従うこととして、 cut
point はパス LE$(S[O, \tau_{n}])$ 上にあることがわかる。従って $M_{n}$ の lower bound として cut
point の個数を採用できるが $d=3$ の場合 cut point の平均個数は $\geq cn^{1+\epsilon}$ であることがわ

かっている ([9])。Upper bound に現れる指数 5/3は 3次元 SAW に対する Flory exponent

である。

砥に関しては次のような予想がある。

予想 1. There exists $\alpha$ such that
$E(M_{n})\approx n^{\alpha}$ . (22)

すなわち上記の予想は $d=3$ の場合に LERW に対する growth exponent の存在に対

する予想である。数値計算の結果 ([17]) によれば $\alpha=1.62400\pm 0.00005$ くらいであろ

うと予想されているが、 その値はおろか存在すら証明されていない状況である。Growth

exponent の存在は 3次元 LERWや USTの定量的な評価を行う上で基本的な問題となる。

こうした状況の中以下の結果を得た。

定理 11. (S. 2013)

Let $d=3$ . There exists $a$ such that

$E(M_{n})\approx n^{\alpha}$ . (23)

この結果により growth exponent の存在は証明された。 Lawler が与えた bound を思い
出せば

$1< \alpha\leq\frac{5}{3}\backslash$ (24)

であることがわかる。

3.5 Scaling limit

3次元 LERW のスケール極限に関しては Kozma([5]) によってその存在とその分布は

rotation と dilation に関して不変であることが証明されている。以下それについて詳しく

述べる。

$D=\{x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})\in \mathbb{R}^{3}:|x_{i}|\leq 1\}$ を単位閉立方体とする。 $D$ のコンパクト部分集

合全体にハウスドルフ距離を入れた距離空間を $X$ とする。尺度変換された LERW

$\frac{1}{n}LE(S[0, \tau_{n}])$ (25)

が induce する $X$上の確率測度を瑞とする。 このとき次が成立する。
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定理 12. ([5])

Let $d=3.$ $P_{n}$ converges weakly. Let $\nu$ be the limit. Then $\nu$ is invariant under dilations
and rotations.

この結果の $\nu$ を 3次元 LERWのスケール極限と呼ぶ。スケール極限がどのような object
であるかはほとんど何もわかっていない。その性質を解明して行くことが今後の課題であ

るといえる。
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