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Abstract

先端産業分野では製品開発において、製品に対する数理モデルを物理法則と拘束条件

の集合で表現し、モデルの挙動を数値シミュレーションして、そのモデルを規定する

変量の最適値を決めていく設計方法が盛んになりつつある。 しかし、複合的な製品で

はモデルが大きくなり、モデル変量を全てパラメータとして計算するのは非現実的で
ある。そこで、物理定数や適値を推定できるパラメータは浮動小数で与えて計算量を
減らすことが考えられるが、そうすると今度は計算中の誤差をいかに低減化するかが

大きな問題となる。本稿では、数理モデルに基づく設計で現れるパラメータ入りの疎

線形方程式系を念頭に、筆者らが最近提案し国際会議で発表した誤差低減法を簡単に
記述し、 算法を自己批判するとともに、今後の課題について述べる。

1 まえがき、特に “モデルに基づく開発” について

モデルに基づく開発 (Model-based Development: MBD) は一昔前、 LSI の回路設計に

おいて盛んだったが、現在、他の多くの先端産業においても盛んになりつつある。乗用車

や航空機などの機械の動きは物理法則と形状等に関する制約の下に設計されるが、後者の
制約を代数方程式系で表すなら、その機械は微分代数方程式系 (DAE 系) として数学的に

モデル化される ;ここで微分は時間 $t$ に関するものである。設計とは、 この系に含まれる

パラメータの最適値の組を決定することである。実際に最適値を決めるには、パラメータ

に適当な数値を代入して方程式系の挙動を数値シミュレーションし、その結果を解析して

パラメータの値を修正し、 これを繰り返して最適値に近づける。
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しかし、 この方法をそのまま実行しても、計算は多くの場合うまく行かない。そのこと

を文献 [2] に基づいて説明する。第一に、 DAE系は数値計算にとって極端な悪条件系で、
まともには解けない。そこで考案されたのが、代数方程式を必要な回数だけ微分して DAE
系を常微分方程式系 (ODE 系) に変換する方法である。 しかし、 得られた ODE 系はその
ままではシミュレーションできない。 $A,$ $B,$ $C$ , . . . 順に与えられた (微分) 方程式は、 $A$ を

数値的に決めるには $B$ の値が必要で、 $B$ を数値的に決めるには $C$ の値が必要で、 . . . と

いうように並んでいることがほとんどで、 これを前から順に計算できる順序に並べ替える

必要がある ;これを因果化 (causalization)という。

DAE系から ODE系への変換では、微分多項式 (変量 $x$ や y、それらの時間微分 $\dot{x}$ や $\dot{y}$

などを変数として含む多項式) の消去、いわゆる微分消去が行われる。 これはグレブナー

基底計算における項消去のようなもので (ただし、消去後の式が $x$ や $y$ の多項式になるよ

うに $x$ や $y$ の単項式を掛ける)、浮動小数係数で計算すれば当然大きな誤差が生じ得る。

その際、 どんなメカニズムで大きな誤差 (桁落ち誤差) が生じ、 それをどう回避するかに

ついては筆者らの国際会議論文 [14] を参照されたい。

因果化では困ることは何も起きないように思われるが、実は大きな問題が頻繁に生じ

ることが 1960年代から知られている [2]。与えられた方程式系の部分集合 $\{E_{i_{1}} , . . . , E_{i_{k}}\}$

には、その数式を見ただけでは因果的に並べ替えることができず、それらに含まれる変量

$x_{1}$ , . . . , $x_{m}$ について解いて初めて並べかえることができる、 そんなものがあるのである。

簡単のため (多くの場合が該当する)、 $x_{1}$ , . . . , $x_{m}$ がこれらの方程式の中に 1次で現れると

する (たとえば $x^{2}$ が現れれば $x^{2}$ を一つの変量とみなす)。方程式の係数はパラメータで

あり、因果化は数値シミュレーションに先立って実行されるので、我々はパラメータ係数

の線形方程式系を解くことになる。いくつかのパラメータや物理工学定数を浮動小数で

近似すれば、計算過程で生じる誤差対策が不可欠である。

線形方程式系に関しては、係数が数値の場合は研究され尽くされたと言っても過言で

はないほどだが、パラメータ混じりの係数の場合にはまだ研究の余地がある。MBD では

与式はいずれも非常に疎だが、パラメータ係数連立線形疎方程式の解法は次論文に譲り、

本稿では疎という性質は考慮しない。仮定するのは係数の多くは浮動小数でその中にパラ

メータ係数が混じっている、 ということだけである。本稿では、線形方程式系の係数行列

を Gauss-Jordan消去していくが、各消去後の行列の要素を元の行列要素の行列式で表す

多くの公式を Bareiss[1] に従って導出する。 これら公式は読者に有用だろうと思うので、

導出も含めてすべて掲載する。

第 2章では、我々の方法の概要を説明する。それは数値消去と記号行列式の計算を混用

する “数値数式混合解法 “ である。第 3章では、数値消去中の要素を行列式で表す公式を

前進消去と後退消去各々に対して導出する。国際会議論文 [14] では後退消去に関する一部

の公式導出が解り難いので、解り易く記述する。第 4章では、数値消去後に残る記号行列

の消去における行列式公式 (Cramer公式) を導出し、数値数式混合解法のための解公式を
導出する。 そして、 Cramer公式に対する分割征服 Laplace展開法を記述する。第 5章で

は、本稿に書き切れなかったことを注釈の形で記述する。第 6章では、本研究のまとめと

批判および今後の課題を述べる。
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2 本稿で呈示する方法の概要

与えられた線形方程式系を次式とする ; $\mathbb{F}$ は固定精度浮動小数の集合を表す。

$Cx=b, x=(x_{1}, \ldots, x_{m})^{t}, C\in \mathbb{F}[p]^{m\cross m}$ , (2.1)

$C= (\begin{array}{lll}c_{1,1} \cdots c_{1,m}\vdots \ddots \vdots c_{m,1} \cdots c_{m,m}\end{array}), b=(\begin{array}{l}b_{1}\vdots b_{m}\end{array})$ (2.2)

ここで、 $p$はパラメータの集合である。以下では定数項ベクトル $b$ は行列 $C$ の第 $(m+1)-$

列として扱い、 $(c_{m,m+1}, \ldots, c_{m,m+1})^{t}$ と表す。

係数行列 $C$ は既に次のように行と列が並べ替えられているとする。

$\{$

左側の $n$列は数値列 $(n<m)$ ,

仮定 $C$ : 上側の n’行は数値行 $(n’\leq n)$ ,
$\forall k\leq n$ に対し、 主座行列式 $\neq 0.$

(2.3)

(注) $n<n’$ であっても良いが、 その場合は下記とは異なり、行消去を行う。

我々の方法 (というほど斬新ではなく平々凡々とした方法であるが) は、 まず数値消去

を可能な限り行う。ここで数値消去とは行 (または列) に数値を掛けることで列消去 (また

は行消去) を行うことである。上記の仮定 $C$ に即して言えば、左 $n$ 列 (あるいは上 n’行)

の消去は数値を掛けることで行えて、消去の結果、パラメター要素の次数は上昇しない

(数値要素がパラメータ要素になることはある)。その方法として我々は、 よく知られた

pivoting Gauss-Jordan法を採用する :Gauss-Jordan法とは、 Gauss法が行列を上三角型

に変形し次いで後方代入で対角化するのに対して、各列消去の直後に行消去を行い対角化

するものである。なお、数値行列の消去においては QR分解が誤差の集積を抑える方法と

して有名だが、 QR分解では行 (または列) に掛ける “乗数” を消去にからむ行 (または列)

の全要素から計算するので、パラメータ入り行列ではうまく働かない。

上記の数値消去後、 $(m-n)\cross(m-n+1)$ 記号行列が得られる。この記号行列も Gauss消去

することが可能だが $(ただし、消去結果が有理式にならないよう、たとえば行 (e_{21}, e_{22}, \ldots)$

を行 $(e_{11}, e_{12}, \ldots)$ で消去するには $e_{11}\cross(e_{21}, e_{22}, \ldots)-e_{21}\cross(e_{11}, e_{12}, \ldots)$ と行う)、計算

量が大きすぎるのみならず、特別な技法を使わなければ大きな桁落ち誤差が発生すること

が知られている [4, 12, 13]。浮動小数係数の記号行列式の計算では、蜜行列に対してさえ、
計算量および桁落ち誤差の双方から小行列式展開法がベストであることが幾つかの実験

例で知られている [4, 13]。そこで我々は、記号行列の線形方程式系の解を Cramer公式を

Laplace 展開することで計算する。ただし、 Cramer公式に現れる行列式は、行列を左側

と右側にほぼ等分すると同じ小行列が多く現れるので、同じ小行列式を何度も計算しない

ように分割征服法で計算する。

この解法では、前半の数値消去と後半の行列式展開法を結ぶ公式が必要であり、次章で

その公式を導出する。 この公式を見れば、数値消去のどの段階でどのようなメカニズムに

より桁落ち誤差が入り込むかが一目瞭然であり、低減策も簡単に思いつく。
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3 Gauss-Jordan法による数値消去の行列式理論

本章の行列式理論は Bareiss[l] によるよく知られたもので、筆者らのオリジナルなもの

ではない。誤差発生メカニズムと後退消去における行列式表現は筆者らのものである。

$C_{0,0}^{(1)}=1,$ $C_{i,j}^{(0)}=c_{i,j}(\forall i,j)$ とし、 $C_{i,j}^{(k)}(k\geq 1)$ を次の行列式とする :

$C_{i,j}^{(k)}def=|\begin{array}{llll}c_{1,1} \cdots c_{1,k} c_{1,j}\vdots c_{k,1} c_{k,k} c_{k,j}c_{i,1} . c_{i,k} c_{i,j}\end{array}| (1\leq k<\forall i, j)$ . (3.1)

このとき、 次の恒等式が成立する :本章ではこの恒等式だけを用いて行列式理論を作る。

$C_{i,j}^{(k)}=$

$C_{k,k}^{(k-1)}$ $C_{k,j}^{(k-1)}$

$C_{i,k}^{(k-1)}$ $C_{i,j}^{(k-1)}$

$/C_{k-1,k-1}^{(k-2)}$ . (3.2)

$k$段目の前進消去後の $m\cross(m+1)$ 行列の第 $(i, j)$ 要素が (3.1) で表せることはよく知られ

ている。以下では、 Row(i) とは消去中の $m\cross(m+1)$ 行列の第 $i$ 行を表すものとする。

3.1 前進消去における項キャンセルと誤差回避策

前章で述べたように、実際の算法では、前進消去と後退消去を交互に繰り返しながら、

1要素毎に対角化していくが、説明の便宜上、本節では前進消去だけを記述する。

最初の消去は次のように行う $(2\leq i\leq m)$
。

Row$(i)\Rightarrow$ $c_{1,1}\cross Row(i)-c_{i,1}\cross Row(1)$

$=$ $(0, C_{i,2}^{(1)}, \cdots, C_{i,m+1}^{(1)})$ , where
(33)

$C_{i,j}^{(1)}= |\begin{array}{ll}c_{1,1} c_{1,j}c_{i,1} c_{i,j}\end{array}| (2\leq j\leq m+1)$ .

第 2段目の消去は次のように行う $(3\leq i\leq m)$。

Row$(i)\Rightarrow$ $\{C_{2,2}^{(1)}\cross Row(i)-C_{i,2}^{(1)}\cross Row(2)\}/c_{1,1}$

$=$ $(0,0, C_{i,3}^{(2)}, \cdots, C_{i,m+1}^{(2)})$ , where

$C_{i,j}^{(2)}= |\begin{array}{lll}c_{1,1} c_{1,2} c_{1,j}c_{2,1} c_{2,2} c_{2,j}c_{i,1} c_{i,2} c_{i,j}\end{array}| (3\leq j\leq m+1)$ .

(3.4)

もしも $C_{\iota’,j}^{(2)}$ をピボッティングなしで上式の先頭行のように計算するなら、大きな誤差

が頻繁に生じるであろう。その理由を $c_{i,j}\in \mathbb{F}$ の場合について説明する。先頭行の分子は

$(c_{1,1}c_{2,2}-c_{2,1}c_{1,2})\cross(c_{1,1}c_{i,j}-c_{i,1}c_{1,j})-(c_{1,1}c_{i,2}-c_{i,1}c_{1,2})\cross(c_{1,1}c_{2,j}-c_{2,1}c_{1,j})$ と計算される

が、 積 $\tilde{c}^{d}=^{ef}c_{2,1}c_{1,2}c_{i,1}c_{1,j}$ は正確にキャンセ J$\triangleright$する。 しかしながら、 $\tilde{c}$ はキャンセ，$\triangleright$する
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前に積 $c_{1,1}c_{2,2}c_{1,1}c_{i,j}$ 等に加えられている。 したがって、 もしも $\tilde{c}$ が他の積よりも遥かに

大きければ、 $\tilde{c}$ の誤差がキャンセルしない積に入り込むので、結果式の相対誤差が大きく

増加するのである。我々が扱う行列は果，j $\in \mathbb{F}[p]$ だが、 この場合でも上記メカニズムで

誤差が発生する。 このメカニズムは組織的なので組織的項キャンセルと呼ぶ。

数値消去で誤差増大を避ける最も有効かつ簡単な方策はピボッティングだが、 ピボット

の選択は賢明に行う必要がある。通常、ピボットは大きい数値要素を選ぶ。しかし、Row(i)

の記号要素の係数が他行の記号要素に比べて大きいとき、 $c_{i,i}$ をピボットに選んで Row(i)

で他行を数値消去すると消去後の他行の各記号要素は Row(i) に似たものとなり、 たとえ

行列式を小行列式展開法で計算しても大きな桁落ち誤差が発生する。 ピボットは記号要素

の大きさも考慮して選ぶ必要がある。

さて、 $k$ 段目の消去 $(k\geq 3)$ を考える。 $k=1\Rightarrow 2\Rightarrow\cdots$ と消去を進め、 $k$ 段目の消去

として (3.2) により Row$(k+1)$ , . . . , Row$(m)$ を Row(k) で消去するなら、 消去後の行列

の (的) 要素は式 (3.1) の行列式 $C_{i,j}^{(k)}$ となる。 問題は如何に組織的項キャンセルを避ける

かである。本節最後で述べるように、 $k\geq 4$ のとき全ての組織的項キャンセルを回避する

のは非常に厄介で実際的でない。本章では不完全だが簡単な方法を考える。

上に述べたように、 $k=2$ の場合には組織的項キャンセルを避けることができた。同じ

ことをすれば大きな項キャンセルを避けられるであろう。即ち、 $C_{i,j\prime}^{(k-2)_{S}}(\forall i’, j’\geq k-1)$

から $C_{i,j}^{(k)}$ を計算するのである。 $\tilde{C}_{i,j’}^{(k-1)}$ と $\tilde{C}_{i,j}^{(k)}$ を下記のように計算したとしよう。

$\tilde{C}_{i,j’}^{(k-1)}:=|C_{i,-1}^{(-2)}C_{k\frac{k}{kk}1,k-1}^{(-2)} C_{k\frac{k}{kj}1,j’}^{(-2)}C_{i}^{(-2)}|,$

(3.5)

$\tilde{C}_{i,j}^{(k)} :=|\tilde{C}_{i,k}^{(k-1)}\tilde{C}_{k,k}^{(k-1)} \tilde{C}_{i,j}^{(k^{j}-1)}\tilde{C}_{k}^{(k-1)}|/C_{k-1,k-1}^{(k-2)}.$

このとき、 $\tilde{C}_{i,j}^{(k)}$ の計算では大きな項キャンセルが起きる。 しかしながら、 $\tilde{C}_{i,j}^{(k)}$ の行列式

は $C_{i,j’}^{(k-2)}(i’, j’\geq k-1)$ を要素とする $3\cross 3$行列式に変換できるので、 その行列式を計算

するのである。 $\tilde{C}_{i,j\prime}^{(k-1)}$ と $\tilde{C}_{i,j}^{(k)}$ はそれぞれ $[C_{k-2_{)}k-2}^{(k-3)}]C_{i,j’}^{(k-1)}$ と $[C_{k-2_{)}k-2}^{(k-3)}]^{2}C_{i,j}^{(k)}$ に等しいの

で、 次の公式が得られる。

$C_{i,j}^{(k)}=|C_{i,k-1}^{(k-2)}C_{k,k-1}^{(k-2)}C_{k-1,k-1}^{(k-2)} C_{i,k}^{(k-2)}C_{k,k}^{(k-2)}C_{k-1,k}^{(k-2)} C_{i,j}^{(k-2)}C_{k,j}^{(k-2)}C_{k-1,j}^{(k-2)}|/[C_{k-2,k-2}^{(k-3)}]^{2} (3\leq k<\forall i,j)$ . (3.6)

これは Bareiss の 2-step公式に他ならない。 この算式は、 $[C_{k-2,k-2}^{(k-3)}]^{2}$ に比例しない項が

正確にキャンセルすることを示している。 したがって、 $C_{k-2,k-2}^{(k-3)}$ が相対的に小さいときは

桁落ち誤差が発生する。 これを回避するには $4\cross 4$ 行列式を計算すればよいが、 そこでは

また別の項キャンセルが発生する。組織的項キャンセルを全て回避するのが厄介なことが

分るであろう。
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3.2 後退消去における項キャンセルと誤差回避策

Gauss-Jordan 法は前進消去を 1段行った後に先頭要素を対角化するが、対角化演算を

後退消去と呼ぶ。そこでも組織的項キャンセルが起きることが分るだろう。

2段目の消去に先立ち、第 1段消去後の行列の第 1行を次のように書き換える。

$(C_{1,1}^{(1)}, C_{1,2}^{(1)}, C_{1,3}^{(1)}, \cdots)^{d}=^{ef}(c_{1,1}, c_{1,2}, c_{1,3}, \cdots)=(c_{1,1}, |\begin{array}{ll}c_{1,1} c_{1,2}-1 \end{array}|, |\begin{array}{ll}c_{1,1} c_{1,3}-1 \end{array}|, \cdots)$ . (3.7)

(3.1) の最下行を $(-1,0, \cdots)$ で置き換えた行列に公式 (3.2) を適用すると、 (3.4) で示した

ように、 Row(l) を Row(2) により次のように消去できる。

$(c_{1,1}|\begin{array}{ll}c_{1,1} c_{1,2}c_{2,1} c_{2,2}\end{array}|, 0, |C_{1,2}^{(1)}C_{2,2}^{(1)} C_{1,3}^{(1)}C_{2,3}^{(1)}|, \cdots)/c_{1,1}=(|\begin{array}{ll}c_{1,1} c_{1,2}c_{2,1} c_{2,2}\end{array}|, 0, |\begin{array}{lll}c_{1,1} c_{1,2} c_{1,3}c_{2,1} c_{2,2} c_{2,3}-1 \end{array}|, \cdots)$ .

(3.8)

上記の左辺のように計算すれば組織的項キャンセルが起きるが、右辺のように計算すれば

起きない。 (3.8) の右辺を $(C_{1,1}^{(2)}, 0, C_{1,3}^{(2)}, C_{1,4}^{(2)}, \cdots)$ と定義する。帰納法により、 $k$ 段目の

後退消去後の Row(l) を $(C_{1,1}^{(k)}, \cdots, C_{1,k+1}^{(k)}, \cdots)$ とすれば、 $C_{1_{)}j}^{(k)}$ は次式となる。

$C_{1,j}^{(k)}=$

$c_{1,1}$
. . .

$C_{1,k}$ $c_{1,j}$

: :. :

$c_{k,1}$
. . .

$c_{k,k}$ $c_{k,j}$

$-1$

$(\forall j>k\geq 2)$ . (3.9)

次に第 3段目の後退消去を考える。消去に先立ち、 Row(2) を次のように書き換える。

$(0, C_{2,2}^{(2)}, C_{2,3}^{(2)}, C_{2,4}^{(2)}, \cdots)^{d}=^{ef}(0 , C_{2,2}^{(1)}, |\begin{array}{lll}c_{1,1} c_{1,2} c_{1,3}c_{2,1} c_{2,2} C_{2,3} -1 \end{array}|, |\begin{array}{lll}c_{1_{)}1} c_{1_{)}2} c_{1,4}c_{2,1} c_{2,2} c_{2,4} -1 \end{array}|, \cdots)$ . (3.10)

公式 (3.2) を用いると、 これを (3.4) の Row(3) で消去した Row(2) の第 $i$ 要素は次のよう

に表せる。

$C_{2,j}^{(3)}=|\begin{array}{llll}c_{1,1} c_{1,2} c_{1,3} c_{1,j}c_{2,1} c_{2,2} c_{2,3} c_{2,j}c_{3,1} c_{3,2} c_{3,3} c_{3,j} -1 \end{array}| (\forall j>3)$ . (3.11)

この行列式表現は、 (3.9) の $C_{1,j}^{(k)}$ と全く同様に、 $C_{2,j}^{(k)}(k\geq 4)$ と $C_{i,j}^{(k)}(i<k<j)$ に容易

に一般化できる。 なお、 実際の計算では $k>3$ に対する行列式公式は使わない。

さて、後退消去における組織的項キャンセルの回避策を考える。我々の方策は、 もしも

(3.2) のような行列式に遭遇したなら、 (3.6) のような $3\cross 3$行列式に変換することである。
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(3.8) を見れば、 $k=2$ での後退消去はこの方策どおりである。 (3.2) で未定義だった $C_{i,j}^{(k)}$

$(i\leq k)$ が定義されていることに留意しつつ、 $k=3$ での後退消去を再考する。Row(l)

の第 $j$ 要素は Row(3) による消去で $(C_{3,3}^{(2)}C_{1,j}^{(2)}-C_{1,3}^{(2)}C_{3,j}^{(2)})/C_{2,2}^{(1)}$ となり、 公式 (3.6) により

$C_{i,j}^{(1)},$ $(i’=2,3,1;i’=2,3,j)$ を要素とする $3\cross 3$行列式/[c1,1]2で表される。 $k>3$ では

$C_{i,j}^{(k)}=(C_{k,k}^{(k-1)}C_{i,j}^{(k-1)}-C_{i,k}^{(k-1)}C_{k,j}^{(k-1)})/C_{k-1,k-1}^{(k-2)} (i<k-1, k<j)$ (3.12)

となり、 同様に $3\cross 3$ 行列式で表される。 $C_{2,j}^{(3)}$ は扱いが異なる。関係式

$C_{2_{)}j}^{(2)}, =|\begin{array}{ll}C_{2,2}^{(1)} C_{2,j}^{(1)}-1 \end{array}|, C_{i\geq 3,j’}^{(2)}=|C_{i,2}^{(1)}C_{2,2}^{(1)}C_{i,j’}^{(1)}C_{2,j}^{(1)},|/c_{1,1},$

を用いて $C_{2,j}^{(3)}(j\geq 4)$ を次のように書き換える。

$C_{2_{)}j}^{(3)d}=^{ef}|C_{2,3}^{(2)}C_{3,3}^{(2)} C_{2,j}^{(2)}C_{3,j}^{(2)}|/C_{2,2}^{(1)}= C_{3,2}^{(1)}し_{}\grave{2},2^{-\prime}-1 C_{3,3}^{(1)}し_{}\grave{2},3^{-l} C_{3_{)}j}^{(1)}し_{}2^{-}j^{\backslash J} /c_{1,1}=|C_{2,3}^{(1)}C_{3,3}^{(1)} C_{2,j}^{(1)}C_{3,j}^{(1)}|/c_{1,1}.$

上式右辺に公式 (3.6) を適用すれば、 $C_{2,j}^{(3)}$ は $C_{i,j}^{(0)},$ $(i’=1,2,3;j’=1,3, j)$ を要素とする

$3\cross 3$行列式で表される。同様に、 $C_{k-1,\dot{g}}^{(k)}(k\geq 4)$ に対しては

$C_{k-1,j}^{(k)}=$ (Cfkk-2)C嵩 3-Ck(k–12,k)Clk,j-2))/C纏 3,k)-2 (3.13)

なので、 $C_{i,j’}^{(k-3)}(i’=k-2, k-1, k;i’=k-2, k,j)$ を要素とする $3\cross 3$行列式で表される。

公式 (3.12) と (3.13) では、 $C$ の肩の指数と分母因子が異なることに注意されたい。

以上より、後退消去 $(k\geq 3)$ での不完全な誤差回避策が得られたが、公式 (3.12),(3.13)

およびそれらを $3\cross 3$行列式に変換したものはそれぞれ異なる分母因子を持ち、分母因子

が相対的に小さい場合には使ってはならない。不完全とはそういう意味である。

4 数値消去後のパラメータ要素の線形方程式系の解法

本章では数値消去後の線形方程式系の対角化を考える ;実際には対角化は行わず、最後

の公式だけを使用する。数値消去後の線形方程式系は下記の左辺の形である ;簡単のため

$C_{i,j}^{(n)}$ を $e_{i,j}(1\leq i\leq m;n+1\leq j\leq m+1)$ と表す。 さらに、行列の上部の $n$ 行を下部に

移動し、 $s=m-n$ とおいて、 $e_{n+i,n+j}$ を $e_{i,j}’(1\leq i\leq s;1\leq i\leq \mathcal{S}+1)$ と表す。

$(\begin{array}{llllll}C_{1,1}^{(n)} e_{1,n+1} ..\cdot\cdot e_{1,m+1} \ddots \vdots C_{n,n}^{(n)} e_{n,n+1} ..\cdot e_{n,m+1} e_{n+1,n+l} e_{n+1,m+1} \vdots e_{m,n+1} e_{m,m+1}\end{array})$ $\Rightarrow E=(\begin{array}{llllll} e_{1,l}^{/} \cdots e_{1,s+1}’ \vdots \ddots \vdots e_{s,1}’ \cdots e_{s,s+1}C_{1,1}^{(n)} e_{1,n+1} \cdots e_{1,m+1} \ddots \vdots \ddots \vdots C_{n,n}^{(n)} e_{n,n+l} \cdots e_{n,m+1}\end{array}),$

(4.1)
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ここで、 $C_{i,i}^{(n)}=C_{n,n}^{(n-1)}(1\leq i\leq n)$ である。 また、 下記の行列式を $D$ とする。

$D=|\begin{array}{lll}e_{1,1}’ \cdots e_{1,s+1}’\vdots . e_{s,1}^{/} \cdots e_{s,s+1}\end{array}|$ . (4.2)

4.1 記号行列の消去における行列式公式

行列 $E$ の対角化を次の 2ステップに分けて実行する。

Step-l: Row(l), $\cdots$ , Row$(s)$ による前進消去 ; $E$ の下部の $n$ 行も消去する。

Step-2: 右上部の $s\cross(s+1)$ 行列の後退消去 :Row(l) $\sim Row(s)$ に対してのみ。

Step-l は簡単である。 $k$段目の前進消去後の公式 (3.2) より、 前進消去を終了した時点

での行列の第 $i$ 行は次式となる ;第 $i$ 行は $i$ 段目の消去後は不変である。

$(\cdots, 0, |\begin{array}{lll}e_{1,1}’ \cdots e_{1,i}’\vdots e_{i,1}’ ..e_{i,i}’\end{array}|, \cdots, |\begin{array}{llll}e_{1,1}’ \cdots e_{1i-1}’ e_{1,s+1}’\vdots e_{i,1}\cdot ..e_{i,i-1}’ e_{i,s+1}’\end{array}|)$。(4.3)

$i\geq s+1$ のとき、 $E$ の Row$(s+i)$ の Row(l) による前進消去は次のように行われる。

$e_{1,1}’\cross Row(s+i)-e_{i,n+1}\cross Row(1)=$

$(\cdots,$ $0,$ $e_{1}’,{}_{1}C_{i,i}^{(n)},$ $0,$ $\cdots,$

$e_{1,1}’$ $e_{1,2}’$

$e_{i,n+1}$ $e_{i,n+2}$

$\rangle$

$.$ . $\bullet$ $)$ .

帰納法により、最後の消去後の Row(i) は次式となる ; $C_{i,i}^{(n)}D$ は第 $i$ 要素である。

$(\cdots, 0, C_{i,i}^{(n)}D, 0, \cdots, |\begin{array}{llll}e_{1,1}’ \cdots e_{1,s}^{/} e_{1,s+1}^{/}\vdots e_{s,1}’ .\cdot.\cdot e_{s_{\rangle}s}’ e_{s,s+1}e_{i,n+1} .e_{i,n+s} e_{i,m+1}\end{array}|)$ . (4.4)

Step-2は前章の後退消去と同じように行う。たとえば第 2段目の前進消去後、 $E$ の

Row(l) を次のように書き換える。

$(e_{1,1}’, |\begin{array}{ll}e_{1,1}’ e_{1,2}’-1 \end{array}|, |\begin{array}{ll}e_{1,1}’ e_{1,3}’-1 \end{array}|, \cdots)$ .

すると、 Row(2) による消去で Row(l) は次式になる。

$e_{1,1}’$ $e_{1,2}’$

$e_{2,1}’$ $e_{2,2}’$

$,$
$0,$ $e_{2,1}’e_{1,1}’-1$

$e_{2,2}e_{1,2}’$

$e_{2,3}e_{1,3}’|,$ $\cdots$ $)$ .
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同様に行うと、対角化終了直後の行列の第 $i$ 行は次式となる ;下記の $D$ は第 $i$ 要素で、

右端の行列式の $-1$ は第 $i$ 列に位置する。 これより Cramer の公式が得られる。

$(\cdots, 0, D, 0, \cdots, |\begin{array}{llll}e_{1,1}’ \cdots e_{1,s}’ e_{1,s+1}’\vdots \ddots \vdots \vdots e_{s,1} -1 e_{s,s} e_{s,s+1}’\end{array}|)$ . (4.5)

$D_{j}(1\leq i\leq s)$ は次の $s\cross s$ 行列式とする : $(e\’{i},s+1, \cdots,s,s+1e’)^{t}$ は第 $i$ 列である。

$D_{j}=$

$e_{1,1}’$ $\cdots$ $e_{1,s+1}’$ . . . $e_{1,s}’$

:. $\cdot$ .. : $\cdots$ :

$e_{s,1}’$ . .. $e_{s,s+1}’$ . . . $e_{s,s}’$

, (4.6)

すると、 $(4.4)$ と $(4.5)$ より、 $X_{1}$ , . . . , $x_{m}$ の解が次式で与えられる。

$\{\begin{array}{l}for i\leq n, x_{i}=(e_{i,m+1}D-\sum_{j=1}^{s}e_{i,n+j}D_{j})/(C_{i,i}^{(n)}D) ,for i>n, x_{i}=D_{i}/D, with C_{i,i}^{(n)}=C_{n,n}^{(n-1)}.\end{array}$ (4.7)

4.2 分割征服小行列式展開法

第 1章で述べたように、我々は $D$ 及び $D_{1}$ , . . . , $D_{s}$ を小行列式展開法で計算する。 $D$ と

$D_{1}$ , . . . , $D_{s}$ の行列は互いに似ているので、簡単なアイデアで行列式計算を効率化できる。

$D,$ $D_{j}$ の行列をそれぞれ $E’,$ $E_{j}’$ とし、 $E_{j}’$ (及び $E’$ ) を次式のように分割する ;ここで、

$s_{L}=[(s+1)/2],$ $s_{R}=[s/2]$ である。

$E_{j}’= (L_{j} R_{j}) , \{\begin{array}{l}L_{j} : left s_{L} columns,R_{j}: right s_{R} columns.\end{array}$ (4.8)

もし $j\leq s_{L}$ $($ resp. $, i>\mathcal{S}_{L})$ ならば $R_{j}$ $($ resp. $, L_{j})$ は $i$ によらない。 したがって、行列式を

上記の分割で Laplace展開法で計算するなら、 $D$ と $D_{1}$ , . . . , $D_{s}$ 全体で同じ小行列式の計算

を避けることができる。 $I$ と $I’$ は自然数の集合で、 $I\cup I’=\{1, 2, . . . , \mathcal{S}\}$ かつ $\#(I)=s_{L},$

$\#(I’)=s_{R}$ を満たすとする。 このとき、 $D_{j}$ は次の Laplace の展開公式で計算できる。

$D_{j}=|E_{j}’|= \sum_{I}sgn(I)|L_{j,I}|\cross|R_{j,I’}$
. (4.9)

ここで、 $\sum_{I}$ は異なる $I$ 全体に渡る和であり、 $L_{j,I}$ $($ resp. $, R_{j,I’})$ は縦長行列 $L_{j}$ $($ resp. $, R_{j})$

の中から $I$ $($ resp. $, I’)$ で指定される $s_{L}$ 行 $($ resp. $, s_{R} 行)$ を取り出して作られる部分行列で

ある。 また、 sgn(I) $=$ (-1) $\Sigma$

i
$\delta=$L1(i $+$I:)、ただしろは $I$ の第 $i$ 要素、 である。
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5 種々の注釈、特に異種の誤差低減法

本稿では、数値消去中の行列要素の行列式表現と、 その表現に基づく (不完全な) 誤差

低減法を記述した。 しかし、 国際会議論文 [14] に記した幾つかの重要な事柄を省略した

ので、以下に注釈として簡単に記述する。

注 1誤差低減は、多くの場合、 ピボッティングで十分だと思うが、 3.1節で述べたように

ピボットは注意して選ぶ必要がある。多くの場合、数値列だけからピボットを選ん

でよいだろうが、数値列から選べば記号行列が悪条件となり、記号要素を考慮して

選べば数値消去が桁落ちをひき起こす、そんな場合もあり得る。 したがって、異質

な誤差低減法も用意する必要がある (注 4で一つの方法を簡単に記述する)。なお、

$3\cross 3$ 行列式に変換して計算する方法はピボッティングなしで使えるが、 ピボットが

小さいときに一段の消去に使うにだけにすべきで、連続して使うのは良くない。

注 2本稿では数学的観点から消去における行列式表現を導出したので、必然的に (3.2) や

(3.6) の公式のように分母因子も導出した。 しかし、 (3.12) と (3.13) が示すように、

分母因子の現れ方は一様でない。 しかも、分母因子を計算することは行列式表現を

そのまま計算することであり、消去が進行すると共に行列要素ノルムが指数関数的

に増大または減少する場合がほとんどである。ゆえに、係数行列は各列の消去後に

規格化するべきである。規格化する場合、 たとえば (3.2) 公式は下記でよい。

$C_{i,j}^{(k)}=C_{i,j}^{(k-1)}-(C_{i,k}^{(k-1)}/C_{k,k}^{(k-1)})\cross C_{k,j}^{(k-1)}$ . (5.1)

なお、 たとえば $c_{i,1}=0(i\geq 2)$ ならば、 この要素を含む第 $i$ 行には消去用の演算を

施す必要はないが、規格化しない場合には施す必要がある。

注 3 Bareiss の 2ステップ算法では公式 (3.6) が用いられる。我々の誤差回避用の算法は

Bareiss の 2ステップ算法と同じと思われるかもしれないが、若干異なる。 Bareiss
の算法は公式 (3.6) を用い、 $C_{i,j}^{(0)}$ , から $C_{i,j}^{(2)}$ を、 $C_{i,j}^{(2)}$ , から $C_{i,j}^{(4)}$ を、 . . . 、と計算する

( $n$ が偶数の場合には最後の $C_{i,j^{l}}^{(n-2)}$ から $C_{i,j}^{(n-1)}$ の計算で公式 (3.2) を用いる)。次に

後退消去を下記のように行って対角化する。前進消去直後は、Row(l) と Row(2) は

初期行列のままである。そこで、 公式 (3.2) を用いて Row(2) を Row(l) で消去し、

ついで Row(l) を消去後の Row(2) で消去する。それ以降の後退消去も同様である。

本稿の式で言うと公式 (3.13) で計算している。 これを見ると、前進消去では誤差が

抑えられているが、後退消去では、 たとえば Row(l) を Row(2) で消去するときに

大きな桁落ち誤差が発生する可能性がある。

注 4ピボッティングとは全く異質の、独立記号を用いた誤差低減法を簡単に説明する ;

詳細は [14] を参照されたい。3.1節によると、桁落ち誤差は巨大な要素同士がキャン

セルすることで発生するが、キャンセルする前に生き残る部分に加え込まれること

が必要である。 そこで、消去に用いる Row(k) の先頭要素が小さい場合、 その先頭
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要素に独立記号 $s$ を掛け、消去を 2段行う (2段目に項が組織的にキャンセルする)。

3.1節によると、キャンセルするのは $s$ に比例しない項なので、 $s$ に比例する項だけ

を取り出し、 $s=1$ としたものを消去後の要素とすればよい。

注 5注 4に述べた誤差低減策や分割征服小行列式展開法も含め、いくつかの数値実験の

結果を [14] に記載したので参照されたい。注 4で説明した誤差回避策は数値消去の

際に要素に記号処理を行うので、計算時間がかかることが気になるが、数値実験の

結果をみれば、大したことはないことが分るだろう。

6 まとめと今後の課題

物理法則では定数は記号で表されるので気が付かないが、産業分野では大きさが非常に

異なる数値が混用される。 したがって、 それらの記号の一部に実際の数値を代入した線形

方程式系の係数は、非常に広い範囲に分布するだろう。本稿では、 ピボッテイング以外に

二つの異質の誤差低減策を考案したので、多分、 産業分野の計算にも対処できると思う。

しかしながら、産業分野の実例で試した訳ではない。今後は実際計算を扱いながら算法を

精錬することが必要である。

本稿では『微分消去における誤差低減策』を省略したが、それは前章の注 4で説明した

独立記号を用いる方法と非常に似ている。この方法は、微分消去のみならず、有理式体上

のグレブナー基底の計算でも有用であろうと思っている。 この計算では、簡約後の多項式

の有理式係数が膨張するので簡単化が必要だが、 この計算で発生する係数膨張メカニズム

に対して我々の方法が対処できるからである。

実は、 “モデルに基づく開発 “ では、 大規模疎行列に特有の課題の方が誤差低減化より

も重要である。重要な課題は、 1) 線形方程式の解はパラメータに関する有理式となるが、

パラメータの個数が多く変数が多い場合には単純に計算すると膨大な有理式が得られて

始末に困るので、パラメトリック解を簡潔で扱い易い形で得ること、 2) 線形方程式全体

を一つの系として見るのではなく、全体を簡潔に表す単純化された系や、局所的に重要な

部分系などを自動的に作成すること、などである。 これらの課題の解決を目指した研究に

ついては [8] を参照されたい。
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