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Abstract

2005年，E. Orsini とM. Sala $lf$ , グレブナー基底の理論を用いた BCH 符号の復号アルゴリズムを

考案した ([4]). Orsini-Sala 復号アルゴリズムは計算量が大きいという特徴があり，大きな符号長で符号を
構成するとき，復号が困難となる．そこで，本論文では有限体の代数構造をうまく利用することによって，
Orsini-Sala 復号アルゴリズムの計算量を改善する方法を提案する．また計算機実験により，実際に計算時
間が改善され，また Orsini-Sala の方法では復号が困難であった場合においても，復号が可能であることを
示す．

1 BCH符号

以下，$q$ は素幕，$gcd(n, q)=1$ とする．

定義 1. 空集合でない $S\subset\{0, 1, . . . , n-1\}$ を defining set と呼び，各 $i\in S$ に対して円分剰余類を

$C_{i}=\{i, iq, . . . , iq^{\ell-1}\}$ と表す．ここで，$\ell$ は $i\equiv iq^{\ell}(mod n)$ を満たす最小の自然数である．

定義 2$\bullet$

$\alpha$ を $\mathbb{F}_{q}$ 上 1の原始 $n$ 乗根とする． $S_{C}= \bigcup_{i\in S}C_{i}$ の中に最大で $\delta-1$ 個の連続する数 $b,$ $b+$

$1$ , . . . , $b+\delta-2$ が存在するとき，$gc= \prod_{i\in S_{C}}(X-\alpha^{i})$ を生成多項式とする巡回符号 $C=\langle 9C$ ) を設計距離

$\delta$ の BCH 符号という．$S=\{i_{I}, . . . , i_{r}\}$ のとき，$C$ のパリテイ検査行列 $H$ は

$H=(\begin{array}{lllll}1 \alpha^{i_{1}} \alpha^{2i_{1}} \cdots \alpha^{(n-1)i_{l}}1 \alpha^{i_{2}} \alpha^{2i_{2}} \cdots \alpha^{(n-1)i_{2}}\vdots \vdots \vdots :l \alpha^{i_{r}} \alpha^{2i_{r}} .\alpha^{(n-1)i_{r}}\end{array})$

で定められる．また，受信ベクトル $r\in(\mathbb{F}_{q})^{n}$ に対して $s=Hr\in(\mathbb{F}_{q^{m}})^{r}$ をシンドロームという．ただし，

$\mathbb{F}_{q^{m}}$ は $\mathbb{F}_{q}$ 上 $x^{n}-1$ の分解体とする．
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2 Orsini-Sala 復号アルゴリズム

以下，簡単のため $q=2$ とする．

Hamming 重み $\mu\leq t$ の誤りベクトル $e=(e_{0}, \ldots, e_{n-1})$ に対して，$e_{k_{1}}$ , . . . , $e_{k_{\mu}}\neq 0$ のとき $k_{1}$ , . . . , $k_{\mu}$

を誤りの位置 $\alpha^{k_{1}}$ , . . . , $\alpha^{k_{\mu}}$ を error locator という．また，$L_{e}(z)= \prod_{l=1}^{\mu}(z-\alpha^{k}$りを error locator

polynomial という．

定義 3([4]). $t$ を符号 $C$ の誤り訂正能力とする．変数を $X=(x_{1}, \ldots, x_{r})$ , $Z=(z_{t}, . . . , z_{1})$ とする多項式

$f_{j}= \sum_{u=1}^{t}z_{u}^{i_{j}}-x_{j}, \sigma_{j}=x_{j}^{q^{m}}-x_{j}, \eta_{i}=z_{i}^{n+1}-z_{i}, \chi_{\overline{i},i}=z_{\tilde{i}}\cdot z_{i}\cdot\sum_{u=0}^{n-1}z_{\tilde{i}}^{u}z_{i}^{n-1-u}$

$(1\leq j\leq r, 1\leq i\leq t, 1\leq\tilde{i}<i)$ で生成されるイデアルを $I_{C}\subset \mathbb{F}_{q}[X, Z]$ で表す．

定義 3の $f_{j}$ は $He-s=0,$ $\sigma_{j}$ はシンドロームの各成分が $\mathbb{F}_{q^{m}}$ の元，$\eta_{i}$ は error locator が $0$ または $\alpha^{k_{i}}$

(1の原始 $n$ 乗根), $\chi_{\overline{i},i}$
は $\alpha^{k_{i}}\neq\alpha^{k_{j}}(i\neq j)$ により定められた多項式である．

定義 4([4]). 変数を $X=(x_{1}, \ldots, x_{r})$ , $Z=(z_{t}, \ldots z_{1})$ とする多項式 $\mathscr{L}_{C}\in \mathbb{F}_{q}[X, Z]$ が次の性質を満たす

とき，$\mathscr{L}_{C}$ を符号 $C$ の general error locator polynomial という．

(1) $\mathscr{L}_{C}\in \mathbb{F}_{q}[X, z_{t}]\subset \mathbb{F}_{q}[X, Z]$

(2) $\mathscr{L}_{C}(X, z_{t})=z_{t^{t}}+a_{t-1}(X)z_{t^{t-1}}+\cdots+a_{0}(X)$ $(a_{j}(X)\in \mathbb{F}_{q}[X], 0\leq j\leq t-1)$

(3) シンドローム $s$ について，$\mathscr{L}_{C}(s, z_{t})\in \mathbb{F}_{q^{m}}[z_{t}]$ の根が $\alpha^{k_{1}}$ , . . . , $\alpha^{k_{\mu}},0, 0\sim$

$t-\mu$

定理 1([4]). $G$ を $I_{C}\subset \mathbb{F}_{q}[X, Z]$ の辞書式順序 $X\prec Z$ に関する被約グレブナー基底とする．このとき，$G$

に general error locator polynomial が含まれる．

$G$ は被約グレブナー基底であるから，$z_{t}$ に関する次数が $t$ である $G$ の元は一意に定まる．よって，グレブ

ナー基底計算により general error locator polynomial が求められる．また，定義 4より誤りの数 $\mu$ と error

locator polynomial $L_{e}$ を求める次のアルゴリズムを得る．

$\frac{A1gorithm1Orsi.ni-Sa1a復号アルゴリズム}{Input:s=(s_{1},..,s_{r}),\mathscr{L}_{C}(X,z_{t})=z_{t}^{t}+a_{t-1}(X)z_{t}^{t-1}+\cdots+a_{0}(X)}$

$\muarrow t$

while $a_{t-\mu}(s)=0$ do

$\muarrow\mu-1$

end while
$L_{e}(z_{t}) arrow\frac{\mathscr{L}_{C}(s,z_{t})}{t-\mu}$

$z_{t}$

Output: $\mu,$ $L_{e}(z_{t})$

3 多項式イデアルの再構成と復号アルゴリズムの改良

Orsini-Sala復号アルゴリズムにおいて最も計算量が大きいのは，イデアル $I_{C}$ の辞書式順序に関する被約

グレブナー基底の計算である．その他の計算の計算量は比較的小さいので無視できる．一般に，グレブナー
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基底計算の最悪計算量は，イデアルを生成する多項式系の最大全次数の 2重指数となることが知られている
([1]).

グレブナー基底計算の計算量を減らすために，$I_{C}$ の生成系の中で次数が最も高い $\sigma_{j}=x_{jj}^{q^{m_{-}}}x$ に着目し

た． $\sigma j$ はすべてのシンドロームの各成分が自明に満たす代数方程式である．しかし，$\sigma j$ を定めるとき，誤り

が $t$ 個以下である条件が考慮されていない．これを考慮すると，$\sigma j$ を割り切る多項式で，$t$ 個以下の誤りに対

応するシンドロームの各成分を根として持つ多項式 $\tau j$ が存在する．そこで，イデアル $I_{C}=\langle f_{j},$
$\sigma j,$ $\eta_{i},$ $\chi_{\overline{i},i}\rangle$

において，多項式 $\sigma j$ のかわりに $\tau j$ をとり，イデアル $J_{C}=\langle f_{j},$
$\mathcal{T}j,$ $\eta_{i},$ $\chi_{\overline{i},i}\rangle$ を用いても同様の復号アルゴリ

ズムが構成できるのではないかと考えられる．また，Orsini-Sala の $I_{C}$ では全次数の上限が $q^{m}$ であるが，

$J_{C}$ では $\deg(\tau j)\leq q^{m}$ となり，計算量の改善が期待できる．

いま，誤り訂正能力 $t=2$ の BCH 符号を考える．さらに，$d|q^{m}-1$ ならば $x^{d+1}-x|x^{q^{m}}-x$ が

成り立つので，$\sigma_{j}$ を割り切る多項式 $\mathcal{T}j$ を 2項式と仮定する．シンドロームの定義式より $\tau_{j}$ は $0,$ $\alpha^{i},$

$\alpha^{i}+\alpha^{j}(0\leq i,j\leq n-1)$ を根に持つ多項式であれば十分であることがわかる．これに関して，次の補題を

得ることができた．

補題 1. $n\in N,$ $\alpha$ を $\mathbb{F}_{q}$ 上 1の原始 $n$ 乗根，$m=[\mathbb{F}_{q}(\alpha):\mathbb{F}_{q}]$ とする．ある $0< \ell\leq\lfloor\frac{m}{2}\rfloor$ に対して，

$n|(q^{p}+1)$ を満たすとき，
$\tau(x)=x^{n(q^{\ell}-1)+1}-x$

とおく．このとき，任意の $i,$ $j(0\leq i,j\leq n-1)$ に対して次が成り立つ．

(1) $\tau(0)=0$

(2) $\tau(\alpha^{i})=0$

(3) $\tau(\alpha^{i}+\alpha^{j})=0$

また，この $\tau=\tau_{1}=\cdots=\tau_{r}$ を用いたイデアルから general error locator polynomial を求められること

を示した．

定理 2. $q=2$ とする．符号長 $n$ , 誤り訂正能力 $t=2$ の BCH 符号を考える．$n$ がある $0< \ell\leq\lfloor\frac{m}{2}\rfloor$ に対

して，$n|(q^{\ell}+1)$ を満たすとき，

$\tau_{j}=x_{j^{n(q^{\ell}-1)+1}}-x_{j} (1\leq j\leq r)$

とおく．このとき，イデアル $J_{C}=\langle f_{j},$
$\tau_{j},$ $\eta_{i},$ $\chi_{\overline{i},i}\rangle$ の辞書劃頂序に関する被約グレブナー基底は general error

locator polynomial を含む．

以下，この定理 2を用いた具体例を述べるが，計算には Core i7-3930K3.20GHz, メモリ $32GB$ , Windows7

$x64$ の計算機で数式処理システム Risa/Asirを使用した．

例 1. 符号長 $n=27(\mathbb{F}_{q^{n}}=\mathbb{F}_{2^{18}})$ , defining set $S=\{1$ , 9 $\}$ をとると，設計距離 $\delta=6$ の BCH 符号が得ら

れる (誤り訂正能力 $t=2$). イデアル $I_{C}$ において，

$\sigma_{j}=x_{j}^{262144}-x_{j} (1\leq j\leq r)$

である．一方，定理 2より $t\leq 2$ に対応するすべてのシンドロームの各成分を根として持つ多項式

$\tau_{j}=x_{j}^{13798}-x_{j} (1\leq j\leq r)$
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が存在する $(13798=27\cdot(2^{9}-1)+1)$ . イデアル $I_{C}$ の辞書式順序に関する被約グレブナー基底の計算には

50329.5秒を要したが，イデアル」c のグレブナー基底は 0.858006秒で計算することができた．また，$I_{C}$ と

$J_{C}$ から得られる general error locator polynomial は一致しており，2個以下の誤りを含んだ受信ベクトル
を復号することができる．

いま，シンドロームの各成分を根に持つ多項式 $\tau$ を具体的に与えることができた．しかし，条件に符号長
$n$ に関する仮定や誤り訂正能力 $t=2$ の仮定が必要である．そこで次は，$n$ に関する条件を除くことを考え

たい．

$\sigma$ は $0,$ $\alpha^{\iota}\alpha^{\dot{\iota}}+\alpha^{j}\in \mathbb{F}_{q^{m}}(0\leq i,j\leq n-1)$ を根に持つ多項式であれば十分であった．そこで，これらを
根に持つ次数最小の多項式 $\tau’$ を $\sigma$ のかわりに用いる方法を考えた．

$\theta\in \mathbb{F}_{q^{m}}$ を根に持つ次数最小の多項式は，$\theta$ の $\mathbb{F}_{q}$ 上最小多項式 $m_{\theta}(x)=(x-\theta)(x-\theta^{q})\cdots(x-\theta^{q^{k-1}})$

である ([2]). ここで，$k$ は $q^{k}\equiv 1(mod n)$ を満たす最小の自然数である．従って $\tau’$ としては，各 $0,$ $\alpha^{i},$

$\alpha^{i}+\alpha^{j}\in \mathbb{F}_{q^{m}}$ の $\mathbb{F}_{q}$ 上最小多項式の最小公倍元を用いればよいと考えられる．すなわち，$\tau’$ は $0,$ $\alpha^{i},$

$\alpha"+\alpha^{j}\in \mathbb{F}_{q^{m}}$ を含む代数多様体の定義多項式である．次に，この $\tau’$ を用いた具体例を挙げる．

例 2. 符号長 $n=27$ , defining set $S=\{1$ , 9 $\}$ をとると，設計距離 $\delta=6$ の BCH 符号が得られる (誤り訂正

能力 $t=2)$ . 定義多項式 $\tau_{j^{J}}$ は

$\mathcal{T}_{j}’=x_{j}^{352}+x_{j}^{325}+x_{j}^{298}+x_{j}^{271}+x_{j}^{109}+x_{j}^{82}+x_{j}^{55}+x_{j} (1\leq j\leq r)$

と計算され，これを用いたイデアル $J_{C}’=\langle f_{j},$ $\tau_{j}’,$
$\eta_{i},$ $\chi_{\overline{i},i}\rangle$ のグレブナー基底は 0.0156001秒で計算すること

ができる．

例 1と比較すると，例 2の定義多項式 $\mathcal{T}$’は，Orsini-Sala の $\sigma$ や定理 2の $\tau$ より次数が低く，グレブナー

基底の計算量も改善された．しかし，定義多項式の計算量は無視できず，例 2 $(n=27, t=2)$ の場合には計

算に 2.27761秒を要する．従ってこの場合には，定義多項式を用いると合計で 2.2932101秒要するので，定
理 2の $\tau$ を用いる方が高速に general error locator polynomial を計算できることとなる．

定義多項式を用いる方法では，$\mu\leq t$ 個の誤りに対応するシンドロームの各成分が $\alpha^{b_{1}}+\cdots+\alpha^{b_{\mu}}(0\leq$

$b_{1}<\cdots<b_{\mu}\leq n-1)$ と表されることに注意すると，$t$ 個以下のすべての誤りに対応するシンドロームの

各成分を根にもつ定義多項式を計算することができるので，$n$ に関する条件だけでなく $t$ に関する条件を除

くこともできる．

さらに，定義多項式 $\tau’$ の次数は定理 2の $\tau$ の次数以下であるので，$\tau$ を用いたイデアル $J_{C}$ のグレブナー

基底は計算できないが，$\tau’$ を用いたイデアル $J_{C}’$ のグレブナー基底は計算できる場合もある．

例 3. 符号長 $n=81$ , defining set $S=\{1$ , 9 $\}$ をとると，設計距離 $\delta=6$ の BCH符号が得られる (誤り訂正能

力 $t=2)$ . イデアル $I_{C}$ において $\sigma_{j}$ の次数は 18014398509481984, $J_{C}$ において $\tau_{j}$ の次数は 10871635888

であるが，次数が大きすぎるため，これらのグレブナー基底は計算できない．そこで，定義多項式

$\tau_{j}’=x_{j}^{3241}+x_{j}^{3160}+x_{j}^{2998}+x_{j}^{2836}+x_{j}^{2755}+x_{j}^{2431}+x_{j}^{2269}+x_{j}^{2188}+x_{j}^{2107}+x_{j}^{2026}$

$+x_{j}^{1945}+x_{j}^{1702}+x_{j}^{1540}+x_{j}^{1297}+x_{j}^{1135}+x_{j}^{973}+x_{j}^{730}+x_{j}^{568}+x_{j}^{487}+x_{j}^{406}+x_{j}^{325}$

$+x_{j}^{244}+x_{j}^{163}+x_{j} (1\leq j\leq r)$

を用いると，イデアル $J_{C}’=\langle f_{j},$ $\tau_{j}’,$
$\eta_{i},$ $\chi_{\tilde{i},i}\rangle$ のグレブナー基底は 0.48秒で計算することができ，general error

locator polynomial を

$\mathscr{L}_{C}=z_{2}^{2}+X1Z2+x_{1}^{74}x_{2}+x_{1}^{3080}+X_{1}^{2999}+x_{1}^{2594}+x_{1}^{2270}+x_{1}^{2027}+x_{1}^{1784}+x_{1}^{1703}$

$+x_{1}^{1298}+x_{1}^{1217}+X_{1}^{1055}+x_{1}^{893}+x_{1}^{812}+x_{1}^{650}+x_{1}^{488}+x_{1}^{407}$
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と求めることができる．なお，定義多項式の計算には 770.317秒を要した．

本研究では $n<100,$ $t=2$ の定義多項式，$n<50,$ $t=3$ の定義多項式，さらに $n<100,$ $t=2$ のときの

general error locator polynomial を計算することができた ([6]).

4 まとめ

本論文では，Orsini-Sala 復号アルゴリズムの欠点であったグレブナー基底計算量の問題を改善する方法

を提案した．最後に，その結果をまとめる．

$\bullet$ Orsini-Sala の方法と比べてグレブナー基底の計算時間は，例 1の場合には約 60000倍，例 2の場合に
は約 320000倍速く計算することができ，大きな改善が見られた．

$\bullet$ 例 3のように Orsini-Sala の方法ではイデアルの生成系の次数が高すぎて general error locator poly-

nomial が計算できない場合でも，定義多項式を用いることにより計算できることがある．

$\bullet$ 定義多項式はほとんどの場合，$\sigma$ と比べて次数を小さくすることに成功したが，$C$ が原始 BCH符号で

ある $(n=q^{m}-1)$ 場合や，$m$ が小さい場合には $\tau’=\sigma$ となることがある ([6]).

$\bullet$ 定義多項式の計算には時間を要するが，定義多項式を効率よく計算するアルゴリズムには着手してい

ないので，改善が見込まれる．

$\bullet$ 定義多項式の計算結果より，このすべての次数は $n$ に関する関数になっていることがわかる．これは

共通因子として $x$ をくくり出すことによって確かめられる．これより，定義多項式は数学的に求める

ことができるのではないかと考えられる．
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