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1 はじめに

代数的閉体における限量子消去 (QE) は理論的には実閉体における QE より実装が単純である．そして，

これには主に三つの手法がある．

まず，パラメトリックな GCD の計算を利用した手法 (GCD-QE と略記する) である．特にMathematica

の Reduce, Resolve はこれで実装されているが，グレブナー基底の計算を利用した技巧的な手法によって実

装されている ([7]). この実装は他の GCD-QE による実装 ([3] 等) に比べて最も効率的な実装である．しか

しながら，GCD-QE は一変数消去を再帰的に繰り返すため，限量子変数が多い場合，計算時間が長くなりが

ちであり，さらにその出力は複雑になりがちである．

次に，characteristic sets の計算を利用した手法 ([11, 12, 13] 参照，CS-QE と略記する) がある．Maple の

Projection はこの CS-QE によって実装されている．この手法は GCD-QE と違い，限量子変数たちを一度に

消去できるが，その出力は複雑である．これは regular chainsの計算において多様体たちを構成してしまう

ためである．もし，我々がその出力を単純化したいのであれば，他の単純化手法が必要となってしまう．

最後に，包括的グレプナ基底系 (CGS) を利用した手法 (CGS-QE と略記する) がある．CGS 計算は単純で

はないが，一度 CGS を計算することで即座に，そして一度に限量子変数たちを消去できる．[10, 8, 5, 6, 9]

等の研究結果によって，我々は CGS 計算のための実用的な実装が可能となった．特に [9] で提案されたアル

ゴリズムは多くの場合において最小の分割部 (Definition3参照) を持つような CGS を計算する．従って，

このアルゴリズムを利用することで我々は単純な限量子消去された論理式を得ることができる．我々は計算

機代数システム Risa/Asir([l]) にこのアルゴリズムを利用した CGS-QE を実装した．我々の実験によれば

多くの場合において我々の CGS-QE による限量子消去された出力が上記の MathematicaやMaple のプロ

グラムたち以上に単純な出力であった．しかしながら，CGS-QE には欠点がある．それは Rabinovich’strick

を利用した非等式に対する新しい変数の導入である．特に，非等式の個数が多い場合には CGS-QE の計算

はかなり重たいものになってしまう．

そこで我々はそれなりの計算時間で単純な出力をするような QE を実現するために新しい手法 Hybrid-

QE を提案する．この手法は CGS-QE をベースにして部分的に GCD-QE を利用する．我々はこの手法も

Risa/Asirに実装し，数値実験を行った．この数値実験では多くの場合においてこの手法が他の手法に比べ

て優れていた．また，我々の新しい手法の主目的は単純化された論理式を得ることであったが，多くの場合
において Mathematica の GCD-QE プログラムだけでなく Maple の CS-QE プログラム以上に計算効率の

よいプログラムになった．
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以下において，二章では CGS とグレブナー基底の安定性に関する最低限の知識のみを紹介する．三章では

Mathematica に実装されている GCD-QE アルゴリズムを紹介し，四章では CGS-QE アルゴリズムを紹介

する．五章では我々の新しいアルゴリズム Hybrid-QE を提案し，六章は我々の実験結果について報告する．

また，以下のために次のように設定しておく． $K$ を体， $\overline{K}$ をその代数閉包とする． $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ は $\overline{Y}=$

$Y_{1}$ , . .. , $Y_{m}$ と $X=X_{1}$ , . .., $X_{n}$ を変数とした多項式環とする．$\sigma$ は $K[\overline{Y}]$ から $\overline{K}$への準同型写像とし，それ

は自然に $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ から $\overline{K}[X]$ への準同型写像へと拡張できる．$T(\overline{X})$ は淫からなる項全体とし，$T(\overline{Y},\overline{X})$ 上

の各 $X_{i}$ が $T(\overline{Y})$ 上の任意の項以上となるような項順序を又� $\overline{Y}$ と記述することにする．$T(\overline{X})$ 上のある

項順序 $>$ を固定したとき LM(ん), $LT(h)$ , LC(ん) は各々，$K[\overline{Y}, \overline{X}]$ を多項式環 $(K[\overline{Y}])[\overline{X}]$ とみなしたとき

の $h$ の先頭単項式，先頭項，先頭係数とする．ここで LM(ん) $=$ LC(ん)LT(ん)となることに注意する．また
$K$ 上の多項式環のイデアル $I$ に対して，$\overline{K}$ 上のその多様体を V(I) と書くことにする．

そして最後に我々は以降，以下の基本論理式のみを扱うということに注意する．

$\exists\overline{X}(f_{1}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\cdots\wedge f_{s}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge g_{1}(\overline{Y},\overline{X})\neq 0\wedge\cdots\wedge g_{t}(\overline{Y},\overline{X})\neq 0)$ (0)

2グレブナー基底の安定性と CGS

まず，グレブナー基底の安定性に関する [5, 6] で考えられた [4] の Theorem3.1からの結果を紹介する．

Theorem 1
$I$ を $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ のイデアルとし，$G$ を $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ を多項式環 $(K[Y])[X]$ とみなしたときの $>$ に関する $I$ のグレ

ブナー基底とする．ここで $G=\{g_{1}, . . . , g_{s}, . . . , g_{t}\}$ は以下のような性質 (i), (ii) を持つとする．

(i) $G\cap K[\overline{Y}]=\{g_{s+1}, . . . , g_{t}\}$

(ii) $\sigma(g_{s+1})=\sigma(g_{s+2})=\cdots=\sigma(g_{t})=0$

ここで $\{LT(g_{n_{1}}), . . . , LT(g_{n_{l}})\}$ を $\{LT(g_{1}), . . . , LT(9_{S})\}$ の中で他の項に割 $\prime o$切られる要素を排除した最小

の部分集合とする．

このとき，$\sigma(LM(g_{n_{1}}))\neq 0$ , . . . , $\sigma(LM(9n_{l}))\neq 0$ となれば，$G’=\{\sigma(g_{n_{1}}), . . . , \sigma(g_{n_{l}})\}$ は $\langle\sigma(I)\rangle$ の $>$ に関

するグレブナー基底となる．この結果は各 $i\in\{1, . . . , s\}-\{n_{1}, . . . , n_{l}\}$ に対して $\sigma(LM(9i))=0$ となるか

ならないかにはよらない．

$(K[\overline{Y}])[\overline{X}]$ 上のグレブナー基底は $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ 上で $\overline{X}$ � 9を満足するような項順序を利用したグレブナー基

底計算で計算可能である．

Definition 2
$\overline{K}^{m}$ の部分集合たちによる有限集合 $\{\mathcal{P}_{1}, . . . , \mathcal{P}_{s}\}$ は以下の性質を満たしたとき $\overline{K}^{m}$ の分割と呼ばれる．

(i) $\bigcup_{i=1}^{s}\mathcal{P}_{i}=\overline{K}^{m}$

(ii) 相異なる $i,$ $i$ に対して $\mathcal{P}_{i}$ 口乃 $=\emptyset$

(iii) 各 $\mathcal{P}_{i}$ が $K[Y]$ 上の有限部分集合 $P_{i},$ $Q_{i}$ たちに対して勉 $=V(\langle P_{i}\rangle)-\mathbb{V}(\langle Q_{i}\rangle)$ となる．

Definition 3
$>$ を $\tau(X)$ の項順序とする．$K[\overline{Y}, \overline{X}]$ 上の有限部分集合 $F$ に対して有限集合 $\mathcal{G}=\{(\mathcal{P}_{1}, G_{1}), . . . , (\mathcal{P}_{s}, G_{s})\}$

は次の性質 $(i)-(iii)$ を満たすとき $F$ のパラメータ $\overline{Y}$ , 主変数えの $>$ に関する CGS(包括的グレブナー基底
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系$)$ と呼ばれる．

(i) 各 $G_{i}$ が $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ の有限部分集合である．

(ii) $\{\mathcal{P}_{1}, . . . , \mathcal{P}_{s}\}$ は $\overline{K}^{m}$ の分割である．

(iii) 任意の $\overline{c}\in \mathcal{P}_{\epsilon}$ に対して $G_{i}(\overline{c},\overline{X})=\{g(\overline{c},\overline{X}) :g\in G_{i}\}$ は $\overline{K}[X^{-}]$ のイデアル $\langle F(\overline{c},\overline{X})$ ) の $>$ に関する

グレブナー基底である．

さらに各 $G_{i}(\overline{c},\overline{X})$ が簡約 (最小) グレブナー基底であるとき，$\mathcal{G}$ は簡約 (最小) 包括的グレブナー基底系と呼

ばれる．(ここで各多項式はモニックでなくてもよいこととする．) 各箔は $\mathcal{G}$ の分割部と呼ばれる．

最後に百をイデアル $I$ の根基イデアル，$\neg$ を否定とする．

Lemma 4

$fi$ , . . . , $f_{s},$ $g_{1}$ , . . . , $g_{t}$ を $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ の多項式としたとき，次は等価となる:

(i) $\exists\overline{X}(f_{1}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\cdots\wedge f_{s}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge g_{1}(\overline{Y}_{\rangle}\overline{X})\neq0\wedge\cdots\wedge g_{t}(\overline{Y},\overline{X})\neq 0)$

(ii) $\exists\overline{X}(f_{1}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\cdots\wedge f_{s}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge 91(\overline{Y},\overline{X})\cdots 9t(\overline{Y},\overline{X})\neq 0)$

$(iii)\neg(\forall\overline{X}(g_{1}(\overline{Y},\overline{X})\cdots g_{t}(\overline{Y},\overline{X})\in\sqrt{\langle f_{1}(Y,X)}, f_{s}(Y, X)\rangle))$

(iv) $\exists\overline{Z}X(f_{1}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\cdots\wedge f_{s}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge 1-Z_{1}g_{1}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\cdots\wedge 1-Z_{t}g_{t}(\overline{Y},\overline{X})=0)$

3 GCD-QEアルゴリズム

この章では Mathematica の Reduce, Resolve に実装された GCD-QE アルゴリズムを紹介する．
$g(\overline{Y},\overline{X})=g_{1}(\overline{Y},\overline{X})\cdots g_{t}(\overline{Y},\overline{X})$ としたとき，Lemma 4から基本論理式 (0) は以下と等価である．

$\exists\overline{X}(f_{1}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\cdots\wedge f_{8}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge g(\overline{Y},\overline{X})\neq 0)$ (1)

$\exists X_{n}$ を $\exists X_{n}(fi(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\cdots\wedge f_{\epsilon}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge g(\overline{Y}_{)}\overline{X})\neq 0)$ から消去して，等価な限量子消去された論

理式を得た場合，それを $\vee\wedge$-canonical form に変換して $\exists X_{1}\exists X_{2}\ldots\exists X_{n-1}$ のついた基本論理式たちを計算

する．従って，一つの限量子変数に対してアルゴリズムを与える限り，すべての限量子変数を消去するため

にそれを再帰的に適用する必要がある．$K=\mathbb{Q},$
$\overline{K}=\mathbb{C}$ の場合に対してMathematicaの Reduce, Resolve

はグレブナー基底計算を利用し技巧的にこの戦略を採用している．Algorithmlにおいてこのアルゴリズム

を示すことにする．
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$\frac{A1gorithm1GCD-QEa1gorithmofMathematica}{Input:\exists X(f_{1}(\overline{Y},X)=0\wedge\ldots\wedge f_{s}(\overline{Y},X)=0\wedge g(\overline{Y},X)\neq 0);}$

Output: An equivalent quantifier free formula;

1: $Rarrow false$ ;

2: $Iarrow\langle f_{1}$ , . . . , $f_{s}\rangle$ ;

3: $>arrow a$ term order s.t. $X\gg\overline{Y}$ ;

4: $Garrow a$ reduced Gr\"obner basis of $I$ w.r.t. $>$ in $K[\overline{Y}, X]$ ;

5: if $G=\{1\}$ then

6: Return false;

7: else

8: $\{h_{1}(\overline{Y}), . . . , h_{t}(\overline{Y})\}arrow G\cap K[\overline{Y}]$ ;

9: $\{g_{1}(\overline{Y}, X), . . . , g_{l}(\overline{Y}, X)\}arrow G-\{h_{1}(\overline{Y}), . . . , h_{t}(\overline{Y})\}$ ;

10: if $\{g_{1}(\overline{Y}, X), . . . , g_{l}(\overline{Y}, X)\}\neq\emptyset$ then

11: $g_{i}arrow the$ least degree polynomial for $1\leq i\leq l$ ;

12: $darrow the$ degree of $g_{i}$ ;

13: $p(\overline{Y})arrow LC(g_{i})\in K[\overline{Y}]$ ;

14: $rarrow the$ pseudo remainder of $g(\overline{Y}, X)^{d}$ by $g_{i}(\overline{Y}, X)$ ;

15: $p_{1}(\overline{Y})$ , . . . , $p_{r}(\overline{Y})arrow the$ coefficients of $r$ ;

16: $Sarrow h_{1}(\overline{Y})=0\wedge\cdots\wedge h_{t}(\overline{Y})=0\wedge p(\overline{Y})\neq 0\wedge(p_{1}(\overline{Y})\neq 0\vee\cdots\vee p_{r}(\overline{Y})\neq 0)$ ;

17: $Rarrow R\vee S$ ;

18: $Qarrow\exists X(fi(\overline{Y}, X)=0\wedge\cdots\wedge f_{s}(\overline{Y}, X)=0\wedge p(\overline{Y})=0\wedge g(\overline{Y}, X)\neq 0)$ ;

19: $Rarrow R\vee GCD-QE(Q)$ ;

20: else

21: $p_{1}(\overline{Y})$ , . . . , $p_{r}(\overline{Y})arrow the$ coefficients of $g$ ;

22: $Sarrow(h_{1}(\overline{Y})=0\wedge\cdots\wedge h_{t}(\overline{Y})=0)\wedge p(\overline{Y})\neq 0\wedge(p_{1}(\overline{Y})\neq 0\vee\cdots\vee p_{r}(\overline{Y})\neq 0)$ ;

23: $Rarrow R\vee S$

24: end if

25: Return $R$ ;

26: end if

Algorithm 1について:
$\bullet$ 各 $g_{i}$ は $(K[Y])[X]$ における多項式とみなす．

$\bullet$ $h_{1}(\overline{Y})=0\wedge\ldots\wedge h_{t}(\overline{Y})=0\wedge p(\overline{Y})\neq 0$ である場合，Theorem 1から簡単に帰着させた結果から

$\{g_{i}(\overline{Y}, X)\}$ は $\langle fi(\overline{Y}, X)$ , . . . , $f_{s}(\overline{Y}, X)\rangle$ のグレブナ基底となる．言い換えれば，$g_{i}(\overline{Y}, X)$ は $fi(\overline{Y}, X)$

, . . . , $f_{s}(\overline{Y}, X)$ の $X$ に関する GCD となる．
$\bullet$ $h_{1}(\overline{Y})=0\wedge\ldots\wedge h_{t}(\overline{Y})=0\wedge p(\overline{Y})\neq 0\wedge(p_{1}(\overline{Y})\neq 0\vee\ldots\vee p_{r}(\overline{Y})\neq0)$ とした場合，入力した論理式

は真となる．
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4 CGS-QE アルゴリズム

基本論理式 (0) が与えられたとき新しい変数を利用して最小包括的グレブナー基底系を計算すれば全ての

限量子を消去できる．

$\frac{A1gorithm2CGS-QEalg\circ rithm}{Input:\exists X^{-}(f_{1}(\overline{Y},X^{-})=0\wedge\ldots\wedge f_{\delta}(\overline{Y},X^{-})=0\wedge g_{1}(\overline{Y}_{)}X^{-})\neq 0\wedge\cdots\wedge g_{t}(\overline{Y},X^{-})\neq 0);}$

Output: An equivalent quantifier free formula;

1: $\overline{Z}arrow new$ variables $Z_{1}$ , . . . , $Z_{t\rangle}.$

2: $Farrow\{f_{1}(\overline{Y},\overline{X}), f_{8}(\overline{Y},\overline{X}),g_{1}(\overline{Y},\overline{X})Z_{1}-1,$ $)g_{t}(\overline{Y}, \overline{X})Z_{t}-1\}$ ;

3: $>arrow a$ term order in $T(X^{-},\overline{Z})$

4: $\mathcal{G}arrow a$ minimal CGS of $F$ w.r.t. $>$with parameters $\overline{Y}$ and main variables $\overline{X},$
$\overline{Z}$ ;

5: Let $\mathcal{G}=\{(\mathcal{P}_{i}, G_{i}):i=1\ldots, k, . . ., r, . . . , u\}$ be indexed as follows:

$\bullet$ $G_{1}$ , . . . , $G_{k}arrow the$ sets of polynomials which contains at least one polynomial including some

main variable;

$\bullet$ $G_{k+1}$ , . . . , $G_{r}arrow the$ sets of polynomials which contains only non-constant polynomials consist-

ing only of parameters;
$\bullet$ $G_{r+1}$ , . . . , $G_{u}arrow the$ sets of polynomials which consists of a non-zero constant;

6: if $k=u$ then

7: Return true;

s: else
9: $Rarrow false$

Let $G_{i}=\{h_{1}^{i}(\overline{Y}), . .., h_{C:}^{:}(\overline{Y})\}$ for $i=k+1$ , . . . , $r.$

Let $\mathcal{P}_{i}=V(\langle P_{i}\rangle)-V(\langle Q_{i}\rangle)$ for $i=1$ , . . . , $r$ with

$P_{i}=\{p_{1}^{i}(\overline{Y}), . . . , p_{a}^{i}:(\overline{Y})\}$

$Q_{i}=\{q_{1}^{i}(\overline{Y}), . . . , q_{b}^{i}.(\overline{Y})\}.$

10: for $1\leq i\leq k$ do

11: $Sarrow p_{1}^{i}(\overline{Y})=0\wedge\cdots\wedge p_{a}^{i_{:}}(\overline{Y})=0\wedge(q_{1}^{i}(\overline{Y})\neq 0\vee\cdots\vee q_{b}^{i}.(\overline{Y})\neq0)$ ;

12: $Rarrow R\vee S$

13: end for

14: for $k+1\leq i\leq r$ do

15: $Sarrow q_{1}^{i}(\overline{Y})=0\wedge\cdots\wedge q_{a_{1}}^{:}(\overline{Y})=0\wedge(q_{1}^{i}(\overline{Y})\neq 0\vee\cdots\vee q_{b}^{i_{:}}(\overline{Y})\neq 0)\wedge h_{1}^{i}(\overline{Y})=0\wedge\cdots\wedge h_{c}^{i_{:}}(\overline{Y})=0$ ;

16: $Rarrow R\vee S$

17: end for

$1S$ : Return $R$;

19: end if

Algorithm 2について:

Lemma4と Hilbert’s weak Nullstellensatz からこのアルゴリズムは正確である．
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非等式について $g_{1}\neq 0$ として新しい変数を一つにすることも可能である．しかし，我々の実験結果によ
れば $g_{1}\cdots g_{t}$ を考えて大きな次数を持つ多項式を扱うよりも新しい変数の個数が多い方が計算効率がよい．

5 Hybrid-QEアルゴリズム

CGS-QE アルゴリズムで CGS を計算できれば，あとは簡単に限量子消去された論理式を計算できる．一

章で記述したように実用的な CGS 計算アルゴリズムは存在する．その中でも [9] で提案されたアルゴリズ

ムは大体の場合において最小の分割部を持つような CGS を計算するので，CGS-QE において単純な限量子

消去された論理式を出力する．まず，[9] で提案されたアルゴリズムを紹介することにする．このアルゴリズ

ムは二つの Algorithms 3, 4から構成されている．

$\frac{A1gorithm3CGS}{Input:afinitesetF\subset K[\overline{Y},X^{-}]}$

a term order$>Y,X$ on $T(\overline{Y},\overline{X})$ such that $\overline{Y}\gg\overline{X}$ . (Its restriction on $T(\overline{X})$ is denoted $>x\cdot$ )

Output: a minimal CGS of $F$ w.r.t. $>x$ with parameters $\overline{Y}$ and main variables $\overline{X}$ ;

1: $Garrow the$ reduced Gr\"obner basis of $\langle F\rangle$ w.r.t. $>Y,X$ in $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ ;

2: if $1\in G$ then

3: Return $\{(\overline{K}^{m}, \{1\})\}$ ;

4: else

5: $\mathcal{G}arrow CGSMain(F, >Y,X)$ ;

6: $\mathcal{P}arrow\cup\{\mathcal{P}_{i}:(\mathcal{P}_{i}, G_{i})\in \mathcal{G}\}$ ;

7: Return $\{(\overline{K}^{m}\backslash \mathcal{P}, \{1\})\}\cup \mathcal{G}$

s: end if

Algorithm 4 CGSMain

Input: a finite set $F\subset K[\overline{Y}, \overline{X}],$

a term order $>Y,X$ on $T(\overline{Y},\overline{X})$ such that $\overline{Y}\gg\overline{X}$ . (Its restriction on $T(\overline{X})$ is denoted $>x\cdot$ )

1: $Garrow the$ reduced Gr\"obner basis of $\langle F\rangle$ w.r.t. $>Y,X$ in $K[\overline{Y}, \overline{X}]$ ;

2: if $1\in G$ then

3: Return $\emptyset$ ;

4: else

5: $\{LT(g_{n_{1}}), . . . , LT(g_{n_{1}})\}arrow the$ minimal subset of $\{LT(9i):g_{i}\in G\backslash K[\overline{Y}]\}$ concerning the order of

divisibility;

6: $H_{i}arrow\{LC(g):LT(g)=LT(g_{n_{i}})$ and $g\in G\backslash K[\overline{Y}]\}$ for each $i=1\ldots,$ $l$ ;

7: Return
$\{$ ($V(\langle G\cap K[\overline{Y}]\rangle)\backslash \bigcup_{i=1..l}V(H_{i}),$ $G\backslash \{9\in G:LT(g)\neq LT(9n_{i})$ for each $i=1,$ $\ldots,$

$l\}$ ) $\}\cup$

CGSMain$(F \cup H_{1}, >Y,X)\cup\cdots\cup$ CGSMain$(F \cup H_{l}, >Y,X)$ ;

s: end if
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Algorithm 3について: Theorem 1からこのアルゴリズムの正確性は保証される．上記のアルゴリズムで

は箔’ が互いに素であることが保証されないが，我々の実装では技巧的に互いに素となるような実装をして

いる．

このアルゴリズムは大体の場合において最小の分割部を持つ CGS を出力するが，CGS 計算がとまらない

限り，CGS-QE アルゴリズムに対してその計算をブラツクボツクスとして扱うことはできない．[8, 5, 6, $9|$

で提案されたアルゴリズムは [10] で提案された Suzuki-Sato’sCGS algorithmの変形である．これらのアル

ゴリズムはパラメトリックな空間を分割していきながら各空間に対して並列にグレブナ基底の計算を行う．

我々の計算実験によれば CGS 計算が現実的な時間でとまらないとき，多くの場合において極僅かなグレブ

ナ基底計算がとまらないような空間が存在してしまっていた．つまり，大半の CGSMainの stage7におけ

る再帰的呼び出しはとまるが，極僅かとまらない呼び出しが存在する．限量子消去において，実際には CGS

は必要ない．分割された空間においてグレブナ基底計算が現実的な時間でとまらない場合，分割されたパラ

メトリックな空間に対応するような条件を入力論理式に付け加えた論理式を考えればよい．この単純なアイ

デアは劇的な QE アルゴリズムの改良を与える．以下が GCD-QE と CGS-QE を連結した我々の新しいア

ルゴリズム Hybrid-QE である．

$\frac{A1gorithm5Hybrid-QEa1g.0.rithm}{Input:\exists X^{-}(f_{1}(\overline{Y},X^{-})=0\wedge.\wedge f_{s}(\overline{Y},X^{-})=0\wedge g_{1}(\overline{Y},X^{-})\neq 0\wedge\cdots\wedge g_{t}(\overline{Y},X^{-})\neq 0);}$

Output: An equivalent quantifier free formula;

1: $\overline{Z}arrow new$ variables $Z_{1}$ , . . . , $Z_{t}$ ;

2: $Farrow\{fi(\overline{Y},\overline{X}), f_{s}(\overline{Y},\overline{X}),g_{1}(\overline{Y},\overline{X})Z_{1}-1, g_{t}(\overline{Y},\overline{X})Z_{t}-1\}$ ;

3: Apply the minimal CGS computation algorithm to $F$ with parameters $\overline{Y}$ and main variables $\overline{X},$
$\overline{Z}$ ;

$4$ : if the computation terminates at stage 3 then

5: Return false;

6: else

7: For $\mathcal{G}=\{$ ( $V(\langle G\cap K[\overline{Y}]\rangle)\backslash \bigcup_{i=1..l}V(H_{i}),$ $G\backslash \{g\in G$ : $LT(g)\neq LT(g_{n}:)$ for each $i=1,$ $\ldots,$
$l\}$ ) $\}$

obtained at the stage 7 of CGSMain, proceed the stage 5 of CGS-QE algorithm. {Let this output

be $\phi.\}$

s: end if

9: For each $i=1\ldots,$ $l$

lo: $\theta_{i}arrow\bigwedge_{h(\overline{Y})\in H\backslash }h(\overline{Y})=0$ ;
$\psi_{i}arrow\exists\overline{X}(\theta_{i}\wedge f_{1}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge\ldots\wedge f_{s}(\overline{Y},\overline{X})=0\wedge g_{1}(\overline{Y},\overline{X})\ldots g_{t}(\overline{Y},\overline{X})\neq 0)$ ;

11: Proceed CGSMain$(F \cup H., >Y,X)$ and GCD-QE$(\psi_{i})$ in parallel;

12: if CGSMain$(F \cup H_{i}, >Y,X)$ terminates in first then

13: $\mathcal{G}arrow CGSMain(FUH_{i}, >Y,X)$ ;

Proceed the stage 5 of CGS-QE algorithm to $\mathcal{G}$ ;

Let this output be $\phi_{i}$ ;

14: else

15: $\phi_{i}arrow GCD-QE(\psi_{i})$ ;

16: end if

17: Return $\phi\vee\phi_{1}\vee\cdots$ V $\phi_{l}$ ;
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6 計算実験

Risa/Asirにこれまでの章のすべての QE アルゴリズムを実装した．並列計算のために Risa/Asirの

OpenXM 環境を利用した．本章では我々の Hybrid-QE の有効性を確認するために行った計算実験について

報告する．多くの例を Maple の Projection, Mathematica の Reduce, Resolve と一緒に我々の実装も使う

ことで確認した．この章のすべての計算データは CPU Intel(R) Core(TM) i7-3632QM, Memory $8GB$ , OS
Ubuntu12.10の PC から得られた．

我々の目的は早く出力するようなアルゴリズムを構築することではなく，単純な出力を現実的な時間で出力

するようなアルゴリズムを構築することである．しかしながら，我々の新しいアルゴリズムは期待以上に早
く出力するようなアルゴリズムとなった．百以上の例が我々の GCD-QE プログラム，CGS-QE プログラム，
Mathematica の Reduce, Resolve, Maple の Projection では一時間ではとまらなかったが，Hybrid-QE プロ

グラムでは数分でとまった．

以下はそうした例の一つである．

$\exists(X, Y)((AX+BY)^{26}-1=0\wedge(AXY+BX+CY)^{26}-B=0\wedge AX+BY\neq 0)$

Hybrid-QE プログラムでは 139.7秒でとまったが，他のプログラムでは一時間ではとまらなかった．

24例が GCD-QE プログラム，CGS-QE プログラム，Mathematica の Reduce, Resolve では一時間で止まら

なかったが，Maple の Projection と Hybrid-QE プログラムでは数分で止まった．

次の例はそうした例の一つでどちらのプログラムでも数秒でとまるような例である．

$\exists(X, Y, Z)\in \mathbb{C}^{3}(AXZ+BX-1=0\wedge(BX+CY)^{14}-1=0\wedge AX+BZ\neq 0)$ (2)

Maple の Projection の出力:

$(ABC\neq 0)\vee(C(A^{2}+B^{3})\neq 0)\vee(C=0\wedge AB(A^{12}+7A^{4}B^{12}-14A^{2}B^{15}+7B^{18})\neq 0)\vee(C=$

$0\wedge AB(A^{12}-2A^{10}B^{3}+4A^{8}B^{6}-8A^{6}B^{9}+9A^{4}B^{12}-4A^{2}B^{15}+B^{18})\neq 0)\vee(C=0\wedge AB(A^{2}+2B^{3})\neq 0)\vee(C=$

$0\wedge AB\neq 0)\vee(A=0\wedge C=0\wedge B\neq 0)\vee(A^{12}-2A^{10}B^{3}+4A^{8}B^{6}-SA^{6}B^{9}+9A^{4}B^{12}-4A^{2}B^{15}+B^{18}=$

$0\wedge C=0\wedge AB(47A^{10}-284A^{8}B^{3}+568A^{6}B^{6}-519A^{4}B^{9}+214A^{2}B^{12}-47B^{15})(94A^{10}+117A^{8}B^{3}$ -

$783A^{6}B^{6}+1017A^{4}B^{9}-468A^{2}B^{12}+117B^{15})(3844755A^{10}-9231137A^{8}B^{3}+7214722A^{6}B^{6}-403976A^{4}B^{9}-$

$832313A^{2}B^{12}+474788B^{15})\neq 0)\vee(A^{12}+7A^{4}B^{12}-14A^{2}B^{15}+7B^{18}=0\wedge C=0\wedge AB(42701A^{10}$ -

$346432A^{8}B^{3}+896904A^{6}B^{6}-1411539A^{4}B^{9}+1193297A^{2}B^{12}-396739B^{15})(69310A^{10}-221942A^{8}B^{3}+$

$412158A^{6}B^{6}-411014A^{4}B^{9}+176253A^{2}B^{12}-17157B^{15})(2186507864386A^{10}-2706446731217A^{8}B^{3}$ -

$61230596433A^{6}B^{6}+10476412105940A^{4}B^{9}-16403396742588A^{2}B^{12}+7291066799632B^{15})\neq 0)$

Hybrid-QE プログラムの出力:

$(C=0\wedge AB\neq 0)\vee(B=0\wedge AC\neq 0)\vee(A=0\wedge C=0\Lambda B\neq 0)\vee(A=0\wedge BC\neq 0)\vee(ABC\neq 0)$
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見ての通り，Hybrid-QE の出力の方が単純であることがわかる．

次の表は Hybrid-QE プログラムと Maple の Projection でとまった 24例について分割部の個数を比較して

いる．分割部の個数が単純な論理式の尺度になるわけではないが，少なからず指標にはなる．そして，表の通

り，明らかに Hybrid-QE プログラムの方が優れていることがわかる．

7 結論

Hybrid-QE には GCD-QE の一変数消去に着目した並列性と CGS 計算における並列性がある．今回の実

装及び実験ではそうした並列性には着目していない．こうした並列性に着目した実装及び実験は今後の課題

である．

また、 Hybrid-QE において GCD-QE のかわりに CS-QE を利用することも可能である．これの実装及び

実験も今後の課題である．
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