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1. はじめに

分布の台が母数に依存するような非正則分布族の典型として切断分布族が考えられるが，

台が区間となる場合に，その両端点での密度の値が同じときには，範囲の中央 (mid-range)

を基点として推定量の 2次の漸近有効性が論じられた ([A91], [A96], [AO02]). しかし元々

は，その両端点の密度の値が異なった場合を含めて，一致性の収束のオーダーについて論

じられ ([A75], [A95]), 統計量の 2次の情報量損失も求められている ([AKO12]). また，そ

の典型的な場合として，Akahira[A77] は切断指数分布の位置母数推定問題を取り上げて，
最尤推定量よりも荷重推定量が漸近分散を小さくするという意味で良くなるような荷重の

条件を求め，これが一般の両側切断分布族へ拡張可能であることを示唆した．その後，30
年程経ってから切断指数分布を含む一般の両側切断分布族の位置母数推定問題において，
最良位置共変推定量 (Pitman推定量) の漸近展開と漸近分散が求められ，このような場合
には範囲の中央が推定量の漸近的な基点とはならないことが分かっている ([AOT07]). ま

た，漸近集中確率の観点から Pitman推定量と荷重推定量の比較も行われた ([OA13]).

本稿では，両側切断分布族における事実 ([AOT07]) と [A77] で論じられたような切断指

数分布の場合との関係を通して Pitman推定量の漸近展開の構造を明らかにするとともに，
位置共変推定の観点から Pitman推定量，荷重推定量の漸近分散の比較を行う．また片側

切断分布族における Pitman推定量の漸近展開の構造を明らかにするとともに，それを用
いて偏り補正した最尤推定量の Pitman推定量に対する 2次の漸近損失を求め，その例も
挙げる．

2. 両側切断分布族における位置共変推定

まず，$X_{1},$ $\cdots$ , $X_{n}$ をたがいに独立に，いずれも位置母数 $\theta(\in R^{1})$ をもつ密度 $f_{0}(x-\theta)$

をもつ分布に従う実確率変数とするとき，$X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ に基づく $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}=$

$\hat{\theta}(X)=\hat{\theta}(X_{1}, \cdots, X_{n})$ について，任意の $c\in R^{1}$ に対して

$\hat{\theta}(X_{1}+c, \cdots, X_{n}+c)=\hat{\theta}(X_{1}, \cdots, X_{n})+c$

が成り立つとき，$\hat{\theta}$ を位置共変 (location equivariant) 推定量という．また，位置共変推定量

全体のクラスの中で，平均 2乗誤差を最小にする位置共変推定量を最良位置共変推定量と
いい，Pitman([P39]) は最良位置共変推定量は

$\hat{\theta}_{PT}:=\int_{-\infty}^{\infty}\theta\prod_{i=1}^{n}f_{0}(x_{i}-\theta)d\theta/\int_{-\infty}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}f_{0}(x_{i}-\theta)d\theta$
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となることを示したので，この推定量は $(\theta$ の $)$ Pitman 推定量とも呼ばれている ([LC98],

[Z71]).

次に，Akahira[A77] と同様にして，両側切断分布族の典型として切断指数分布の位置

母数推定問題を考える．いま，$X_{1},$ $\cdots$ , X。をたがいに独立に，いずれも密度 $f_{0}(x-\theta)=$

$ce^{-h(x-\theta)}(a+\theta<x<b+\theta);f_{0}(x-\theta)=0$ (その他) をもつ分布に従う確率変数とする．

ただし，$a<b,$ $h\neq 0$ とし，$c=h/(e^{-ha}-e^{-hb})$ とする．このとき，

$\prod_{i=1}^{n}f_{0}(x_{i}-\theta)=\{\begin{array}{ll}c^{n}e^{hn(\theta-\overline{x})} (x-b<\theta<x-a) ,0 (その他)\end{array}$

になる．ただし，$x_{(1)}$ $:= \min_{1\leq i\leq n}x_{i},$ $x_{(n)}$ $:= \max_{1\leq i\leq n^{X}i}$ とする．ここで，$\underline{\theta}:=X_{(n)}-b,$

$\overline{\theta}:=X_{(1)}-a$ とおくと，$\theta$ の Pitman推定量は

$\hat{\theta}_{PT}=\frac{\overline{\theta}e^{hn\overline{\theta}}-\underline{\theta}e^{hn\underline{\theta}}}{e^{hn\overline{\theta}}-e^{hn\underline{\theta}}}-\frac{1}{hn}$ (2.1)

になるので

$\hat{\theta}_{PT}-\theta=\frac{(\overline{\theta}-\theta)e^{hn\overline{\theta}}-(\underline{\theta}-\theta)e^{hn\underline{\theta}}}{e^{hn\overline{\theta}}-e^{hn\underline{\theta}}}-\frac{1}{hn}$ (2.2)

となる．そこで，$U:=n(\overline{\theta}-\theta)$ , $V:=n(\underline{\theta}-\theta)$ とおくと，(2.2) より

$n( \hat{\theta}_{PT}-\theta)=\frac{n(\overline{\theta}-\theta)e^{hn(\overline{\theta}-\theta)}-n(\underline{\theta}-\theta)e^{hn(\underline{\theta}-\theta)}}{e^{hn(\overline{\theta}-\theta)}-e^{hn(\underline{\theta}-\theta)}}-\frac{1}{h}$

$= \frac{Ue^{hU}-Ve^{hV}}{e^{hU}-e^{hV}}-\frac{1}{h}$ (23)

になる．また，

$T:=n(\overline{\theta}-\underline{\theta})=U-V,$ $S:=n( \frac{\underline{\theta}+\overline{\theta}}{2}-\theta)=\frac{1}{2}(U+V)$ (24)

とおくと

$U=S+ \frac{T}{2}, V=S-\frac{T}{2}$

になるから，(2.3) より

$n( \hat{\theta}_{PT}-\theta)=S+\frac{T(e^{hT}+1)}{2(e^{hT}-1)}-\frac{1}{h}=S+\frac{T}{2}\coth\frac{hT}{2}-\frac{1}{h}$ (2.5)

になる．ここで，(2.5) は任意の $n$ について成り立つことに注意．さらに，[AOT07] におい

て論じたようにもっと一般の両側切断分布を考える．いま，$X_{1},$ $X_{2},$
$\cdots,$

$X_{n},$ $\cdots$ をたがい

に独立に，いずれも (Lebesgue測度に関する) 密度 $f_{0}(x-\theta)$ をもつ実確率変数とする．た

だし $x\in R^{1},$ $\theta\in R^{1}$ とする．そして，$f_{0}$ に次の条件を仮定する．
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(C1) $f_{0}(x)>0(a<x<b);f_{0}(x)=0(x\leq a, x\geq b)$ で，$a,$
$b$ は有限で $a<b$ とし，

$f_{0}$ は区間 $(a, b)$ 上で 2回連続微分可能である．

(C2) $A:=f_{0}(a+0)= \lim_{xarrow a+0}f_{0}(x)$ , $B:=f_{0}(b-0)= \lim_{xarrow b-0}f_{0}(x)$ で $0<A<\infty,$

$0<B<\infty$ で $A\neq B$ である．また，$A’:=f_{0}’(a+0)$ , $B’:=f_{0}’(b-0)$ はいずれも有限

である．

このとき，$T,$ $S$ を (2.4) のように定義すれば，次のことが成り立つ．

定理 1([AOT07]). 条件 (C1), (C2) の下で，Pitman推定量の漸近展開は，$narrow\infty$ のとき

$n( \hat{\theta}_{PT}-\theta)=S+\frac{T\{e^{(A-B)T}+1\}}{2\{e^{(A-B)T}-1\}}-\frac{1}{A-B}+o_{p}(1)$

$=S+ \frac{T}{2}\coth\frac{A-B}{2}T-\frac{1}{A-B}+o_{p}(1)$ (2.6)

であり，その漸近分散は

$V_{\theta}(n( \hat{\theta}_{PT}-\theta))=\frac{1}{(A-B)^{2}}-\frac{AB}{A-B}\int_{0}^{\infty}\frac{t^{2}}{e^{At}-e^{Bt}}dt$ (2.7)

である．

前出の切断指数分布の場合には，$A=ce^{-ha},$ $B=ce^{-hb}$ であるから $A-B=c(e^{-ha}-$

$e^{-hb})=h$ となり，(2.6) の右辺の $o_{p}(1)$ を無視すれば，(2.5) に一致することが分かる．一般

に条件 (C1), (C2) の下で，$\hat{\theta}_{PT}$ の漸近展開 (2.6) から (2.4) を用いて変形すると

$\hat{\theta}_{PT}=\frac{\underline{\theta}+\overline{\theta}}{2}+\frac{1}{2}(\overline{\theta}-\underline{\theta})\frac{e^{(A-B)n(\overline{\theta}-\underline{\theta})}+1}{e^{(A-B)n(\overline{\theta}-\underline{\theta})}-1}-\frac{1}{n(A-B)}+o_{p}(\frac{1}{n})$

$= \frac{\overline{\theta}e^{(A-B)n\overline{\theta}}-\underline{\theta}e^{(A-B)n\underline{\theta}}}{e^{(A-B)n\overline{\theta}}-e^{(A-B)n\underline{\theta}}}-\frac{1}{n(A-B)}+o_{p}(\frac{1}{n})$ (2.8)

となるから，先の切断指数分布族の場合に $A-B=h$ より (2.8) において $o_{p}(1/n)$ を無視

したものは (2.1) と同じになる．従って，条件 (C1), (C2) の下では Pitman推定量の漸近展

開 (2.6) の定数のオーダーの項は切断指数分布の場合の Pitman推定量と同じ形であるこ

とが分かる．しかし，(2.8) からも分かるように Pitman推定量は $\underline{\theta}$ と $\overline{\theta}$ の非線形になって

いるので漸近分散の計算は面倒になる．そこで，$\underline{\theta}$ と $\overline{\theta}$ の線形結合からなる $\theta$ の位置共変

推定量を考えて，その漸近分散と Pitman推定量のそれとの差を計算してみよう．

3. 両側切断分布族における Pitman推定量と荷重推定量の漸近分散の比較

条件 (C1), (C2) の下でさらに $A>B$ と仮定して，$\theta$ の尤度関数を $\hat{\theta}:=(\underline{\theta}+\overline{\theta})/2$ の周り

で Taylor展開すると

$L( \theta;X)=\prod_{i=1}^{n}f_{0}(X_{i}-\theta)=\exp\{\sum_{i=1}^{n}\log f_{0}(X_{i}-\theta)\}$
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$= \{\prod_{i=1}^{n}f_{0}(X_{i}-\hat{\theta})\}\exp[\{\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial}{\partial\theta}\log f_{0}(X_{i}-\theta n(\theta-\hat{\theta})+o_{p}(1)]$ (3.1)

となり，ここで $narrow\infty$ のとき $\hat{\theta}$ は $\theta$ に確率収束する，すなわち $\hat{\theta}^{P}-S\theta(narrow\infty)$ となるので

$\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial}{\partial\theta}\log f_{0}(X_{i}-\hat{\theta})-5E_{\theta}P[\frac{\partial}{\partial\theta}\log f_{0}(X-\theta)]=-E_{0}[\frac{f_{0}’(X)}{f_{0}(X)}]=A-B>0$ (3.2)

になる．このとき (3.1), (3.2) より

$\sup_{\underline{\theta}<\theta<\overline{\theta}}L(\theta;X)=\prod_{i=1}^{n}f_{0}(X_{i},\hat{\theta})e^{(A-B)(\overline{\theta}-\hat{\theta})}+o_{p}(1)$

となるから $\overline{\theta}$ は漸近的に $\theta$ の $MLE\hat{\theta}_{ML}$ になる，すなわち $\hat{\theta}_{ML}=\overline{\theta}$ になる．また $U:=$

$n(\hat{\theta}_{ML}-\theta)=n(\overline{\theta}-\theta)$ の漸近密度は

$f_{U}(u)=Ae^{-Au}+o(1) (u>0)$

になるので，その漸近平均，漸近分散はそれぞれ

$E_{\theta}(U)= \frac{1}{A}+o(1) , V_{\theta}(U)=\frac{1}{A^{2}}+o(1)$

になる．そこで，$\overline{\theta}$ を偏り補正して

$\hat{\theta}_{ML}^{*}=\hat{\theta}_{ML}-\frac{1}{nA}=\overline{\theta}-\frac{1}{nA}$

とすれば

$E_{\theta}[n( \hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)]=o(1) , V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta))=\frac{1}{A^{2}}+o(1)$ (3.3)

になる．また，$\hat{\theta}_{ML}^{*}$ は $\theta$ の位置共変推定量であることは明らか．一方，$V:=n(\underline{\theta}-\theta)$ とお

くと，$V$ の漸近密度は

$f_{V}(v)=Be^{Bv}+o(1) (v<0)$

となる．このとき

$E_{\theta}(V)=- \frac{1}{B}+0(1) , V_{\theta}(V)=\frac{1}{B^{2}}+o(1)$

となるから，$\underline{\theta}$ を偏り補正して，それと $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ の荷重推定量を

$\hat{\theta}_{W}^{a}:=a\hat{\theta}_{ML}^{*}+(1-a)(\underline{\theta}+\frac{1}{nB})$
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$=a( \overline{\theta}-\frac{1}{nA})+(1-a)(\underline{\theta}+\frac{1}{nB})$ $(0<a<1)$ (3.4)

と定義すれば，これは $\theta$ の位置共変推定量になるとともに

$E_{\theta}[n(\hat{\theta}_{W}^{a}-\theta)]=o(1)$ ,

$V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{W}^{a}-\theta))=E_{\theta}[\{n(\hat{\theta}_{W}^{a}-\theta)\}^{2}]+o(1)$

$=a^{2}V_{\theta}(U)+(1-a)^{2}V_{\theta}(V)+o(1)$

$= \frac{a^{2}}{A^{2}}+\frac{(1-a)^{2}}{B^{2}}+0(1)$

$=( \frac{1}{A^{2}}+\frac{1}{B^{2}})a^{2}-\frac{2}{B^{2}}a+\frac{1}{B^{2}}+o(1)$

になる．よって，$a=A^{2}/(A^{2}+B^{2})$ のとき $V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{W}^{a}-\theta))$ をオーダー 0(1) まで最小にする

ことが分かり

$\hat{\theta}_{W}^{*}=\frac{A^{2}}{A^{2}+B^{2}}(\overline{\theta}-\frac{1}{nA})+\frac{B^{2}}{A^{2}+B^{2}}(\underline{\theta}+\frac{1}{nB})$

は漸近分散

$V_{\theta}(n( \hat{\theta}_{W}^{*}-\theta))=\frac{1}{A^{2}+B^{2}}+o(1)$ (3.5)

をもつ $([AOT07])$ . また，$\hat{\theta}_{W}^{*}$ が (3.4) の形の $(\theta$ の $)$ 位置共変推定量全体のクラスの中で漸

近分散を最小にするという意味で漸近的に良いことが分かるので，それを漸近最良荷重推

定量という．その他に自然な荷重推定量として [AOTO7] では

$\tilde{\theta}:=\frac{A\overline{\theta}+B\underline{\theta}}{A+B}$

を挙げていて，これも $\theta$ の位置共変推定量でかつ

$E_{\theta}[n( \tilde{\theta}-\theta)]=o(1) , V_{\theta}(n(\tilde{\theta}-\theta))=\frac{2}{(A+B)^{2}}+o(1)$ (3.6)

になる．一方，$\hat{\theta}_{PT}$ の漸近分散 (2.7) の右辺の第 2項にある積分を

$I(A, B):= \int_{0}^{\infty}\frac{t^{2}}{e^{At}-e^{Bt}}dt$ (3.7)

とおくと

$V_{\theta}(n( \hat{\theta}_{PT}-\theta))=\frac{1}{(A-B)^{2}}-\frac{AB}{A-B}I(A,B)+o(1)$
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になる．このとき，Koike[K03] を少し変形して計算すると

$I(A, B)= \frac{2}{(A-B)^{3}}\zeta(3, \frac{A}{A-B}) (A>B)$ (3.8)

になる．ここで，$\zeta$ は一般のツェータ関数の積分表示

$\zeta(z, a):=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{1}{(a+n)^{z}}=\frac{1}{\Gamma(z)}\int_{0}^{\infty}\frac{t^{z-1}e^{-at}}{1-e^{-t}}dt$

とする ([MUH98] の I�の p.19参照). ただし，$a$ は定数で，${\rm Re} z>1$ とする．また，一般の

ッェータ関数の定義から，自然数 $k$ について

$\zeta(z, k)=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{1}{(k+n)^{z}}=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{z}}-\sum_{n=1}^{k-1}\frac{1}{n^{z}}=\zeta(z)-\sum_{n=1}^{k-1}\frac{1}{n^{z}}$ (3.9)

になる．ここで，$\sum_{n=1}^{0}1/n^{z}=0$ とし，$\zeta(z)$ $:= \sum_{n=1}^{\infty}1/n^{z}({\rm Re} z>1)$ は Riemann のツエー

タ関数とする．特に，(3.8) において $k:=A/(A-B)$ が整数となるとき (3.8), (3.9)より

$I(A, B)= \frac{2}{(A-B)^{3}}\zeta(3, k)=\frac{2}{(A-B)^{3}}\{\zeta(3)-\sum_{n=1}^{k-1}\frac{1}{n^{3}}\}$ (3.10)

になる．例えば $A=2,$ $B=1$ とすると $k=2$ になり，そのときのツェータ関数の値は

$\zeta(3)=\pi^{3}/25.79436\cdots$ 1.20205

となり ([MUH98] の�の p.39参照), (3.10) より $I(2,1)$ 0.4041となる．

さて，Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$ は $\theta$ の位置共変推定量全体のクラスの中で，平均 2乗誤差を最
小にすることは分かっているが，補正MLE $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ , 荷重推定量 $\hat{\theta}_{W}^{*},$

$\tilde{\theta}$ の漸近分散 (3.3), (3.5),

(3.6) との差について考えてみよう．まず

$V_{\theta}(n( \tilde{\theta}-\theta))-V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{W}^{*}-\theta))=\frac{(A-B)^{2}}{(A+B)^{2}(A^{2}+B^{2})}+o(1)$

となるから，$\hat{\theta}_{W}^{*}$ は $\tilde{\theta}$ より漸近的に良いことが分かる ([AOT07]). また

$V_{\theta}(n( \hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta))-V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{W}^{*}-\theta))=\frac{B^{2}}{A^{2}(A^{2}+B^{2})}+o(1)$

となるから，$\hat{\theta}_{W}^{*}$ は $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ より漸近的に良い．そこで，$\tilde{\theta}$ と $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ を比較すると

$V_{\theta}(n(\tilde{\theta}-\theta))-V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta))$

$= \frac{2}{(A+B)^{2}}-\frac{1}{A^{2}}+o(1)=\frac{\{A+(\sqrt{2}-1)B\}\{A-(\sqrt{2}+1)B\}}{A^{2}(A+B)^{2}}+o(1)$
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より

$V_{\theta}(n( \tilde{\theta}-\theta))<V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta))\Leftrightarrow 1<\frac{A}{B}<1+\sqrt{2},$

$V_{\theta}(n( \tilde{\theta}-\theta))>V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta))\Leftrightarrow \frac{A}{B}>1+\sqrt{2}$

となる．ここで，位置共変推定量 $\hat{\theta}$ について，その漸近分散を

$v(\hat{\theta}):=V_{\theta}(n(\hat{\theta}-\theta))$

と表わすと，$1<A/B<1+$ 而の場合には，$narrow\infty$ のときオーダー 0(1) まで

$v(\hat{\theta}_{PT})<v(\hat{\theta}_{W}^{*})<v(\tilde{\theta})<v(\hat{\theta}_{ML}^{*})$

が成り立つ．一方，$A/B>1+$ 而の場合には，$narrow\infty$ のときオーダー 0(1) まで

$v(\hat{\theta}_{PT})<v(\hat{\theta}_{W}^{*})<v(\hat{\theta}_{ML}^{*})<v(\tilde{\theta})$

となって，$v(\tilde{\theta})$ と $v(\hat{\theta}_{ML}^{*})$ の大小が入れ替わる．ここで，具体的に $v(\hat{\theta}_{PT})$ の値を求めようと

すると，$I(A, B)$ の計算において $k=A/(A-B)$ を整数にすると

$\frac{A}{B}=\frac{k}{k-1}=1+\frac{1}{k-1}\leq 2 (k\geq 2)$

となるので，$A/B>2$ となる場合に (3.10) のような方法は適用できないが数値計算で求め

られる．例えば，$A/B=2$ の場合には次の表 1のような結果になり，$A/B=4$ の場合には

表 2のようになる．

表 1 $A/B=2$ の場合の位置共変推定量 $\hat{\theta}$ の漸近分散 $v(\hat{\theta})$

表 2 $A/B=4$ の場合の位置共変推定量 $\hat{\theta}$ の漸近分散 $v(\hat{\theta})$
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ここで，表 1, 2から $v(\hat{\theta}_{PT})$ に対する $v(\hat{\theta}_{W}^{*})$ の相対差は，$A/B=2$のときほぼ 0.04, $A/B=4$

のときほぼ 0.056となるので，$v(\hat{\theta}_{W}^{*})$ は $v(\hat{\theta}_{PT})$ にかなり良い近似になっている．また表 1

から $v(\hat{\theta}_{PT})$ に対する $v(\tilde{\theta})$ の相対差は，$A/B=2$ のときほぼ O. 16となり，表 2から $v(\hat{\theta}_{PT})$

に対する $v(\hat{\theta}_{ML}^{*})$ の相対差は，$A/B=4$ のときほぼ 0.12になることも分かる．

なお，本節では $A>B$ と仮定したが，$B>A$ の場合も同様に論じることが可能である．

4. 片側切断分布族における Pitman推定量と補正最尤推定量の 2次の漸近的比較

まず，[AOT07] と同じ設定の下で片側切断分布族について考えることにし，$X_{1},$ $X_{2},$
$\cdots,$

$X_{n},$ $\cdots$

をたがいに独立に，いずれも (Lebesgue測度に関する) 密度 $f(x-\theta)$ をもつ分布に従う実

確率変数列とする．ただし，$\theta$ は実母数とする．ここで $f()$ に次の条件 (D1), (D2) を仮定

する．

(D1) $f(x)>0$ $(x>0);f(x)=0$ $(x\leq 0)$ で， $f(x)$ は 2回連続微分可能であり，
$\psi(x):=\log f(x)(x>0)$ とするとき $\psi"(x)$ は区間 $(0, \infty)$ 上で一様有界であり，また
任意の $x_{0}\in(0, \infty)$ に対して正の定数 $K$ が存在して，任意の $x\in(0, \infty)$ について

$|\psi"(x)-\psi"(x_{0})|\leq K|x-x_{0}|$

である．

(D2) $A:= \lim_{xarrow 0+0}f(x)>0,$ $\lim_{xarrow\infty}f(x)=0,$ $A’$ $:= \lim_{xarrow 0+0}f’(x)$ , $\lim_{xarrow\infty}f’(x)=$

$0,$ $0<I:=-E_{0}[\psi"(X)]$ でかつ $0<I_{0}:=E_{0}[\{\psi’(X)\}^{2}]<\infty$ である．

条件 (D1), (D2) の下で

$I_{0}=I-A’$ (4.1)

が成り立つ．そして次の命題を得る．

定理 2([AOT07]). 条件 (D1), (D2) の下で，$\theta$ の Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$ の漸近展開は

$n( \hat{\theta}_{PT}-\theta)=n(\overline{\theta}-\theta)-\frac{1}{A}+\frac{Z_{n}(\theta)}{A^{2}\sqrt{n}}-\frac{1}{A^{3}n}\{Z_{n}^{2}(\theta)-2I\}$

$- \frac{I}{A^{2}}(\overline{\theta}-\theta)+o_{p}(\frac{1}{n})$ (4.2)

であり，その漸近分散は

$V_{\theta}(n( \hat{\theta}_{PT}-\theta))=\frac{1}{A^{2}}+o(1)$

である．ただし，$\overline{\theta}=X_{(1)}$ $:= \min_{1\leq i\leq n}X_{i}$ とし，

$Z_{n}( \theta):=-\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{i=1}^{n}\{\psi’(X_{i}-\theta)+A\}$
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とする．

いま，密度として $f(x)=Ae^{-Ax}(x>0);f(x)=0(x\leq 0)$ をもつ指数分布の密度をと

ると，位置母数 $\theta$ の Pitman推定量が，任意の $n$ について

$\hat{\theta}_{PT}=\frac{\int_{-\infty}^{X_{(1)}}\theta e^{nA(\theta-\overline{X})}d\theta}{\int_{-\infty}^{X_{(1)}}e^{nA(\theta-X^{-})}d\theta}=X_{(1)}-\frac{1}{nA}=\overline{\theta}-\frac{1}{An}$

となり，この形は $\hat{\theta}_{PT}$ の漸近展開 (4.2) の定数のオーダーの項に一致する．また，(4.2) より

$n( \hat{\theta}_{PT}-\theta)=n(\overline{\theta}-\frac{1}{An}-\theta)+o_{p}(1)$

となるから $\hat{\theta}_{PT}$ と $\overline{\theta}-(1/(An))$ は漸近的には同等になる．ここで $\theta$ の尤度関数を $\theta=\overline{\theta}$ の

周りで Taylor展開し，(3.1), (3.2) と同様にして

$L( \theta, X)=\{\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\overline{\theta})\}e^{An(\theta-\overline{\theta})}+o_{p}(1)$

を得るから

$\sup_{\theta<\overline{\theta}}L(\theta, X)=\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\overline{\theta})+o_{p}(1)$

となり，$\overline{\theta}$ は漸近的に $\theta$ の $MLE\hat{\theta}_{ML}$ になる，すなわち $\hat{\theta}_{ML}=\overline{\theta}$ になる．また，$\hat{\theta}_{ML}$ を偏り補

正して

$\hat{\theta}_{ML}^{*}:=\hat{\theta}_{ML}-\frac{1}{An}$

とすれば

$E_{\theta}[n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)]=0(1)$

となる ([AOT07] の p.126参照). このとき，$\hat{\theta}_{ML}^{*}$ は $\theta$ の位置共変推定量になることは明ら

かであり，$\hat{\theta}_{PT}$ は $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ より良い推定量であるが，1次のオーダーでは漸近的に同等である
ので，$\hat{\theta}_{ML}^{*}$ は $\hat{\theta}_{PT}$ より 2次のオーダーで漸近的に悪くなると予想され，その漸近的損失を
求めてみよう．

まず，$U:=n(\overline{\theta}-\theta)=n(X_{(1)}-\theta)$ の 2次の漸近密度を求めると

$f_{U}(u)=Ae^{-Au}(1- \frac{A’+A^{2}}{2n}u^{2}+\frac{A’+A^{2}}{An}u+o(\frac{1}{n})) (u>0)$

となるので，

$E(U)= \frac{1}{A}-\frac{A’+A^{2}}{A^{3}n}+O(\frac{1}{n^{2}})$ , (4.3)
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$E(U^{2})= \frac{2}{A^{2}}-\frac{6(A’+A^{2})}{A^{4}n}+O(\frac{1}{n^{2}})$ (4.4)

になる．また，(4.2) より

$n( \hat{\theta}_{PT}-\theta)=n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)+\frac{1}{A^{2}\sqrt{n}}Z_{n}(\theta)-\frac{1}{A^{3}n}\{Z_{n}^{2}(\theta)-2I\}$

$- \frac{I}{A^{2}n}U+o_{p}(\frac{1}{n})$ (4.5)

となるから

$E_{\theta}[\{n(\hat{\theta}_{PT}-\theta)\}^{2}]$

$=E_{\theta}[ \{n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)\}^{2}]+\frac{1}{A^{4}n}E_{\theta}[Z_{n}^{2}(\theta_{0})]+\frac{2}{A^{2}\sqrt{n}}E_{\theta}[n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)Z_{n}(\theta)]$

$- \frac{2}{A^{3}n}E_{\theta}[n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)\{Z_{n}^{2}(\theta)-2I\}]-\frac{2I}{A^{2}n}E_{\theta}[n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)U]+o(\frac{1}{n})$ (4.6)

になる．ここで，(4.3), (4.4) より

$E_{\theta}[\{n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)\}^{2}]=V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta))=V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{ML}-\theta))=V_{\theta}(n(\overline{\theta}-\theta))$

$=E_{\theta}(U^{2})- \{E_{\theta}(U)\}^{2}=\frac{1}{A^{2}}-\frac{4(A’+A^{2})}{A^{4}n}+O(\frac{1}{n^{2}})$ (4.7)

になる．また

$E_{\theta}[Z_{n}^{2}(\theta)]=E_{0}[\{\psi’(X)+A\}^{2}]=I_{0}-A^{2}$ , (4.8)

$E_{\theta}[n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)Z_{n}(\theta)]=E_{\theta}[UE_{\theta}(Z_{n}(\theta)|U)]$

$= \frac{A’+A^{2}}{A^{2}\sqrt{n}}+O(\frac{1}{n\sqrt{n}})$ , (4.9)

$E_{\theta}[n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)(Z_{n}^{2}(\theta)-2I)]$

$=E_{\theta}[UZ_{n}^{2}( \theta)]-\frac{1}{A}E_{\theta}[Z_{n}^{2}(\theta)]-2I\{E_{\theta}(U)-\frac{1}{A}\}$

$=E_{\theta}[UE_{\theta}[Z_{n}^{2}( \theta)|U]]-\frac{1}{A}E_{\theta}[Z_{n}^{2}(\theta)]-2IE_{\theta}(U)+\frac{2I}{A}$

$=O( \frac{1}{n})$ , (4.10)
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$E_{\theta}[n( \hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)U]=E_{\theta}(U^{2})-\frac{1}{A}E_{\theta}(U)=\frac{1}{A^{2}}+O(\frac{1}{n})$ (4.11)

になる．よって，$(4.7)\sim(4.11)$ を (4.6) に代入して

$E_{\theta}[ \{n(\hat{\theta}_{PT}-\theta)\}^{2}]=\frac{1}{A^{2}}-\frac{4(A’+A^{2})}{A^{4}n}-\frac{1}{A^{4}n}(I_{0}-A^{2})+o(\frac{1}{n})$ (4.12)

になり，(4.7) と (4.12) より

$E_{\theta}[ \{n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta)\}^{2}]-E_{\theta}[\{n(\hat{\theta}_{PT}-\theta)\}^{2}]=\frac{1}{A^{4}n}(I_{0}-A^{2})+o(\frac{1}{n})$ (4.13)

となる．ここで，Schwarzの不等式から

$I_{0}=E_{0}[\{\psi’(X)\}^{2}]\geq\{E_{0}[\psi’(X)]\}^{2}=A^{2}$ (4.14)

になる．以上のことから次の命題が成り立つ．

定理 3条件 (D1), (D2) の下で，補正 $MLE\hat{\theta}_{ML}^{*}$ の Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$ に対する 2次の漸近

損失は

$d_{n}(\hat{\theta}_{ML}^{*},\hat{\theta}_{PT}) :=A^{4}n\{V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta))-V_{\theta}(n(\hat{\theta}_{PT}-\theta))\}$

$=I_{0}-A^{2}+o(1) (narrow\infty)$ (4.15)

である．ここで，$d_{n}(\hat{\theta}_{ML}^{*},\hat{\theta}_{PT})=o(1)(narrow\infty)$ となるのは，指数分布の場合に限る．

証明については (4.15) は (4.13) から明らか．また，(4.14) より $I_{0}-A^{2}\geq 0$であり，$I_{0}=A^{2}$

となるのは $\psi’(x)=c$ (定数) となる場合に限るので，$f(x)$ は指数分布の密度になる．

例 1([AOT07] の Ex.3.1) 密度として

$f(x)=\{\begin{array}{ll}ce^{-(x-1)^{2}/2} (x>0) ,0 (x\leq 0)\end{array}$

となる左側切断正規分布の密度をとると条件 (D1), (D2) は満たされ，$A=A’=ce^{-1/2},$

$I=1$ , また (4.1) より $I_{0}=I-A’=1-ce^{-1/2}$ となるので，(4.15) より

$d_{n}(\hat{\theta}_{ML}^{*},\hat{\theta}_{PT})=1-ce^{-1/2}-c^{2}e^{-1}+o(1) (narrow\infty)$

になる．ただし，$c=1/\{\sqrt{2\pi}\Phi(1)\}$ で $\Phi$ は標準正規分布の累積分布関数とする．

例 2密度として

$f(x)=\{\begin{array}{ll}c (岱十 1)^{2}e^{-(x+1)/2} (x>0) ,0 (x\leq 0)\end{array}$
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となる左側切断カイ 2乗分布の密度を考える．ただし，$c=e^{1/2}/26$ とする．このとき，条

件 (D1), (D2) は満たされ，$A=1/26,$ $A’=3/52$ になり，$I=2/13$ となるから (4.1) より

$I_{0}=I-A’=5/52$ となる．よって，(4.15) より

$d_{n}( \hat{\theta}_{ML}^{*},\hat{\theta}_{PT})=\frac{16}{169}+o(1) (narrow\infty)$

になる．

5. おわりに

第 2節で両側切断分布族の位置共変推定問題において，Pitman推定量の漸近展開の定
数のオーダーの項が切断指数分布の場合の Pitman推定量の形と同じであることを示した

が，これは正則な場合に最尤推定量の漸近展開の定数のオーダーの項が正規確率変数にな

ることに相当する．このことは，切断指数分布が両側切断分布族の基点として把えられる

ことを示しているとともに，極値統計量 $(\underline{\theta},\overline{\theta})$ の関数として表現された Pitman推定量が

範囲と範囲の中央から成るそれぞれの変数 $S,$ $T$ の関数としても表現できる経過も明解に

示している．次に Pitman推定量の漸近分散は積分表示の項が出現するために面倒にはな

るが，漸近最良荷重推定量の漸近分散の値がそれに近いのではないかと推察される．

第 4節の片側切断分布族の位置共変推定問題においても，Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$ の漸近展開

の定数のオーダーの項が指数分布の場合の Pitman推定量の形と同じであることが分かっ

た．また偏り補正した最尤推定量 $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ は $\hat{\theta}_{PT}$ と 1次のオーダーでは漸近的に同等である

が，2次のオーダーでは漸近的差が生じ，$\hat{\theta}_{ML}^{*}$ の $\hat{\theta}_{PT}$ に対する 2次の漸近損失が解析的に求

められた．

今後の課題としては，切断分布族における尺度共変推定問題が挙げられる．
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