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概要

ロジスティック回帰モデルは，二値反応が不均衡な場合，ボアソン点過程で

近似されることが知られている．本稿では，この現象が二値 (二項) 回帰モデル

における多くのリンク関数に対して普遍的に成り立つことを示す．証明には極

値理論の結果を用いる．ロジット，プロビット，および complementary log$-1\circ g$

リンク関数に対しては，点過程の強度が指数型分布族になる．他のリンク関数

の場合，変形指数型分布族が現れる．これらは Sei (2014) で示された結果であ
る．本稿ではさらに，罰則付き最尤推定量の漸近許容性について議論する．

キーワード ニ項回帰，極値理論，不均衡データ，ボアソン点過程， $q$-指数型分

布族．

1 はじめに

$\{(X_{i}, Y_{i})\}_{i=1}^{m}$ を， $\mathbb{R}^{p}\cross\{0$ , 1 $\}$ 上の独立同一分布に従う $m$個の確率変数とする． $X_{i}$

を条件づけた下での聾の条件付き分布は

$P(Y_{i}=1|X_{i}, a, b)=G(a+b^{T}X_{i}) , a\in \mathbb{R}, b\in \mathbb{R}^{p}$ , (1)

で与えられると仮定する．ここで， $G()$ は 1次元の累積分布関数であり，その逆関

数 $G^{-1}(p)= \sup\{z :G(z)\leq p\}$ は一般化線形モデルにおけるリンク関数である． $X_{i}$

の周辺分布を $F(dX_{i})$ と記す．累積分布関数 $G$ として，実用上は

$\bullet$ ロジスティック分布 : $G(x)=e^{x}/(e^{x}+1)$ ,

$\bullet$ 標準正規分布 $:G(x)= \int_{-\infty}^{x}(2\pi)^{-1/2}e^{-x^{2}/2}dx,$

$\bullet$ (負の方向の) ガンベル分布 : $G(x)=1-e^{-e^{x}}$

がよく用いられる．対応するリンク関数はロジット，プロビット，complementary

log-log 1) ンク関数である．これらの 3つの例に対しては，式 (1) の対数尤度関数は

凹となることが知られている (Wedderburn, 1976).

本稿では，データが非常に偏っている場合を考える．言い換えれば，成功確率が

ほとんどゼロの場合であり，このようなデータを不均衡データという．そのような

ケースが現れる例としては，不正検出，医療診断，政策分析などがある (Bolton and

Hand, 2002; Chawla et al., 2004; Jin et al., 2005; King and Zeng, 2001).

説明変数がない場合，ボアソンの少数の法則がよく知られている :もし

$P(Y_{i}=1)=\lambda/m+o(m^{-1})$ , $i=1$ , . . . , $m,$
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ならば，正例の個数 $\sum_{i=1}^{m}Y_{i}$ は平均パラメータ $\lambda$ のボアソン分布に分布収束する．こ

の考察から，不均衡データに対しては，(1) の真のパラメータ $(a, b)$ は $m$ に依存して

もよいと考えるのが自然であろう．これを $(a_{m}, b_{m})$ と書く．

Owen (2007) は， $\sum_{i=1}^{m}$ 巧を固定したまま $m$ を増加させると，ロジスティック回

帰モデルの最尤推定値が，ある指数型分布族の最尤推定量に収束することを示した．

この結果は大まかには以下のように導かれる．

モデル (1) でロジスティック分布 $G(z)=e^{z}/(1+e^{z})$ を用いた場合を考える．任意

の $\alpha$ と $\beta$ に対し， $a_{m}(\alpha)=-\log m+\alpha,$ $b_{m}(\beta)=\beta$ とおく．すると， $marrow\infty$ の下で

$P(Y_{i}=1|X_{i}, a_{m}( \alpha), b_{m}(\beta))=\frac{e^{-1\circ g\mathring{m}+\alpha+\beta^{T}X_{i}}}{1+e^{-1gm+\alpha+\beta^{T}X_{i}}}=\frac{e^{\alpha+\beta^{T}X_{i}}}{m}+o(m^{-1})$ (2)

が成り立つ．ベイズの定理から， $Y_{i}=1$ の下での $X_{i}$ の条件付き密度 $(F(dX_{i})$ に対

する密度) は，形式的に，

$\frac{e^{\beta^{T}X_{i}}}{\int e^{\beta^{T}x}F(dx)}+o(1)$ (3)

と計算される．これは十分統計量を $X_{i}$ とする指数型分布族である (Owen, 2007).

注意 1. 正確に言えば，Owen (2007) はここで述べたものとは異なる設定を考えて

おり， $Y_{i}=0$ , 1の下での $X_{i}$ の条件付き分布を任意の分布凡，$F_{1}$ とした上で，最尤推

定量の収束性を証明している．我々の設定では， $F_{0}$ は漸近的に $F$ に等しく， $F_{1}$ は $F$

に対して密度 (3) を持たなければならない．したがって，この仮定が満たされなけ

れば本稿の設定は誤特定の状況になる．この点については Sei (2014) で論じている．

Warton and Shepherd (2010) は，ロジスティック回帰モデルが，尤度比の意味でポ

アソン点過程モデルに収束することを示した．このことは大まかには次のように確か

められる．式 (2) より， $\mathbb{R}^{p}$ の任意のコンパクト集合 $A$ に対して，確率 $P(Y_{i}=1,$ $X_{i}\in$

$A)$ は近似的に $m^{-1} \int_{A}e^{\alpha+\beta^{T}x}F(dx)$ と表される．よって，ボアソンの少数の法則より，

$X_{i}\in A$ かつ聾 $=1$ となるような観測値の個数は，平均パラメータ $\int_{A}e^{\alpha+\beta^{T}x}F(dx)$

のボアソン分布に近似的に従うことが分かる．これは強度 (intensity) $e^{\alpha+\beta^{T}x}F(dx)$

のボアソン点過程である．

Baddeley et al. (2010) は，ボアソン点過程モデルをピクセルベースの二項回帰モ

デルで近似するときの性質について詳しく議論している．彼らは，complementary

log-log リンク関数がピクセルサイズの変更に対して整合的であることを示すととも

に，split-pixel strategy という手法を提案し，共変量が空間的に滑らかでない場合

も近似がうまく機能することを示した．

Sei (2014) は，ロジスティック回帰モデル以外の二項回帰モデルの不均衡極限を考
えた．ロジスティック回帰に対する結果から予想される通り，その極限はボアソン点

過程になる．注目すべき点は，収束先の点過程の強度が，一般に $q$-指数型分布族と

呼ばれるクラスになることである． $q$-指数型分布族とは，変形指数型分布族，ある
いは $\alpha$-分布族とも呼ばれ，実数 $q$ を使って特徴づけられる確率分布族であり，統計
物理や情報幾何において近年脚光を浴びている (Amari (1985); Amari and Nagaoka
(2000); Amari and Ohara (2011); Naudts $(2002, 2010)$ ; Tsallis (1988)). 例えば，冒
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頭に挙げたロジット，プロビット，complementary log-log リンクの場合にはいずれ
も $q=1$ となる．一方， $G$ をコーシー分布としたときは $q=2,$ $G$ を一様分布とした

ときは $q=0$ となる．これらの結果は 2節，3節でレビューされる．

また 4節では，Sei (2014) で詳しく触れなかった話題として，推定量の許容性に

ついて言及する．

2 二項回帰の不均衡極限

実数 $q$ に対し， $q$-指数関数を

$\exp_{q}(z)=\{\begin{array}{ll}e^{z}, if q=1,{[}1+(1-q)z]_{+}^{1/(1-q)}, if q\neq 1,\end{array}$ (4)

により定義する．ここで， $[z]_{+}= \max(z, 0)$ , $[0]_{+}^{-1}=\infty$ と約束する．この変換は

パラメータ $\lambda=1-q$ の Box-Cox変換の逆変換に他ならない．特に， $q<1$ かつ

$z\leq-1/(1-q)$ のとき $\exp_{q}(z)=0$ であり， $q>1$ かつ $z\geq-1/(1-q)$ のとき

$\exp_{q}(z)=\infty$ となる．関数 $\exp_{q}(z)$ は $q\geq 0$ のとき，またそのときに限り凸関数で

ある．

さて，二項回帰モデル (1) $t$こおいて， $G$ に関する次の仮定を設けよう．

仮定 1. ある $q>0$ , cm $\in \mathbb{R}$ および $d_{m}>0$ が存在し，各 $z\in \mathbb{R}$ に対して

$G(c_{m}+d_{m}z)= \frac{1}{m}\exp_{q}(z)+o(m^{-1}) , marrow\infty$ (5)

が成り立つ．

極値理論によれば，式 (5) 以外の漸近形は存在しない (例えば de Haan and Ferreira
(2006, Theorem 1.1.2 and 1.1.3)). 実数 $q$ は $G$ の左裾の構造を決定している．例え

ばロジスティック分布は，仮定 1を満たし， $q=1,$ $c_{m}=-\log m,$ $d_{m}=1$ である．他

の例については 3節で述べる．

仮定 1の $c_{m},$ $d_{m}$ を用いて， $(\alpha, \beta)\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{p}$ に対して

$a_{m}(\alpha)=c_{m}+d_{m}\alpha$ and $b_{m}(\beta)=d_{m}\beta$ (6)

と定義する．また，真のパラメータ (回帰係数) が $(a_{m}(\alpha), b_{m}(\beta))$ のときの $\{(Xi, Y_{i})\}_{i=1}^{m}$

の確率法則を $P_{m,\alpha,\beta}$ と記す．

さて，式 (2) の類推が仮定 1から得られる．実際，

$P_{m,\alpha,\beta}(Y=1|X_{i})=G(a_{m}(\alpha)+b_{m}(\beta)^{T}X_{i})$

$=G(c_{m}+d_{m}(\alpha+\beta^{T}X_{i}))$

$= \frac{1}{m}\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}X_{i})+o(m^{-1})$

となる．よって，ロジスティック回帰のときと同様，二項回帰モデルはボアソン点

過程に収束することが期待される．これを以下示す．

主結果を述べる前に次の補題を用意する．
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補題 1. $(\alpha, \beta)\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{p}$ とする．また， $A$ を $\mathbb{R}^{p}$ のコンパクト集合とし， $\forall x\in A$ に

対し $\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x)$ は有限であると仮定する．このとき次の式が成り立つ :

$P_{m,\alpha,\beta}(Y_{i}=1, X_{i} \in A)=\frac{\lambda(A)}{m}+o(m^{-1})$ . (7)

ただし $\lambda(A)=\int_{A}\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x)F(dx)$ とする．

証明．$t:=\alpha+\beta^{T}X_{i}$ の確率分布を $F^{*}(dt)$ とおく．また，$A^{*}=\{\alpha+\beta^{T_{X}}|x\in A\}$

と定義する．仮定より， $A^{*}$ はコンパクトである．このとき，

$P_{m,\alpha,\beta}(Y_{i}=1,X_{i} \in A)=\int_{A}G(a_{m}(\alpha)+b_{m}(\beta)^{T}x)F(dx)$

$= \int_{A}G(c_{m}+d_{m}(\alpha+\beta^{T}x))F(dx)$

$= \int_{A^{*}}G(c_{m}+d_{m}t)F^{*}(dt)$

と書ける．式 (7) を示すには，

$\int_{A^{*}}G(c_{\gamma}n+d_{m}t)F^{*}(dt)=\frac{1}{m}\int_{A^{*}}\exp_{q}(t)F^{*}(dt)+o(m^{-1})$

を言えば十分である．仮定 1より，各 $t\in A^{*}$ に対して $mG(c_{m}+d_{m}t)=\exp_{q}(t)+$

$o(1)$ となる．よって， $mG(c_{m}+d_{m}$のが $t\in A^{*}$ について一様に $\exp_{q}(t)$ に収束

することを示せばよい．ところが， $mG(c_{m}+d_{m}t)$ は $t$ について単調であり，か
つ $\exp_{q}(t)$ は $t\in A^{*}$ について連続であるから，この一様収束性は一般論から導
かれる (例えば Galambos (1987, Lemma 2.10.1)) $\square$

さて，デ-タ $\{(X_{i}, Y_{i})\}_{i=1}^{m}$ に対して，

$N_{m}(A)=\#\{i|X_{i}\in A, Y=1\}, A\subset \mathbb{R}^{p},$

によって点過程砺を定義する．上の式は，集合 $A$ に属すような瓦のうち， $Y_{i}=1$

となるようなものの個数を表している．

定理 1. $P_{m,\alpha,\beta}$ ,の下で，点過程 $N_{m}$ は次の強度を持つボアソン点過程 $N$ に法則収束

する :

$\lambda(dx)=\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x)F(dx)$ . (8)

正確には，等式

$\lim_{marrow\infty}P_{m,\alpha,\beta}(N_{m}(A_{j})=v_{j}, 1\leq j\leq J)$

$=P(N(A_{j})=$ 巧 $, 1 \leq j\leq J)=\prod_{j=1}^{J}\frac{\lambda(A_{j})^{\nu_{j}}e^{-\lambda(A_{j})}}{v_{j}!}$ (9)

が，任意の正整数 $J$ , 非負整数 $\nu j$ , 互いに排反なコンパクト集合 $A_{j}\subset \mathbb{R}^{p}$ (で

$\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x)<\infty,$ $x\in A_{j}$ , を満たすもの) に対して成り立つ．
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式 (9) は，Embrechts et al. (1997) にある点過程の法則収束の定義と整合的である．

定理 1の証明． $\{A_{j}\}_{j=1}^{J}$ を互いに排反なコンパクト集合とする． $\{(x_{i}, Y)\}_{i=1}^{m}$

は独立同一分布に従うので，確率変数 $\{N_{m}(A_{j})\}_{j=1}^{J}$ の同時分布は

$P_{m,\alpha,\beta}(N_{m}(A_{j})= \nu_{j}, 1\leq j\leq J)=\prod_{j=1}^{J}(p_{m,j})^{\nu_{j}}(1-\sum_{j}p_{m,j})^{m-\Sigma_{j}\nu_{j}}$

という多項分布に従う．ただし，

$p_{m,j}=P_{m,\alpha,\beta}(X_{i}\in A_{j}, Y_{i}=1) , 1\leq j\leq J,$

とおいた．したがって補題 1より， $(N_{m}(A_{1}), \ldots, N_{m}(A_{J}))$ は独立なボアソン

確率変数に法則収束し，その平均パラメータは $(\lambda(A_{1}), \ldots, \lambda(A_{J}))$ である． $\square$

定理 1より，特にロジスティック回帰モデルは強度 $\exp(\alpha+\beta^{T}x)F(dx)$ のボアソ

ン点過程モデルに収束する．これはWarton and Shepherd(2010) が示した事実と整

合的である．

定義 1. 実数 $q\in \mathbb{R}$ に対し，式 (8) を強度の $q$-指数型分布族と呼ぶ．対応する点過程

の確率法則を $P_{\alpha,\beta}^{(q)}$ と記す．

強度の $q$-指数型分布族は，確率測度の $q$-指数型分布族に密接に関係している．強

度 (8) の全強度を

$\Lambda_{q}(\alpha, \beta)=\int_{R^{p}}\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x)F(dx)$ (10)

と記すことにし， $\Lambda_{q}(\alpha,\beta)<\infty$ と仮定しよう．すると， $P_{\alpha,\beta}^{(q)}$ の尤度は

$\frac{e^{-\Lambda_{q}(\alpha,\beta)}}{n!}\prod_{i=1}^{n}\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x_{i})$ (11)

と書ける．ここで， $n$ の基準測度は非負整数上の計数測度であり，各 $i$ に対する $x_{i}$

の基準測度は $F(dx_{i})$ とする．式 (11) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおいて，数 $n$ は観測値の個数であり，その周

辺分布は平均 $\Lambda_{q}(\alpha, \beta)$ のボアソン分布である． $n$ を条件づけたとき，各 $x_{i}$ は独立に

$\frac{\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x_{i})}{\Lambda_{q}(\alpha,\beta)}$ (12)

という密度をもつ確率分布に従う．式 (12) は $q$-指数型分布族，変形指数型分布族，
あるいは $\alpha$-分布族 $(\alpha=2q-1)$ と呼ばれる．密度 (12) は，適切な $\theta$ と $\psi_{q}(\theta)$ を

選んで $\exp_{q}(\theta^{T}x_{i}-\psi_{q}(\theta))$ という形に書くこともできる．(例えば Amari and Ohara
(2011)) しかし，本稿ではこの表現を用いない．その理由は，この表現を用いて

も，ボアソン点過程の尤度関数 (11) において $\Lambda_{q}(\alpha, \beta)$ が残ってしまうためである．

図 1に $q$-指数型分布族への収束のイメージを示す．
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$G(a+b^{T}x)$ $\exp_{q}(\alpha+\beta^{T}x)$

$m=1 m=2 marrow\infty$

図 1: $q$-指数型分布族への収束のイメージを示す．モデル空間の確率分布は， $G$ と

$a,$
$b$ の選び方によって定まる．ただし $F(dX_{i})$ は固定して考える．一方，不均衡極限

においては $G$がいずれかの実数 $q$ に対応する (または極限を持たない)

3例

この節では，仮定 1を満たす分布 $G$ の例をいくつか与える．また，最尤推定の収

束性に関する数値実験結果を与える．

なお，分布 $G$が仮定 1を満たすとしても，列 $(c_{m}, d_{m})$ は一意に定まらない．一意

的に定める方法は知られている (例えば Galambos(1987, Theorem 2.1.4-2.1.6)) が，
以下では比較的見やすい形の $(c_{m}, d_{m})$ を用いることにする．

ロジスティック分布 $G(z)=e^{z}/(1+e^{z})$ とガンベル分布 $G(z)=1-\exp(-e^{z})$ に対

しては，いずれも

$q=1, c_{m}=-\log m, d_{m}=1$ . (13)

であることが容易にチェックできる．標準正規分布に対しては，

$q=1,$ $c_{m}=-(2 \log m)^{1/2}+\frac{\log(\log m)+\log(4\pi)}{2(2\log m)^{1/2}},$ $d_{m}=(2\log m)^{-1/2}$ . (14)

であることが知られている (Galambos (1987, Section 2.3.2)) コーシー分布に対

しては

$q=2, c_{m}=-m/\pi, d_{m}=m/\pi$ . (15)

である．その他，か分布やパレート分布などの例については極値理論の本 (Galambos

(1987); Embrechts et al. (1997) など) を参照せよ．また，Ding et al. (2011) で提案
された t-ロジスティック回帰については Sei (2014) で調べられている．

次に，数値実験結果について説明する．

表 1と表 2に，結果を示す．ここでは，標本サイズ $m$ に対してデータを

$(X_{i}, Y_{i})=\{\begin{array}{ll}(0.4+0.4(i-1)/(n-1), 1) if i\in\{1, . . . , n\},((i-n-1)/(m-n-1), O) if i\in\{n+1, . . . , m\}\end{array}$ (16)
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とし，また $n=10$ とした．二項回帰モデルに対しては，回帰係数の推定値 $(\^{a}, \hat{b})$ を

式 (6) で標準化したものを示している．また，ボアソン点過程に対しては，共変量
の真の分布 $F(dx)$ は未知なので， $\{X_{i}\}_{i=1}^{m}$ の経験分布でこれを代用した．この経験

分布には聾 $=0$ のデータ (負例) も含まれることに注意する．表 1より，プロビッ

トリンクの収束は非常に遅く，理論的に収束するかどうかに興味が持たれる．他の

リンク関数については，収束性は満足いくものと言えよう．

表 1: $q=1$ のボアソン点過程モデルと二項回帰モデルの最尤推定値の比較．ロジッ

ト，プロビット，complementary log-log (cloglog) リンクが用いられている．標本は

式 (16) とし， $n$ は 10とする．標準化のための数列 $(c_{m}, d_{m})$ は式 (13), (14) を用いた．

表 2: $q=1$ のボアソン点過程モデルと，コーシーリンク (コーシー分布の逆関数)

による二項回帰モデルの最尤推定値の比較．標本は式 (16) とし， $n$ は 10とする．標

準化のための数列 $(c_{m}, d_{m})$ は式 (15) を用いた．

4 漸近許容性

本節では，Sei (2014) では詳しく触れなかった話題として，推定量の漸近許容性
について議論する．ここでは仮定 1において $q=1$ の場合，すなわち定理 1におい

て収束先が指数型分布族の場合のみを考える．また，本稿で漸近許容性と言ってい

るのは単に極限の統計モデルにおける許容性のことであり，LeCam-Hajek流の漸近
許容性とは異なることをあらかじめ断っておく．
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推定値として，罰則付き最尤推定量

$( \^{a}_{m},\hat{b}_{m})=[argmax]\sum_{i=1}^{m+2}\{Y_{i}\log G(a+b^{T}X_{i})+(1-Y_{i})\log(1-G(a+b^{T}X_{i}$ (17)

を考える．ここで， $(X_{m+1}, Y_{m+1})$ $:=(X_{m}, o)$ と $(X_{m+2}, Y_{m+2}):=(\overline{X}_{m}, 1)$ は疑似デー

タであり， $\overline{X}_{m}$ は $\{X_{i}\}_{i=1}^{m}$ の標本平均である．共変量の母平均を $\mu=\int\xi F(d\xi)$ とお

けば，これらの疑似データはそれぞれ $marrow\infty$ の下で $(\mu, 0)$ , $(\mu, 1)$ に収束する．

以下，正例の個数を $n=\#\{1\leq i\leq m|Y_{i}=1\}$ とおき (これは確率変数), 正例

に対する共変量全体を $\{x_{i}\}_{i=1}^{n}=\{X_{i}|1\leq i\leq m, Y_{i}=1\}$ とおくことにする．また

その標本平均を $\overline{x}=n^{-1}\sum_{i=1}^{n}x_{i}$ とおく．不均衡極限の尤度関数が式 (11) で与えら

れることに注意すると，式 (17) の推定量 $(\^{a}_{m},\hat{b}_{m})$ は，次の極限に法則収束すると考

えられる :

$( \hat{\alpha},\hat{\beta})=[argmax]\{(n+1)\alpha+\beta^{T}(n\overline{x}+\mu)-\int e^{\alpha+\beta^{T}\xi}F(d\xi)\}$ . (18)

ここで，収束性は $(\^{a}_{m},\hat{b}_{m})$ を一旦式 (6) によって標準化して考える．この推定量の

収束は厳密には証明できていない．しかし，少なくとも目的関数が各点で法則収束

することは示される．以下では最初から式 (18) を考察の対象とする．

ここでさらに，次の式でパラメータを $(\alpha, \beta)$ から $(\Lambda, \beta)$ に変換する :

$\Lambda=\int e^{\alpha+\beta^{T}\xi}F(d\xi) rightarrow \alpha=\log\Lambda-\log\int e^{\beta\xi}F(d\xi)$ .

このようにすると，式 (18) の目的関数が $\Lambda$ と $\beta$ で分離されるという利点がある :

$((n+1)\log\Lambda-\Lambda)+\beta^{T}(n\overline{x}+\mu)-(n+1)\psi(\beta)$ , $\psi(\beta)$ $:= \log\int e^{\beta^{T}\xi}F(d\xi)$ .

特に， $\Lambda$ の推定量は $\hat{\Lambda}=n+1$ であり， $\beta$ の推定量 $\hat{\beta}$ は

$\frac{n\overline{x}+\mu}{n+1}=\frac{\int\xi e^{\hat{\beta}^{T}\xi}F(d\xi)}{\int e^{\hat{\beta}^{T}\xi}F(d\xi)}=\nabla\psi(\hat{\beta}) , \nabla:=(\partial/\partial\beta_{i})_{i=1}^{p}$ , (19)

を満たす．

以下，推定量 $(\hat{\Lambda},\hat{\beta})$ は Kullback-Leibler (KL) 損失の下で許容的であることを説

明する．まず，推定量 $(\hat{\Lambda},\hat{\beta})$ の KL損失は次のように表される :

$KL((\Lambda, \beta),$ $( \hat{\Lambda}, \beta =(A\log\frac{\Lambda}{\hat{\Lambda}}-\Lambda+\hat{\Lambda})+\Lambda((\beta-\hat{\beta})^{T}\nabla\psi(\beta)-\psi(\beta)+\psi(\hat{\beta}))$ .

これは， $n$ が $\Lambda$ を平均とするボアソン分布に従うこと，また $n$ を条件付けたとき

$\{x_{i}\}_{i=1}^{n}$ が独立に指数型分布族 $\exp(\beta^{T}x_{i}-\psi(\beta))$ に従うことから分かる．

さて，ボアソン分布の平均パラメータ $\Lambda$ に対する推定量 $\hat{\Lambda}=n+1$ は KL 損失の

下で許容的であることが Ghosh and Yang (1988) によって示されている．より正確

には，ある $\Lambda$ のプロパー事前分布の列 $\{\pi_{k}(\Lambda)\}_{k=1}^{\infty}$ が存在して，この列に対応するべ
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イズ推定量塩が積分リスクに関して $r(\pi_{k},\hat{\Lambda})-r(\pi_{k},\hat{\Lambda}_{k})arrow 0(karrow\infty)$ を満たすこ

とが示されている．この結果と Blythの定理から許容性が従う．

我々の設定に戻って， $(\hat{\Lambda},\hat{\beta})$ の許容性を示すには，やはりベイズ推定量の列を考

えればよい． $\Lambda$ と $\beta$ の事前分布は独立とし， $\Lambda$ については上記の $\pi_{k}(A)$ を用いる．

方， $\beta$ に関しては次の事前分布を用いる :

$\pi(\beta)\propto\exp(\beta^{T}\mu-\psi(\beta))$ .

ただし， $\mu=\int\xi F(d\xi)$ は以前定義したものと同じである．まず，この事前分布はプ
ロパーであることが ( $F$ のサポートのアフィン包が $\mathbb{R}^{p}$ という仮定の下で) 示され

る．また，この事前分布に対するベイズ推定量は罰則付き最尤推定に一致すること

が，以下のように示される (注 :一般に指数型分布族の自然パラメータについては

ベイズ推定量と MAP推定量が一致する). $\beta$ に関係する部分の事後損失は

$\int\pi(\beta|n, x)\{(\beta-\hat{\beta})^{T}\nabla\psi(\beta)-\psi(\beta)+\psi(\hat{\beta})\}d\beta, x:=\{x_{i}\}_{i=1}^{n},$

と書けるので，ベイズ推定量は

$\int\pi(\beta|n, x)\nabla\psi(\beta)d\beta=-\nabla\psi(\hat{\beta})$

の解である．しかし，いま事後分布は $\pi(\beta|n, x)\propto\exp(\beta^{T}(n\overline{x}+\mu)-(n+1)\psi(\beta))$

であるから，部分積分を用いると

$- \frac{n\overline{x}+\mu}{n+1}=-\nabla\psi(\hat{\beta})$

となる．これは式 (19) と一致する．

以上から，プロパーな事前分布の列 $\pi_{k}(\Lambda)\pi(\beta)$ を考えると，そのベイズ推定量は
$(\hat{\Lambda}_{k},\hat{\beta})$ となる．そして， $(\hat{\Lambda},\hat{\beta})$ と $(\hat{\Lambda}_{k},\hat{\beta})$ の積分リスクの差は $0$ に収束することが示

される．よって，Blyth の定理から， $(\hat{\Lambda},\hat{\beta})$ は許容的であることが示された．

同様に，ベイズ予測についても，ボアソン分布に関する既存の結果 (Komaki, 2004)
を用いれば，漸近許容的な推定量を構築できると考えられる．
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