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概要

本報告では、 Young の不等式を通して、多段配分過程における主関数 (primal

function) とその双対関数 (dual function) の間の双対関係を示す。 特に 2次評価の

場合では主過程と双対過程の最適点と最適値は共にフィボナッチ数で表わされ、 フイ

ボナッチ相補等式 (Fibonacci complementary equality) が成り立つことを示す。 さ

らに主過程に割引きがある場合の多段配分過程についても双対関係を示す。

1 Young’s Inequality
$n$変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ の 2次計画問題として次の最小化問題 (P) を考える。

minimize $\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]$

(P) subject to (i) $x\in R^{n}$

(ii) $x_{0}=c.$

ここに $c\in R$ とする。

補題 1 $p>1,$ $\frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1$ のとき、 不等式

$xy \leq\frac{1}{p}x^{p}+\frac{1}{q}y^{q} x\geq 0, y\geq 0$ (1)

が成り立つ。 等号は $y=x^{p-1}$ のときに限り成り立つ。 このとき、等式

$xy=x^{p}=y^{q}$ (2)

が成り立つ。
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特に $p=2(q=2)$ のとき、 不等式

$xy \leq\frac{1}{2}x^{2}+\frac{1}{2}y^{2} x\in R^{1}, y\in R^{1}$ (3)

が成り立ち、等号は $y=x$ のときに限り成り立つ。 またこのとき、等式

$xy=x^{2}=y^{2}$ (4)

が成り立つ。 以下では不等式 (3) とその等号条件を

$2xy\leq x^{2}+y^{2}$ ; $x=y$ (5)

の形で活用しよう。

補題 2定数 $c$ に対して、 不等式

$2c\lambda-2\lambda^{2}\leq(c-x)^{2}+x^{2} x\in R^{1}, \lambda\in R^{1}$ (6)

が成り立つ。 等号は $x= \lambda=\frac{c}{2}$ のときに限り成り立つ。 このとき、 両辺は $\frac{1}{2}c^{2}$ にな

り、 等式

$(c-x)^{2}+x^{2}=2\lambda^{2}=c\lambda$ (7)

が成り立つ。

Proof. (5) より、 実数 $x,$
$\lambda$ に対して、 2つの不等式と等号条件

$2(c-x)\lambda\leq(c-x)^{2}+\lambda^{2}$ ; $c-x=\lambda$

$2x\lambda\leq x^{2}+\lambda^{2}$ ; $x=\lambda$

が成立する。 辺々加えると、

$2c\lambda\leq(c-x)^{2}+x^{2}+2\lambda^{2}$

になり、 (6) を得る。 この等号は 2つの等号条件が同時に成り立つとき、すなわち、 $x=$

$\lambda=\frac{c}{2}$ のとき成り立つ。 $\square$

補題 3 $c$ を定数とする。 $(x, y)\in R^{2},$ $(\lambda, \mu)\in R^{2}$ のとき、

$2c\lambda-\lambda^{2}-(\lambda-\mu)^{2}-2\mu^{2}\leq(c-x)^{2}+x^{2}+(x-y)^{2}+y^{2}$ (8)

が成り立つ。 等号は $x= \frac{2}{5}c,$ $y= \frac{1}{5}c;\lambda=\frac{3}{5}c,$ $\mu=\frac{1}{5}c$ のときに限り成り立つ。 こ

のとき、 両辺は $\frac{3}{5}c^{2}t$こなり、 等式

$(c-x)^{2}+x^{2}+(x-y)^{2}+y^{2}=\lambda^{2}+(\lambda-\mu)^{2}+2\mu^{2}=c\lambda$ (9)

が成り立つ。
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Proof. (5) より、 実数 $x,$ $y,$
$\lambda,$

$\mu$ に対して、 4つの不等式と等号条件

$2(c-x)\lambda\leq(c-x)^{2}+\lambda^{2}$ ; $c-x=\lambda$

$2x(\lambda-\mu)\leq x^{2}+(\lambda-\mu)^{2}) x=\lambda-\mu$

$2(x-y)\mu\leq(x-y)^{2}+\mu^{2}$ ; $x-y=\mu$

$2y\mu\leq y^{2}+\mu^{2}) y=\mu$

が成立する。 辺々加えると、

$2c\lambda\leq[(c-x)^{2}+x^{2}+(x-y)^{2}+y^{2}]+[\lambda^{2}+(\lambda-\mu)^{2}+2\mu^{2}]$

になり、 (8) を得る。 等号は 4つの等号条件が同時に成立するとき成り立っ。 この 4元連

立 1次方程式系は唯一の解 $x= \frac{2}{5}c,$ $y= \frac{1}{5}c;\lambda=\frac{3}{5}c,$ $\mu=\frac{1}{5}c$ をもつ。 $\square$

補題 4 $c$ を定数とする。 $x_{0}=c,$ $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in R^{n},$ $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \ldots, \mu_{n})\in R^{n}$ の

とき、

$2c \mu_{1}-\sum_{k=1}^{n-1}[\mu_{k}^{2}+(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}]-2\mu_{n}^{2}\leq\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]$ (10)

が成り立つ。 等号は

$(x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n-1}, x_{n})= \frac{c}{F_{2n+1}}(F_{2n-1}, F_{2n-3}, . . . , F_{3)}F_{1})$ (11)

$( \mu_{1}, \mu_{2}, \ldots, \mu_{n-1}, \mu_{n})=\frac{c}{F_{2n+1}}(F_{2n}, F_{2n-2}, . . . , F_{4}, F_{2})$ (12)

のときに限り成り立つ。 このとき、 両辺は $\frac{F_{2n}}{F_{2n+1}}c^{2}$ になり、 等式

$\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{2}+x_{k+1}^{2}]=\sum_{k=1}^{n-1}[\mu_{k}^{2}+(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}]+2\mu_{n}^{2}=c\mu_{1}$ (13)

が成り立つ。 ここに $\{F_{n}\}$ $|$はフィボナッチ数列 (Fibonacci sequence) を表し、以下の 2階線
形差分方程式 (3項間漸化式)

$x_{n+2}-x_{n+1}-x_{n}=0, x_{1}=1, x_{0}=0$ (14)

の解として定義される。
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表 1 フィボナッチ数列 $\{F_{n}\}$

補題 4(10) の左辺は、 主問題 (P) に対する双対問題の目的関数を表わしている。 した

がって、 主問題 (P) の双対問題は $n$変数 $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \cdots, \mu_{n})$ の最大化問題として次で与

えられる :

Maximize $2c \mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{k=1}^{n-1}[(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}+\mu_{k+1}^{2}]-\mu_{n}^{2}$

(D)
subject to (i) $\mu\in R^{n}.$

さらに (13) より、 フィボナッチ数列 $\{F_{n}\}$ については次の等式が成り立つ。

系 1 (Fibonacci complementary equality)

$\sum_{k=0}^{n-1}[(F_{2n-2k+1}-F_{2n-2k-1})^{2}+F_{2n-2k-1}^{2}]$

$= \sum_{k=1}^{n-1}[F_{2n-2k+2}^{2}+(F_{2n-2k+2}-F_{2n-2k})^{2}]+2F_{2}^{2}$ (15)

$=F_{2n}$

これをフィボナッチ相補等式という。

2 No Discount Case

以下では $p,$ $q$ は $p>1,$ $\frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1$ を満たし、 $c$ は非負定数とする。 さて、 $x=$

$(x_{0}, x_{1}, \ldots , x_{n})$ の関数

$f(x)= \sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{p}+x_{k+1}^{p}]+kx_{n}^{p} (k\geq 0)$ (16)

に対して、 $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \ldots, \mu_{n})$ の関数 $f^{*}$ を

$f^{*}( \mu)=\sum_{k=1}^{n-1}[\mu_{k}^{q}+(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{q}]+l\mu_{n}^{q}$ (17)

で定義する。 ただし $l=1+(1+k)^{-q/p}.$
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定理 1 (Primal-dual inequality I) $x,$ $\mu$ が非負順序制約

$c=x_{0}\geq x_{1}\geq x_{2}\geq\cdots\geq x_{n}\geq 0, \mu_{1}\geq\mu_{2}\geq\cdots\geq\mu_{n}\geq 0$ (18)

を満たすとき、

$x_{0} \mu_{1}\leq\frac{1}{p}f(x)+\frac{1}{q}f^{*}(\mu)$ (19)

が成り立つ。 $x_{0}>0$ の場合、 等号は

$(x_{k}-x_{k+1})^{p-1}=\mu_{k+1}, x_{k+1}^{p-1}=\mu_{k+1}-\mu_{k+2} 0\leq k\leq n-2$

(20)
$(x_{n-1}-x_{n})^{p-1}=\mu_{n}, (1+k)x_{n}^{p-1}=\mu_{n}$

のときに限り成り立つ。 この $x,$ $\mu$ は

$f(x)=f^{*}(\mu)=c\mu_{1}$ (21)

を満たす。 逆に、 $x,$ $\mu$ が (21) を満たせば、 (19) の等号が成り立つ。 $x_{0}=0$ の場合、 不

等号が成り立つ。

Proof. 一般に、任意の $x,$ $\mu$ に対して

$x_{0} \mu_{1}=\sum_{k=0}^{n-2}(x_{k}\mu_{k+1}-.x_{k+1}\mu_{k+2})+x_{n-1}\mu_{n}$

である。 これから

$x_{0} \mu_{1}=\sum_{k=0}^{n-2}[(x_{k}-x_{k+1})\mu_{k+1}+x_{k+1}(\mu_{k+1}-\mu_{k+2})]+(x_{n-1}-x_{n})\mu_{n}+x_{n}\mu_{n}$

が成り立つ。 制約 (18) を満たすときは、 Young の不等式より

$\sum_{k=0}^{n-2}[(x_{k}-x_{k+1})\mu_{k+1}+x_{k+1}(\mu_{k+1}-\mu_{k+2})]+(x_{n-1}-x_{n})\mu_{n}+\alpha x_{n}\cdot\alpha^{-1}\mu_{n}$

$\leq\sum_{k=0}^{n-2}[\frac{1}{p}(x_{k}-x_{k+1})^{p}+\frac{1}{q}\mu_{k+1}^{q}+\frac{1}{p}x_{k+1}^{p}+\frac{1}{q}(\mu_{k+1}-\mu_{k+2})^{q}]$

$+ \frac{1}{p}(x_{n-1}-x_{n})^{p}+\frac{1}{q}\mu_{n}^{q}+\frac{1}{p}(\alpha x_{n})^{p}+\frac{1}{q}(\alpha^{-1}\mu_{n})^{q}$

である。 ここに $\alpha$ は

$\alpha^{p}=1+kie.,$ $\alpha=(1+k)^{1/p}$ および $1+\alpha^{-q}=lie.,$ $\alpha=(l-1)^{-1/q}$

を満たすようにとる。 したがって、

$l=1+(1+k)^{-q/p}$ i.e., $k=(l-1)^{-p/q}-1$
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である。 整理すると、上式は

$\sum_{k=0}^{n-2}[(x_{k}-x_{k+1})\mu_{k+1}+x_{k+1}(\mu_{k+1}-\mu_{k+2})]+(x_{n-1}-x_{n})\mu_{n}+x_{n}\mu_{n}$

$\leq\frac{1}{p}\{\sum_{k=0}^{n-1}[(x_{k}-x_{k+1})^{p}+x_{k+1}^{p}]+kx_{n}^{p}\}+\frac{1}{q}\{\sum_{k=1}^{n-1}[\mu_{k}^{q}+(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{q}]+l\mu_{n}^{q}\}$

になる。 よって、 不等式 (19) が成り立つ。 等号は (20) のときに限り成り立つ。 口

(16) において $p=2(q=2)$ , $k=0$ の場合が、 主問題 (P) の目的関数を表している。

3 Discounted Case
$\rho>0$ とし、 $x=(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n})$ の関数

$9(x)= \sum_{k=0}^{n-1}\rho^{k}[(x_{k}-x_{k+1})^{p}+x_{k+1}^{p}]+\rho^{n-1}kx_{n}^{p} (k\geq 0)$

に対して、 $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \ldots, \mu_{n})$ の関数 $g^{*}$ を

$g^{*}( \mu)=\sum_{k=1}^{n-1}\rho^{k-1}[\mu_{k}^{q}+(\mu_{k}-\rho\mu_{k+1})^{q}]+\rho^{n-1}l\mu_{n}^{q}$

で定義しよう。 ただし $l=1+(1+k)^{-q/p}.$

定理 2 (Discounted primal-dual inequality I) $x,$ $\mu$ が非負順序制約

$c=x_{0}\geq x_{1}\geq x_{2}\geq\cdots\geq x_{n}\geq 0,$ $\mu_{1}\geq\rho\mu_{2}\geq\cdots\geq\rho^{n-1}\mu_{n}\geq 0$ (22)

を満たすとき、

$x_{0} \mu_{1}\leq\frac{1}{p}g(x)+\frac{1}{q}g^{*}(\mu)$ (23)

が成り立つ。 $x_{0}>0$ の場合、 等号は

$(x_{k}-X$ん十
$1)^{p-1}=\mu_{k+1},$ $x_{k+1}^{p-1}=\mu k+1-\rho\mu_{k+2}$ $0\leq k\leq n-2$

(24)
$(x_{n-1}-x_{n})^{p-1}=\mu_{n}, (1+k)x_{n}^{p-1}=\mu_{n}$

のときに限り成り立つ。 この $x,$ $\mu$ は

$g(x)=g^{*}(\mu)=c\mu_{1}$ (25)

を満たす。 逆に、 $x,$ $\mu$ が (25) を満たせば、 (23) の等号が成り立つ。 $x_{0}=0$ の場合、 不

等号が成り立つ。
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