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概要

本稿では、 ファジイ集合の凸性を合接的集計関数を用いて一般化し、その一般化
された凸性の応用としてファジイ集合の非凸度を考える。そして、 ファジイ集合の演
算に関して、 ファジイ集合の一般化された凸性およびファジイ集合の非凸度の性質を
調べる。

1. はじめに

ファジイ集合の概念は不確実性または曖昧性を含む集合を表現するために Zadeh[7] に
よって最初に導入され、 ファジイ集合論として経済学や最適化理論などの様々な意思決定
論に広く応用されている。 $\mathbb{R}^{n}$ 上のファジイ集合を考え、 $\mathbb{R}^{n}$ 上の各ファジイ集合をその
メンバーシップ関数と同一視する。ファジイ集合の凸性はそのメンバーシップ関数の準凹
性によって定義される。関数の準凹性は $\min$ 演算によって定義される。経済学や最適化

理論などにおける重要性が認識され、関数の準凹性の一般化がいくつか提案され調べられ
てきた ([6] 参照)。 [3] において、 メンバーシップ関数の準凹性が $\min$ 演算の代わりに任

意の合接的集計関数を用いることによって一般化された。 [5] において、 その一般化され
た準凹性の応用として、メンバーシップ関数の非準凹度が提案された。ファジイ集合の凸
性はそのメンバーシップ関数の準凹性によって定義されるので、 メンバーシップ関数の一
般化された準凹性はファジイ集合の一般化された凸性とみなすことができ、 メンバーシッ
プ関数の非準凹度はファジイ集合の非凸度とみなすことができる。
本稿では、 ファジイ集合の演算に関して、 ファジイ集合の一般化された凸性およびファ
ジイ集合の非凸度の性質を調べる。
2節において、連続合接的集計関数の性質を与える。 3節において、 ファジイ集合に関

する準備を行う。 4節において、演算に関して、 ファジイ集合の一般化された凸性の性質
とファジイ集合の非凸度の性質を与える。最後に、 5節において、結論を述べる。

2. 集計関数

本節では、連続合接的集計関数の性質を調べる。合接的集計関数は、 ファジイ集合の凸
性を一般化するために用いられる。集計関数に関して、詳しくは [1,6] 参照。

$a,$ $b\in \mathbb{R}\cup\{-\infty, \infty\}$ に対して、 $[a, b]=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x\leq b\},$ $[a,$ $b[=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x<b\},$

$]a,$ $b]=\{x\in \mathbb{R}:a<x\leq b\},$ $]a,$ $b[=\{x\in \mathbb{R}:a<x<b\}$ とする。
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まず、集計関数の定義を与える。

定義 1 ([1]) $G$ : $[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1 $]$ とする。 $G$ が集計関数であるとは、次の性質をみたすと

きをいう。

(G1) (単調性) 各 $x_{i},$ $y_{i}\in[0$ , 1 $],$ $i=1$ , 2に対して、 $x_{i}\leq y_{i},$ $i=1$ , 2ならば $G(x_{1}, x_{2})\leq$

$G(y_{1}, y_{2})$ となる。

(G2) (境界条件) $G(O, 0)=0,$ $G(1,1)=1$

次に、 集計関数の性質に関する定義を与える。

定義 2([1]) $G$ : $[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1$]$ を集計関数とする。 $G$ が合接的であるとは、任意の

$x,$ $y\in[O$ , 1 $]$ に対して $G(x, y) \leq\min\{x, y\}$ となるときをいう。

次に、 2つの集計関数の間の関係に関する定義を与える。

定義 3 ([4]) $G,$ $G’$ : $[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1$]$ を集計関数とする。 $G$ が $G’$ を優越する $(G\gg G’)$ と

は、 任意の $x_{i},$ $y_{i}\in[0$ , 1 $],$ $i=1$ , 2に対して $G(G’(x_{1}, y_{1}), G’(x_{2}, y_{2}))\geq G’(G(x_{1}, x_{2}),$ $G(y_{1},$

$y_{2}))$ となるときをいう。

4節においてファジイ集合の非凸度を測るために、各 $p\in[1,$ $\infty[$ に対して

$G^{()}J^{J}(x, y)=[ \min\{x, y\}]^{p}$ for $x,$ $y\in[O$ , 1$]$ (1)

と定義される連続合接的集計関数 $G^{(p)}$ : $[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1 $],$ $p\in[1,$ $\infty[$ を考える。 $p$ が大きく

なればなるほど $G^{(p)}$ と $\min=G^{(1)}$ の違いが大きくなる。

次の命題は、 $\min=G^{(1)}$ と $G^{(p)},p\in[1$ , $\infty$ [の間の関係を示している。ここで、 $G^{(p)},$ $p\in$

[ $1,$ $\infty[$ は (1) において定義された連続合接的集計関数である。

命題 1任意の $p\in[1,$ $\infty[$ に対して、 $\min=G^{(1)}\gg G^{(p)}$ となる。

3. ファジイ集合に関する準備

本節では、 ファジイ集合に関する準備を行う。
$\mathbb{R}^{n}$ 上のファジイ集合を考える。 $\mathbb{R}^{n}$ 上のファジイ集合 $\tilde{a}$ とそのメンバーシツプ関数を

同一視し、 そのメンバーシツプ関数も $\tilde{a}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow[0$ , 1$]$ と表す。 $\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上のすべて

のファジイ集合の集合とする。
$S\subset \mathbb{R}^{n}$ をクリスプ集合とする。各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$c_{S}(x)=\{\begin{array}{l}1 if x\in S0 if x\not\in S\end{array}$

と定義される関数 $c_{S}:\mathbb{R}^{n}arrow\{0$ , 1 $\}$ を $S$ の定義関数という。 $c_{S}$ をファジイ集合とみなす

ときは、 $cs:\mathbb{R}^{n}arrow[0$ , 1$]$ と解釈する。
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$\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が凸であるとは、任意の $x,$ $y\in \mathbb{R}^{n}$ と任意の $\lambda\in$ ] $0,$ $1[$ に対して
$\sim$

a $(\lambda$x $+$ (l-
$\lambda)y)\geq\min\{\tilde{a}(x),\tilde{a}(y)\}$ となるときをいう。すなわち、 $\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が凸であるとは、 $\tilde{a}$ が

準凹関数であるときをいう。

Zadeh の拡張原理による $\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ 上の加法とスカラー倍の定義を与える。 Zadeh の拡張
原理については、 [2] 参照。

定義 $4\tilde{a},\tilde{b}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 $\lambda\in \mathbb{R}$ とする。 このとき、 $\tilde{a}+\tilde{b},$
$\lambda\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ を各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に

対してそれぞれ

$( \tilde{a}+\tilde{b})(x)= \sup \min\{\tilde{a}(y),\tilde{b}(z)\}, (\lambda a)(x)=\sup\tilde{a}(y)$

$x=y+z x=\lambda y$
と定義する。

4. 一般化ざれた凸性と非凸度

本節では、 ファジイ集合の演算に関して、 ファジイ集合の一般化された凸性およびファ

ジイ集合の非凸度の性質を調べる。

次の定義は、 $\min$ 演算の代わりに任意の合接的集計関数を用いたファジイ集合の凸性の
一般化であり、 [3] においてメンバーシップ関数の一般化された準凹性として最初に提案
された。 ここでは、 メンバーシップ関数の一般化された準凹性をファジイ集合の一般化さ
れた凸性とみなす。

定義 5 ([3]) $G$ : $[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1 $]$ を合接的集計関数とし、 $\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とする。 $\tilde{a}$ が $G$-凸で

あるとは、 任意の $X,$ $y\in \mathbb{R}^{n}$ と任意の $\lambda\in$ ] $0,$ $1[$ に対して

$\tilde{a}(\lambda x+(1-\lambda)y)\geq G(\tilde{a}(x),\tilde{a}(y))$

となるときをいう。

合接的集計関数 $G:[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1 $]$ と $\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ に対して、定義 5より、 $\tilde{a}$ が凸ならば
$\tilde{a}$ は G-凸になる。

次の命題は、演算に関するファジイ集合の $G$-凸性の性質を示している。

命題 2 $G:[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1$]$ を連続合接的集計関数とし、 $\tilde{a},\tilde{b}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 $\lambda\in \mathbb{R}$ とす

る。

(i) $\min=G^{(1)}\gg G$ とする。 $\tilde{a}$ と $\tilde{b}$ が $G$-凸ならば、 $\tilde{a}+\tilde{b}$ も $G$-凸になる。

(ii) $\tilde{a}$ が $G$-凸ならば、 $\lambda\tilde{a}$ も $G$-凸になる。 $\lambda\neq 0$ のとき、 $\lambda\tilde{a}$ が $G$-凸ならば、 $\tilde{a}$ も $G$-凸

になる。

$G:[0, 1]^{2}arrow[0$ , 1$]$ を合接的集計関数とし、 $\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ は $G$-凸であるとする。 このと

き、 $G$ と $\min=G^{(1)}$ の間の違いが大きければ大きいほど
$\sim$

a の許容される非凸性が大きく
なる。
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ここで、 ファジイ集合の非凸度の定義を与える。 ファジイ集合の非凸度は、 [5] におい

てメンバーシップ関数の非準凹度として最初に提案された。 ここでは、 メンバーシップ関

数の非準凹度をファジイ集合の非凸度とみなす。

定義 6 ([5]) $\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$D( \tilde{a})=\min\{p\in[1,$ $\infty[:\tilde{a}$ は $G^{(p)_{-凸}}\}$ (2)

を $\tilde{a}$ の非凸度とよぶ。 ここで、 $\emptyset\subset[1,$ $\infty$ [ に対して $\min\emptyset=\infty$ とし、 $G^{(p)},p\in[1,$ $\infty[$ は

(1) において定義された連続合接的集計関数である。

(2) において、 $\{p\in[1,$ $\infty[:\tilde{a}$ は $G\omega$)-凸} $\neq\emptyset$ ならば、 その最小値が存在する ([5] 参

照 $)$

。 (2) において定義された $\tilde{a}$ の非凸度は次のような意味をもつ。 $D(\tilde{a})=1$ のとき、 $\tilde{a}$

は凸である。 $D(\tilde{a})$ が大きければ大きいほど、 $\tilde{a}$ の非凸性は大きくなる。

次の命題は、 ファジイ集合の非凸度の性質を示している。

命題 3 ([5]) $\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とする。

(i) $\tilde{a}$ が凸であるための必要十分条件は、 $D(\tilde{a})=1$ となることである。

(ii) 任意の $p\in[1,$ $D(\tilde{a})$ [に対して、 $\tilde{a}$ は $G^{(p)}$-凸にならない。

(iii) 任意の $p\in[D(\tilde{a})$ , $\infty[$ に対して、 $\tilde{a}$ は $G^{(p)}$-凸になる。

次は、 ファジイ集合の非凸度の例である。

例 1 ([5]) 各 $\alpha\in[0,$ $\frac{1}{2}$ $[$ に対して、 $\tilde{a}_{\alpha}\in \mathcal{F}(\mathbb{R})$ を

$\tilde{a}_{\alpha}(x)=\{\begin{array}{ll}0 if x\in]-\infty, 0]\cup[6, \infty[\frac{1}{2}x if x\in[0, 1 ]\alpha\sin 4x\pi+\frac{1}{2} if x\in[1, 2 ]\frac{1}{2}x-\frac{1}{2} if x\in[2, 3 ]-\frac{1}{2}x+\frac{5}{2} if x\in[3, 4 ]\alpha\sin 4x\pi+\frac{1}{2} if x\in[4, 5 ]-\frac{1}{2}x+3 if x\in[5, 6 ]\end{array}$

と定義する (図 1)。このとき、 $D( \tilde{a}_{\alpha})=\frac{1\circ g(\frac{1}{2}-\alpha)}{1\circ g(\frac{1}{2}+\alpha)}$ となる (図 2)。

$p_{\alpha}$

図 1 $\tilde{a}_{\alpha}(x)(\alpha=0.25)$ 図 2 $P \alpha=\frac{\log(\frac{1}{2}-\alpha)}{1\circ g(\frac{1}{2}+\alpha)},$ $\alpha\in[0,$ $\frac{1}{2}$ [
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次の命題は、演算に関するファジイ集合の非凸度の性質を示している。

命題 $4\tilde{a},\tilde{b}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 $\lambda\in \mathbb{R}$ とする。

(i) $D( \tilde{a}+\tilde{b})\leq\max\{D(\tilde{a}), D(\tilde{b})\}$

(ii) $D(\lambda\tilde{a})\leq D(\tilde{a})$ となる。 $\lambda\neq 0$ のとき、 $D(\lambda\tilde{a})=D(\tilde{a})$ となる。

次は、 演算に関するファジイ集合の非凸度の性質を表す例である。

例 2例 1において定義された、 $\tilde{a}_{\alpha}\in \mathcal{F}(\mathbb{R})$ , $\alpha\in$ ] $0,$ $\frac{1}{2}$ [を考える。 $p_{\alpha}= \frac{\log(\frac{1}{2}-\alpha)}{\log(\frac{1}{2}+\alpha)}$ とする。

このとき、 $p_{\alpha}>1$ となり、 $D(\tilde{a}_{\alpha})=p_{\alpha}$ である。 $\tilde{\mathbb{R}}=c_{\mathbb{R}}\in \mathcal{F}(\mathbb{R})$ とし、 $\tilde{0}=c\{0\}\in \mathcal{F}(\mathbb{R})$

とする。

(i) $\tilde{a}=\tilde{a}_{\alpha}$ とし、 $\tilde{b}=\tilde{\mathbb{R}}$ とする。 このとき、 $\tilde{a}+\tilde{b}=\tilde{\mathbb{R}},$
$D(\tilde{a})=p_{\alpha},$ $D(\tilde{b})=1$ であるので

$D( \tilde{a}+\tilde{b})=1<p_{\alpha}=\max\{D(\tilde{a}), D(\tilde{b})\}$

となる。

(ii) $\tilde{a}=$ 乾とし、 $\tilde{b}=\tilde{0}$ とする。 $\tilde{a}+\tilde{b}=\tilde{a}$ , このとき、 $D(\tilde{a})=p_{\alpha},$ $D(\tilde{b})=1$ であるので

$D( \tilde{a}+\tilde{b})=p_{\alpha}=\max\{D(a), D(b)\}$

となる。

(iii) $\tilde{a}=\tilde{a}_{\alpha}$ とし、 $\lambda=0$ とする。 このとき、 $\lambda\tilde{a}=\tilde{0},$ $D(\tilde{a})=p_{\alpha},$ $D(\lambda\tilde{a})=1$ であるので

$D(\lambda\tilde{a})=1<p_{\alpha}=D(\tilde{a})$

となる。

5. 結論

ファジイ集合の $G$-凸性を考えた。 ファジイ集合の $G$-凸性は、 $\min$ 演算の代わりに任

意の合接的集計関数を用いたファジイ集合の凸性の一般化である。そして、演算に関する

ファジイ集合の $G$-凸性の性質を調べた。ファジイ集合の $G$-凸性の応用として、 ファジイ

集合の非凸度を考えた。そして、演算に関するファジイ集合の非凸度の性質を調べた。
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