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1 はじめに

Nakai[8, 11, 12] などにおいて、状態空間が $(-\infty, \infty)$ の部分観測可能なマルコフ決定過程における学習

過程と最適政策最適値との関係を考えた。この中で、状態に関する情報を、 $(-\infty, \infty)$ 上の確率変数で表

し、 状態 $s\in(-\infty, \infty)$ が大きくなれば、 良い状態と考えた。 このモデルは、公的部門の最適支出問題と
捉えた。すなわち、公的部門の活動の評価ではアウトカムは重要な要素であり、アウトヵムに基づく公的
部門に対する支出問題である。たとえば、消防などの公的サービスの活動を考え、年度ごとに予算の範囲

で支出することを考えるが、 このような公的サービスにおけるアウトカムの指標は公的な支出によって変
化するだけでなく、マルコフ過程にしたがっても変化するマルコフ決定過程としたのである。

このモデルでは、 アウトカムの指標を状態とする確率過程を考え、マルコフ過程での多段決定問題とし

て支出モデルを定式化する。 さらに、状態は確率的に推移するとともに、追加支出によっても変化する。
このとき、 アウトカムを改善するためにどのくらい支出すれば良いかを決める問題である。

このモデルでは、利得最大化問題として定式化をし最適政策や最適値について考えた。さらに、 ここで

は費用最小化問題としてのマルコフ決定過程についても考える。

2 確率的順序関係と凸性

まずはじめに、部分観測可能なマルコフ決定過程における、最適政策や最適値と学習や決定との関係を

見るために必要となる確率的順序関係と確率的凸性について基本的な性質をまとめる。

2.1 確率的順序関係

$X$ と $Y$ を 2つの確率変数とする。 これら 2つの確率変数のあいだの確率的な順序関係につぃては、 い
ろいろ知られているが、基本的な順序関係はつぎのようなものである。

定義 1任意の $u\in(-\infty, \infty)$ に対して、 $P(Y>u)\leq P(X>u)$ のとき、 $X$ は usual stochastic order の
意味で $Y$ より大きいと言い、 $X\geq s\tau Y$ と表す。

定義 2 (TP2) 確率密度関数 $f_{X}(x)$ と $f_{Y}(x)$ を持つ 2つの確率変数 $X$ と $Y$ に対して、 $x\geq y$ となる任意

の $x$ と $y$ に対して、 $f_{X}(y)f_{Y}(x)\leq f_{X}(x)f_{Y}(y)$ であるとき、 $X$ は $Y$ より尤度比の意味で大きいといい、
$X\geq LRDY$ あるいは $X\succeq Y$ と表す。

2つの確率変数のあいだの確率的な順序関係について、 関数とその期待値を使って定義することも出来
る。 その主なものはつぎのようなものである。

(1) $X\geq s\tau Y\Leftrightarrow$ 任意の増加関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X)]\geq E[u(Y)]$ である。 (stochastic order)
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(2) $X\geq ICX$ ( $\geq$DCx)Y $\Leftrightarrow$ 任意の増加 (減少) 凸 (convex) 関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X)]\geq E[u(Y)]$ であ

る $\circ$ (increasing (decreasing) convex order)

(3) $X\geq ICV(\geq Dcv)Y\Leftrightarrow$ 任意の増加 (減少) 凹 (concave) 関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X)]\geq E[u(Y)]$ で

ある。 (increasing (decreasing) concave order)

2.2 確率的凸性と凹性

$\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ を $s$ をパラメータとする確率変数列とするとき、 Shaked and Shanthikumar[15]

にしたがって、確率的凸性と凹性を定義する。

(1) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$が SI(stocahstically increasing) とは、任意の増加関数 $u(s)$ に対して $E[u(X(s))]$

が、 $s$ の増加関数となることをいう。

(2) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICX(stocahstically increasing and convex) とは、任意の増加凸関数 $u(s)$

に対して、 $E[u(X(s))]$ が、 $s$ の増加凸関数となることをいう。

(3) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICV(stocahstically increasing and concave) とは、 任意の増加凹関数 $u(s)$

に対して、 $E[u(X(s))]$ が、 $s$ の増加凹関数となることをいう。

つぎに、 $s_{1}\leq s_{2}\leq s_{3}\leq s_{4}$ で $s_{1}+s_{4}=s_{3}+s_{2}$ とするとき、 $X_{i}=X(s_{i})$ とおく $(i=1,2,3,4)_{0}$

$(s_{4}-s_{3}=s_{2}-s_{1})$ このとき、

(1) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICX(sp)(stocahstically increasing and convex in sample path sense) とは、

$\max\{X_{2}, X_{3}\}\leq X_{4}$ であり $(a.s.)$
、

$X_{2}+X_{3}\leq X_{1}+X_{4}$ となることをいう。

(2) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICV(sp)(stocahstically increasing and concave in sample path sense) と

は、 $X_{1} \leq\max\{X_{2}, X_{3}\}$ であり $(a.s.)$
、

$X_{2}+X_{3}\geq X_{1}+X_{4}$ となることをいう。

例 1 $X(\mu)$ を正規分布 $N(\mu, \sigma^{2})$ とする。 $\{X(\mu)|\mu\in(-\infty, \infty)\}$ は SICX$(sp)$ であり SICV$(sp)$ である。

このとき、つぎの性質が成り立つ。

補題 1 (1) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICX$(sp)$ ならば、 SICXである。

(2) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICV$(sp)$ ならば、 SICVである。

補題 2 (1) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICX$(sp)$ であり、 $u()$ を増加凸関数とする。このとき、 $\{u(X(s))|s\in$

$(-\infty, \infty)\}$ もまた SICX$(sp)$ である。

(2) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICV$(sp)$ であり、 $u$ を増加凹関数 とする。 このとき、 $\{u(X(s))|s\in$

$(-\infty, \infty)\}$ もまた SICV$(sp)$ である。

例 2 $X(\mu)$ を正規分布 $N(\mu, \sigma^{2})$ とする。$Y(\mu)=e^{X(\mu)}$ とおけば、$u(x)=e^{x}$が増加凸関数だから $\{Y(\mu)|\mu\in$

$(-\infty, \infty)\}$ は SICX$(sp)$ である。 したがって、 $Y(\mu)$ は対数正規分布であり、 SICX$(sp)$ であり、 SICX で

ある。

3 凹関数と劣モジュラ関数

$s$ と $x$ の関数 $\sigma(s, x)=s(x)$ は凹関数 (凸関数) とは、 $x<y$ および $s<t$ となる任意の $(t, y)$ , $(s, x)$ と

$0\leq\lambda\leq 1$ に対して

$\sigma(\lambda(t, y)+(1-\lambda)(s, x))\geq(\leq)\lambda\sigma(t, y)+(1-\lambda)\sigma(s, x)$
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となることである。

定義 3 $s$ と $x$ の関数 $\sigma(s, x)$ が、 $x<y$ および $s<t$ となる任意の $x,$ $y$ と $s,$
$t$ に対して

$\sigma(t, y)-\sigma(t, x)\leq(\geq)\sigma(s, y)-\sigma(s, x)$ (1)

のとき、劣モジュラ関数 (優モジュラ関数)(submodular (supermodular) function) という。

凹関数と劣モジュラ関数 (凸関数と優モジュラ関数) はよく似た性質を持っており、特定の条件の下で同値

であることが知られている $($Lovasz $[6])_{0}$

補題 $3s$ と $x$ の関数 $\sigma(s, x)$ を凹な劣モジュラ関数とし、 $u(s)$ を凹関数とすれば、 $u(\sigma(s, x))$ は凹関数で

ある。

4 逐次支出モデル

状態空間を $(-\infty, \infty)$ とするマルコフ過程を考え、状態 $s$ をアウトカムを表す指標とする。指標は $s$ の

値が大きくなるにしたがって良くなると考え、 この指標を改善するために支出を行う。 また、状態は、支

出によるだけでなく、マルコフ過程の推移法則にしたがっても推移する。 この問題はアウトカムを良くす

るために、 どのくらい支出すれば良いかを決定する問題であり、マルコフ過程における多段決定問題とし

て定式化する。

ここで、 $(-\infty, \infty)$ を状態空間とし、 $s$ を状態とする。決定する支出額が $x$ とすれば、 この決定により状

態は $\sigma(s, x)$ となり、 この決定に伴う支出を $C(x)$ とする。 $C(x)=x$ のときは、費用は投入額に等しいこ

とになる。 $u(s)$ を状態が $s$ のときの終端利得とし、非減少非負な凹関数とする。 このマルコフ過程の推移

法則を $P=(p_{s}(t))$ とし、 $T(s)$ を状態 $s$ に対して、 $p_{s}(t)$ を密度関数とする確率変数とすれば、マルコフ過

程の推移後の状態を表す確率変数となる。

仮定 1 $s’>s$ となる任意の $s’,$ $s$ に対して、 $T(s’)\geq LRDT(s)$ とする。

補題 4任意の非減少非負関数 $u(s)$ に対して、 $s<s’$ なら $E[u(T(s))]\leq E[u(T(s’))]$ である。

仮定 2 $s$ と $x$ の関数 $\sigma(s, x)=s(x)$ を非減少非負関数で凹な劣モジュラ関数とする。

$\sigma(s, x)=s+\sigma(x)$ で、 $\sigma(x)$ が増加非負凹関数ならば、 この関数は仮定 2を満たす。

このモデルでは、決定と推移の順序はつぎのように考える。 このマルコフ決定過程の状態が $s$ のとき、

決定 $x$ をとる。 この決定により状態は $\sigma(s, x)$ となる。 つぎに、推移法則 $P$ にしたがって状態が推移し、

状態は $T(\sigma(s, x))$ となる。

つぎに、

$\overline{v}(s)=\max_{x\geq 0}\{-C(x)+u(\sigma(s, x))\}$

とおけば、 $u(s)$ が $s$ の増加関数であれば、 $\overline{v}(s)$ も増加関数であることは明らかである。 さらに、 つぎの性

質が成り立つ。

補題 5 $C(x)$ が凸関数のとき、 $u(s)$ が凹関数ならば、 $\overline{v}(s)$ も凹関数である。ただし、 $C(x)$ は増加関数と

する。
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4.1 逐次支出モデル

$n$ を決定期間とし、 $K$ を予算の上限とする。マルコフ過程の状態が $s$ のときの終端利得を $u(s)$ とし、 $s$

の増加凹関数とする。 $C(x)$ を決定 $x$ を取ったときの費用とし、 $x$ に関する増加凸関数とする。 このとき、

$u_{n}(s)$ を最適値とし、 $x_{n}^{*}(s)$ を最適決定とする。 このとき、 最適性の原理より、最適方程式

$u_{n}(s) = \max_{x\geq 0}\{-C(x)+E[u_{n-1}(T(\sigma(s, x)))]\}$ , (2)

が得られる。 ただし、 $u_{1}(s)= \max\{-C(x)+E[u(T(\sigma(s, x)))]\}$ とする。
$x\geq 0$

つぎの仮定の下で、 関数 $u_{n}(s)$ と最適政策 $x_{n}^{*}(s)$ の $s$ に関する性質が得られる。

仮定 3確率変数列 $\{T(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ は、 SICVである。

補題 6 $u_{n}(s)$ は、 $s$ に関する増加関数である。

補題 7仮定 3のもとで、 $u_{n}(s)$ は凹関数である。

性質 1仮定 3のもとで、 $x_{n}^{*}(s)$ は $s$ に関して減少する。

$x_{n}(s)$ の $n$ に関する性質をつぎの仮定の下で考える。

仮定 4 $t\geq s$ のとき任意の凹関数 $u(s)$ に対し、 $E[u(T(t))]-E[u(T(s))]\leq u(t)-u(s)$ である。

仮定 4より、任意の $n\geq 1$ に対して

$E[u_{n}(T(t))]-E[u_{n}(T(s))]\leq E[u_{n-1}(T(t))]-E[u_{n-1}(T(s))]$ (3)

となる。

性質 2仮定 4のもとで、 $x_{n}(s)$ は $n$ に関して減少する。

5 費用最小化問題

逐次支出問題では効用最大化を考えた。つぎに、同様の問題を機会などのシステムを維持する費用最小

化問題に適応する。状態空間が $(-\infty, \infty)$ のマルコフ過程を考え、状態 $s$ が大きくなるにしたがってシス

テムの状態が悪くなると考える。 このとき、 この状態を改善するために支出を行う。状態は、 マルコフ過

程の推移法則にしたがって推移するとともに、決定によって改善される。状態を改善するために、 どのく

らい支出すれば良いかを決定する問題であり、マルコフ過程における多段決定問題として定式化する。

このため、 $(-\infty, \infty)$ を状態空間、 $s$ を状態とし、 $x$ を支出額とする。状態が $s$ のとき、決定 $x$ により移

る状態を $\sigma(s, x)$ とすれば、 $s$ の増加関数であり $x$ の減少関数とする。 $C(x)$ を決定 $x$ に伴う費用とし、 $x$ の

増加関数とする。 $u(s)$ は状態が $s$ のときの終端利得であり、非減少非負な凸関数とする。 これまで同様、

$P=(p_{s}(t))$ をマルコフ過程の推移法則とし、 $T(s)$ を任意の状態 $s$ に対して $p_{s}(t)$ を密度関数とする確率変

数とおく。

このとき、 つぎの仮定を置く。

仮定 5 $s’>s$ となる任意の $s’,$ $s$ に対して、 $T(s’)\geq LRDT(s)$ である。
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補題 8任意の非減少非負関数 $u(s)$ に対して、 $s<s^{/}$ なら $E[u(T(s))]\leq E[u(T(s’))]$ である。

仮定 $6s$ と $x$ の関数 $\sigma(s, x)$ を $s$ の非減少非負凸関数で、 $x$ の非増加非負凸関数とし、 $x<y$ および $s<t$

となる任意の $x,$ $y$ と $s,$
$t$ に対して、優モジュラ関数

$\sigma(t, x)-\sigma(t, y)\geq\sigma(s, x)-\sigma(s,y)$

とする。

$\sigma(s, x)=s-\sigma(x)$ で、 $\sigma(x)$ が増加非負凸関数ならば、 この関数は仮定 6を満たす。

このとき、決定と推移の順序をつぎのように考える。状態を $s$ のとき、決定 $x$ をとる。状態はこの決定

により $\sigma(s, x)$ となる。つぎに、 推移法則 $P$ にしたがって状態が推移し、状態は $T(\sigma(s, x))$ となる。

ここで、

$\overline{w}(s)=\min_{x\geq 0}\{C(x)+u(\sigma(s, x))\}$

とおく。 このとき、 $u(s)$ が $s$ の増加関数であれば、 $\overline{w}(s)$ も増加関数である。

補題 9 $C(x)$ が凸関数のとき、 $u(s)$ が凸関数ならば、 $\overline{v}(s)$ も凸関数である。

5.1 費用最小化モデル

この多段決定問題の決定期間を $n$ とし、 $s$ をマルコフ過程の状態とする。 $C(x)$ を決定 $x$ に対する費用と

し、 $x$ の増加凸関数とする。 $u(s$ ) は終端利得で、 $s$ の増加凸関数とする。 このとき、最適値を un(s)、最適
政策を $x_{n}^{*}(s)$ とすれば、 最適性の原理より、つぎの最適方程式が得られる。

$w_{n}(s) = \min_{x\geq 0}\{C(x)+E[w_{n-1}(T(\sigma(s, x)))]\}$ , (4)

ただし、 $w_{1}(s)= \min_{x>0}\{C(x)+E[u(T(\sigma(s,$ $x$ である。

ここで、 つぎの仮定を置くと、最適値 $w_{n}(s)$ と最適政策 $x_{n}^{*}(s)$ の $s$ に関する単調性が求まる。

仮定 7確率変数列 $\{T(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ は、 SICXである。

補題 10 $w_{n}(s)$ は、 $s$ に関する増加関数である。

補題 11 仮定 7のもとで、 $w_{n}(s)$ は凸関数である。

性質 3仮定 7のもとで、 $x_{n}^{*}(s)$ は $s$ に関して増加する。

つぎの仮定の下で、最適政策 $x_{n}(s)$ の $n$ に関する単調性が求められる。

仮定 8 $t\geq s$ のとき任意の凸関数 $u(s)$ に対し、 $E[u(T(t))]-E[u(T(s))]\leq u(t)-u(s)$ である。

仮定 8より、任意の $n\geq 1$ に対して

$E[w_{n}(T(t))]-E[w_{n}(T(s))]\geq E[w_{n-1}(T(t))]-E[w_{n-1}(T(s))]$ (5)

となる。

性質 4仮定 8のもとで、 $x_{n}(s)$ は $n$ に関して増加する。
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6 部分観測可能なマルコフ過程

状態空間を $(-\infty, \infty)$ とする部分観測可能なマルコフ過程を考える。 このマルコフ過程の状態 $s$ はひと

つの指標とする。それぞれの状態 $s(s\in(-\infty, \infty))$ に対して確率変数鶏を考え、 これを観測課程とする。
すなわち、観測できない状態に関する情報は、 これらの確率変数 $Y$ を観測することで得る。 ここでは、ベ

イズ学習にしたがって情報を改良する。

6.1 部分観測可能なマルコフ過程と事前・事後情報

観測できない状態に関する情報を状態空間上の確率分布 $\mu(\mathcal{S})$ で表し、 $S$ を情報全体の集合とする。 この

集合 $S$ に含まれる情報のあいだには、 LRD $(\geq LRD)$ に基づく順序関係を仮定する。 また、 鞠を状態 $s$ に

対して依存する確率変数で、 この確率変数の値を観測して状態に関する情報を得る。この確率変数は期待
値有限で、分布関数を凡 (y)とする。 このとき、 $s\leq t$ ならば、 $Y_{t}\geq LRDY_{s}$ と仮定する $(s, t\in(-\infty, \infty))$

。

したがって、 つぎの性質が成り立つ。

補題 12 $h(y)$ を非減少非負関数とし、 $F_{\mu}(y)$ を $\mu$ に関する weighted distribution function とする。 このと
き、 $\mu\geq LRD\nu$ ならば $(\mu, \nu\in S)$

、
$x$ の非減少な非負関数 $h(x)$ に対して、 $E_{\mu}[h(X)]\geq E_{\nu}[h(X)]$ となる。

ここで、 つぎのような記号を用いる。 $\mu$ を事前情報としての状態空間上の確率分布とする。 このとき、
$\overline{\mu}$ を推移法則に従って状態が推移したあとの状態空間上の確率分布とし、 $\mu_{y}$ を $y$ を観測したあと、ベイズ

の定理にしたがって改良した事後情報とする。 さらに、 $\mu^{x}$ を決定 $x$ を取ったとき、 この決定によって変

化する状態空間上の確率分布とする。

ここで、観測、決定、推移の順序についてつぎのように考えることにする。事前情報を $\mu$ のとき、値 $y$

を観測し状態に関する情報を得る。 この値をもとに、ベイズの定理にしたがって情報を椥 $\in S$ と改良す

る。 この情報に基づき、決定 $x$ をとり、 その結果情報は $\mu_{y}^{x}$ となる。最後に、推移法則 $P$ にしたがって状

態が推移し、事後情報は $\overline{\mu_{y}^{x}}$ となると考える。

このとき、 $x,$ $s\in\Re$ に関する非負の集合値関数 $h(x)=(h(x, s))_{s\in(-\infty,\infty)}$ の単調性をつぎのように定義

する。

定義 4

任意の $s\in\Re$ と $x\in\Re$ の非負集合値関数 $h(x)=(h(x, s))_{s\in(-\infty,\infty)}$ に対して、任意の $t$ と $s(s\leq t$ かつ

$s,$ $t\in(-\infty, \infty))$ について、

(1) $x<y$ ならば $h(y)\geq LRDh(x)$ とする。すなわち $h(x, t)h(y, s)\leq h(x, s)h(y, t)$ である。 このとき、

関数 $h(x, s)$ を $x$ に関する増加関数という。

(2) $x<y$ ならば $h(x)\geq LRDh(y)$ とする。すなわち $h(x, t)h(y, \mathcal{S})\geq h(x, s)h(y, t)$ である。 このとき、関

数 $h(x, s)$ を $x$ に関する減少関数という。

この定義を用いれば、事前情報と事後情報のあいだには、つぎのような関係がある。

補題 13 $\mu\geq LRD\nu,$ $y<y’$ とする。

(1) 任意の $y$ に対して、 $\mu_{y}\geq LRD\nu_{y}$ および $\overline{\mu_{y}}\geq LRD\overline{\nu_{y}}$ である。

(2) 任意の $\mu$ に対して、 $\mu_{y’}\geq LRD\mu_{y}$ および $\overline{\mu_{y^{\prime\geq}}}LRD\overline{\mu_{y}}$ である。
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6.2 事後情報と決定の関係

以下では、 $\sigma(s, x)=s+\sigma(x)$ とし、 $\sigma(x)$ は $x\geq 0$ の増加非負凹関数で $\sigma(0)=0$ とする。 このとき、

$\mu^{x}$ を決定 $x$ をとったあとの事後情報とすれば、 $s=t-\sigma(s, x)$ より $\mu^{x}(t)=p_{t-\sigma(s,x)}(t)$ となる。 ただし、

$\mu=\mu^{0}$ である。

状態全体の集合 $S$ に含まれる確率分布 $\mu$ が

$s<t,$ $t<t’$ と $s-t=t-t’=c<0$ を満たす任意の $s<t$ , t $\leq$ t’に対して、 $\frac{\mu(s)}{\mu(s)}\leq\frac{\mu(t)}{\mu(t)}$

となるとき、 この $\mu$ は性質 (G)を満たすということにする。

例 3状態空間上の正規分布 $\mu(s)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}e^{-\frac{(s-a)^{2}}{2\sigma^{2}}}$ はこの性質を満足する。

このとき、 つぎの性質が成り立つ。

補題 14 $\mu$ が性質 (G)を満たせば、 $\mu^{x}$ は任意の $x$ に対して性質 (G)を満たす。

補題 15 $\mu,$ $\nu$ を性質 (G)を満たす $S$ に含まれる 2つの情報とすれば，つぎの性質を持つ。

(1) $\mu\geq LRD\nu$ ならば、 任意の $x,$ $y$ に対して $\mu^{x}\geq LRD\nu^{x},$ $\overline{\mu^{x}}\geq LRD\overline{\nu^{x}}$ である。

(2) x $>$ x’ならば、 $\mu^{x}\geq LRD\mu^{x’},\overline{\mu^{x}}\geq LRD\overline{\mu^{x’}}$ である。

推移法則と情報過程に関して、つぎの仮定を設けるれば、いくつかの性質が示される。

仮定 9任意の $s<t,$ $t\leq$ t’および $u<v$ となる $s,$ $t,$ $t,$ $t’,$ $u,$ $v$ に対して $p_{u}(s)p_{v}(t’)-p_{u}(t)p_{v}(t)\geq$

$p_{v}(s)p_{u}(t’)-p_{v}(t)p_{u}(t)$ とする。

例 4正規分布による推移法則 $p_{v}(s)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}e^{-\frac{(s-v)^{2}}{2\sigma^{2}}}$ は、 仮定 9の条件を満足する。

補題 16 $\mu\in S$ が性質 (G)を満たすならば、 $\overline{\mu}$ もまた性質 (G)を満たす。

仮定 10確率変数 $Y_{s}$ の密度関数 $f_{s}(y)$ が $(s\in (-\infty, \infty))$、任意の $s<t$ , t $<$ t’で $t-s=t’-t>0$ となる
$s,$ $t,$ $t$ , t’に対して、 性質

$\frac{f_{s}(y)}{f_{t}(y)}\geq\frac{f_{t}(y)}{f_{t},(y)}$

が成り立つと仮定する。

例 5 $f_{s}(y)$ を正規分布 $N(s, \sigma^{2})$ の密度関数とすれば、仮定 10を満たす。

補題 17 $\mu\in S$ が性質 (G)を満たせば、任意の $y$ に対して $\overline{\mu_{y}}$ もまた性質 (G)を満たす。

補題 18仮定 9と 10のもとで、 $\mu$ が性質 (G)を満たせば、任意の $x$ と $y$ に対して $\overline{\mu},$

$\mu_{y}$
およ $\mu_{y}^{x}$ も性質

(G)を満たす。

補題 19 $\mu,$ $\nu$ :性質 (G)を満たす $S$ に含まれる事前情報

(1) y $>$ y’ならば、任意の $x$ に対して $\mu_{y}^{x}\geq LRD\mu_{y}^{x},$
$,$

$\overline{\mu_{y}^{x}}\geq LRD\overline{\mu_{y}^{x},}$ である o

(2) $\mu\geq LRD\nu$ なら、 任意の $x,$ $y$ に対して $\mu_{y}\geq LRD\nu_{y},$ $\mu_{y}^{x}\geq LRD\nu_{y}^{x},$ $\overline{\mu_{y}^{x}}\geq LRD^{\overline{\nu_{y}^{x}}}$ である $\circ$

(3) x $>$ X’なら、 任意の $y$ に対して $\mu_{y}^{x}\geq LRD\mu_{y}^{x’},$ $\overline{\mu_{y}^{x}}\geq LRD\overline{\mu_{y}^{x’}}$ である。
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7 部分観測可能なマルコフ過程での多段決定問題

状態空間を $(-\infty, \infty)$ とするマルコフ過程を考え、状態を $s$ とする。 この状態は部分観測可能なマルコ

フ過程にしたがって推移し、状態に関する情報は、それぞれの状態 $s(s\in(-\infty, \infty))$ に対する確率変数 $Y_{s}$

を通して得る。すなわち、 これらの $Y$ を観測し、ベイズ学習にしたがって情報を改良する。さらに、状態

を改良するため、決められた範囲で支出を行う。 この問題は、状態を改良するため、 どのくらい支出を行

えば良いかを決定することである。

ここで、 観測、 決定、 推移の順序をつぎのように考える。 この順序を変えても同様の性質が得られる。

事前情報を $\mu$ とし、状態に依存する確率変数を観測し、観測値を $y$ とする。 この値を使って、ベイズの定

理にしたがって情報を $\mu_{y}\in S$ と改良する。つぎに、決定 $x$ をとり、状態 $s$ を $s+\sigma(x)$ とする。 この決定 $x$

により、情報は $\mu_{y}^{\sigma(x)}$ となる。最後に、推移法則 $P$ にしたがって状態が推移し、事後情報は $\overline{\mu_{y}^{\sigma(x)}}$ となる。

7.1 部分観測可能なマルコフ決定過程

$n$ をこの問題の計画期間とし、決定を $x$ とする $(0\leq x \leq K)$。このとき、 $C(x)$ を決定 $x$ に伴う費用と

し、 $\sigma(s, x)=s+\sigma(x)$ を状態が $s$ のとき、 この決定 $x$ により変化する状態とする。 $K$ を予算の上限とす

る。 $\mu$ を事前情報とするとき、 $w_{n}(\mu)$ を最適値とおく。

このとき、事前情報が $\mu$ のとき、値 $y$ を観測し、ベイズの定理にしたがって情報を $\mu_{y}\in S$ と改良する。

この情報のもとで、決定 $x$ をとり、状態に関する情報は $\mu_{y}^{\sigma(x)}$ となる。最後に、推移法則 $P$ に従って状態

が推移し、事後情報は $\overline{\mu_{y}^{\sigma(x)}}$ となる。 このとき最適政策にしたがったときの最適値は $w_{n-1}(\overline{\mu_{y}^{\sigma(x)})}$ である。

したがって、最適性の原理より、最適方程式は

$w_{n}(\mu) = E[w_{n}(\mu|Y)]$

$w_{n}( \mu|y) = \min_{x\geq 0}\{c(x)+w_{n-1}(\overline{\mu_{y}^{\sigma(x)})})\}$ (6)

となる。 ただし、 $S$ を決定過程の状態を表す確率変数とすれば、 $w_{0}(\mu)=E_{\mu}[u(S)]$ とする。

性質 5 $\mu,$ $\nu$ が性質 (G)を満たすとき、 $\mu\geq LRD\nu$ ならば $w_{n}(\mu)\geq w_{n}(\nu)$ である。

状態空間を $(0, \infty)$ とするマルコフ過程として最適修理問題を展開することが出来る。この問題では、修

理レベルを決定する問題で、費用はこのレベルに依存し、総期待費用を最小にする修理レベルを決定する

問題である。 とくに、 [10] にあるように、選択したレベルによって状態は積の形で変化するものと考える。

また、 この問題は、Monahan[7], Grosfeld-Nir[2], Albright[l], $White[17]$ , Itoh and Nakamura[3], Ohnishi,

Kawai and $Mine[13]$ などのように、部分観測可能なマルコフ決定過程の一つである。
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