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1 はじめに

本稿では，$\mathbb{R}^{2}$ 上の長方形領域において領域の境界に接した長方形バリアーが確率的に出現する

Weber 問題を扱う．バリアーを伴う配置問題の研究は 1981年 Katz and Cooper [9] にさかのぼる．

彼らは，与えられた $n$個の需要点に対して確定的な円形バリアーが一つ存在する Weber 問題を提案

し，バリアーの存在下での 2点間の最短経路を使って最小化問題を定式化した．Butt and Cavalier[4]

は凸多角形バリアーを持つ配置問題を可視の概念を導入することで解決した．また，Klamroth$[10]$

はシャドー領域を用いて実行可能領域をいくつかのセルに分割し，各セルごとに部分問題を解く
ことでバリアー付き Weber 問題をバリアー無しの Weber 問題へと帰着させた．これらの先行研

究では，バリアーが確定的に与えられた条件下でのWeber問題を扱っていた．その後，2010年に
Canbolat and Wesolowsky[5] は一定の長さをもつ線分バリアーが確率的に出現する仮定の下での
$l_{1^{-}}$ノルムによる一施設配置問題を提案した．彼らは，線分バリアーが座標平面上のある直線上に確

率的に出現するモデルを考え，需要点から施設までの重み付き距離の和の期待値を最小にする施設

の配置を求める問題として定式化を行った．Amiri-Aref ら [1] は帯上に多角形バリアーが確率的に

出現する問題を提案したが，本質的には Canbolat and Wesolowskyのモデルと相違ない．Canbolat

and Wesolowskyや Amiri-Aref らのモデルでは，バリアーが確率的に出現する領域には需要点が存

在しないという仮定をしており，需要点の数は初めに与えられたまま変化することがない．そのた

め，既存のバリアー付き Weber 問題では，施設がバリアー内に存在する場合の重み付き距離関数を

定義する必要性がなかった．荒神・北條 [17] はバリアーの概念を拡張解釈し，長方形領域上におい

てその領域の境界に接して 1つの長方形バリアーが確率的に出現する制約条件下でのWeber問題

を提案した．彼らのモデルでは，バリアーの出現の仕方により需要点がバリアー内に存在する場合

も考慮されている．しかし，長方形バリアーは互いに交わらないという仮定がされていたため，領
域が 2つ以上に分割されることはなかった．

本稿では，荒神・北條モデル [17] をさらに一般化し，長方形バリアーが確率的に出現する制約条
件下での Weber 問題を提案する．2つ以上のバリアーが同時に発生することにより通行不可能と

なった需要点が存在する場合も配慮して問題を定式化する．バリアーの出現により領域が 2つ以上

に分割されることがある．その現象を分断と呼び，需要点の個数が少ない領域を分断された領域と

呼ぶことにする．我々は，確率的に出現するバリアーを考慮するために，施設がバリアー内に存在

する場合の重み付き距離関数を再定義する．さらに需要点がバリアー内に存在するならば，その点
を需要点とみなさないという仮定により，需要点の数が変化することを考慮して目的関数の定式化

を行う．また，分断された領域を避けるような最適配置についても言及する．

2 モデル

本稿では，長方形領域 $\Omega=\{(x, y)|0\leq x\leq\overline{x}, 0\leq y\leq\overline{y}\}$ において長方形バリアーが領域の境界

に接して確率的に出現する制約条件下での一施設配置問題を扱う．$x$ を配置する施設の位置とする．$n$
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個の需要点が領域 $\Omega$ 上の $x_{i},$ $i=1,$ $\cdots,$ $n$に存在し，需要点 $x_{i}$ の重みを $w_{i}$ とする．測度は $l_{1^{-}}$ノルム

を用いる．$m$箇所のバリアー基準点 $mj,$ $i=1$ , 2, . . ., $m$が領域 $\Omega$ の境界 $\partial\Omega$ 上に存在し，長方形バリ
アー $B_{jk},$ $k=1$ , 2, . . ., $l$が基準点 $mj$ から確率的に出現する．ここで，バリアー $B_{jk}$ の少なくとも一辺

は領域 $\Omega$ の境界 $\partial\Omega$ 上にあり，$\{mj\}\subset B_{j1}\subset\cdots\subset B_{jl}\subset\Omega,j=1,$
$\cdots,$ $m$であるとする．もし発生

したバリアー $B_{jk}$ 内に需要点 $x_{i}$ が含まれるならば，$x_{i}$ は需要点とみなさない．長方形領域 $\Omega$ の境界
$\partial\Omega$ とバリアー B沸の内部 intB蕗は通行不可能である．$Y_{jk}$ をバリアー B頚が出現する場合には 1,
出現しない場合には $0$ の値をとるバイナリ変数とし，バリアーが発生する 1つの状況をシナリオと呼

ぶことにする．例えば，$m=3,$ $l=2$ のとき，シナリオ $(Y_{11} Y_{12}, Y_{21}, Y_{22}, Y_{31} Y_{32})=(1,0_{\}}0,0,0,0)$

はバリアー $B_{11}$ が 1つのみ発生している状況を表し，シナリオ $(1,0,0,1,1,0)$ は 3つのバリアー

$B_{11},$ $B_{22},$ $B_{31}$ が同時に発生している状況を表す．便宜上，すべての $j$ に対して $\sum_{k=1}^{l}Y_{jk}=1$ を仮

定する．バリアーがシナリオ $(Y_{11}, Y_{12}, . . ., Y_{1}, Y_{21}, . . . , Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ に従って発生するときの出現

確率を $p(Y_{11}, Y_{12}, \ldots, Y_{1}, Y_{21}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ とする．

本モデルにおける配置実行可能領域 $\mathcal{F}$ は，与えられたしきい値 $c$ 以上の確率で出現するすべて

のバリアー $B_{jk}$ の和集合 $\overline{B}$ を領域 $\Omega$ から除く領域とする．我々の問題は，実行可能領域において

確率的に出現するバリアーを考慮した重み付き距離の総和の期待値を最小にする施設配置を決定す

ることである．

3 数学的定式化

シナリオ $(Y_{11}, Y_{12}, \ldots, Y_{1}, Y_{21}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ に従ってバリアーが発生したとき，全領域 $\Omega$ か

らそれらのバリアーを除いた領域が 1つの領域からなる場合には，その領域上での 2点間の距離は
Katz and $Cooper[9]$ によって定義されたバリアー距離を用いることで計算できる．しかしながら，

我々の問題における配置実行可能領域 $\mathcal{F}$ は確率 $c$ 以上で出現するすべてのバリアー $B_{jk}$ の和集合
$\overline{B}$ を領域 $\Omega$ から除いた領域であるので，バリアーの外部および境界上だけではなく確率が $c$未満で

出現するバリアー内での距離関数を定義する必要がある．あるバリアー $B_{jk}$ が 1つだけ出現するシ

ナリオ $(0, \ldots, 0, Y_{jk}=1,0, \ldots, 0)$ においてバリアー上の点と他の点との間の距離は荒神，北條 [17]

が提案した距離関数を採用することにする．

今，図 1のようにあるバリアー $B_{jk}$ が長方形領域 $\Omega$ 内に出現したとき，長方形領域 $\Omega$ からバリ

アー $B_{jk}$ を除いた領域 $\Omega\backslash B_{jk}$ を 3分割し，バリアー $B_{jk}$ から時計回りにセル $C_{jk}^{1},$ $C_{jk}^{2},$ $C_{jk}^{3}$ と名

付ける．また，Cell $C_{jk}^{1}$ の境界 $\partial C_{jk}^{1}$ とバリアー $B_{jk}$ の共通部分 $\partial$Cj1k $\cap$ B蕗の線分 (長方形領域 $\Omega$

の境界 $\partial\Omega$ に垂直な Cell $C_{jk}^{1}$ 側のバリアー B蕗の一辺) の端点のうち，長方形領域 $\Omega$ の境界 $\partial\Omega$

に属していない点を $ajk$ とする．同様にして，Cell $C_{jk}^{3}$ の境界 $\partial C_{jk}^{3}$ とバリアー $B_{jk}$ の共通部分

$\partial C_{jk}^{3}\cap B_{jk}$ の線分 (長方形領域 $\Omega$ の境界 $\partial\Omega$ に垂直な Cell $C_{jk}^{3}$ 側のバリアー B蕗の一辺) の端点

のうち，長方形領域 $\Omega$ の境界 $\partial\Omega$ に属していない点を $b_{jk}$ とする．そのとき，点 $x$ と需要点間のバ

リアー $B_{jk}$ に対する重み付き総距離 $f(x;Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ は以下のように定義される [17].

$f(x;0, \ldots 0, Y_{jk}\rangle=1,0, \ldots, 0)$

$=$ $\{\begin{array}{ll}\sum_{i|x_{i\in C_{jk}^{1}}}w_{i}\{d_{1}(x, a_{jk})+d_{1}(a_{jk}, x_{i})\}+\sum_{i|x_{i\in C_{jk}^{2}}}w_{i}d_{1}(x, x_{i}) +\sum_{i|X_{i}\in C_{jk}^{3}}w_{i}\{d_{1}(x, b_{jk})+d_{1}(b_{jk}, x_{i} x\in B_{jk}\sum_{i|\prime}x_{i\in C_{jk}^{1}\cup C_{J^{k}}^{2}}w_{i}d_{1}(x, x_{i})+\sum_{i|X_{i}\in C_{jk}^{3}}w_{i}\{d_{1}(x, b_{jk})+d_{1}(b_{jk}, x_{i} x\in C_{jk}^{1}(1)\sum_{i|X_{i}\in C_{jk}^{1}\cup C_{jk}^{2}\cup C_{jk}^{3}}w_{i}d_{1}(x, x_{i}) , x\in C_{jk}^{2}\sum_{i|x_{i\in C_{jk}^{1}}}w_{i}\{d_{1}(x, a_{jk})+d_{1}(a_{jk}, x_{i})\}+\sum_{i|x_{i\in C_{jk}^{2}\cup C_{jk}^{3}}}w_{i}d_{1}(x, x_{i}) , x\in C_{jk}^{3}\end{array}$
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図 1: バリアー，頂点，セル

ここで，$d_{1})$ は $l_{1^{-}}$ノルムによる 2点間の距離を表す．本モデルでは分断の概念を伴うため，上記
の関数をさらに拡張することによりその状況にも対応する新たな距離関数を定義する．シナリオ

$(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ において $Y_{jk}=1$ であるバリアー B幽の和集合を $B(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ ,

分断された領域を $\overline{\Omega}$ とし，

$c_{\dot{\eta}}=\{\begin{array}{ll}0, x_{i}\in\overline{B}(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})\alpha w_{i}, x_{i}\in\overline{\Omega}w_{i}, 0.w.\end{array}$

とする．つまり，$x_{i}$ が各シナリオにおいてバリアー内にあるときにはその需要点の重みを $0$ とみな

し，賜が分断された領域内にあるときはその重み吻を $\alpha$ 倍して扱う．$f(x;Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$

をバリアーの状況 $(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ を考慮した下での点 $x$ と需要点間の重み付き総距離とし

て再定義する．このとき，$x\in\Omega\backslash \overline{B}(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{mt})$ に対して

$f(x;Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, . . ., Y_{ml})=\sum_{i|X_{i}\in\Omega\backslash \overline{\Omega}}c_{i}d_{\overline{B}(Y_{11},\ldots,Y_{gk},\ldots,Y_{ml})}(x, x_{i})+\sum_{i|Xi\in\overline{\Omega}}c_{i}d_{1}(x, x_{i})$

で与えられる．ここで，$d_{\overline{B}(Y_{11},\ldots,Y_{gk},\ldots,Y_{ml})}(\cdot, \cdot)$ はバリアー $\overline{B}(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ に対応するバ

リアー距離を表す．$x\in\overline{B}(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})$ の場合は $x$ を含む各バリアー $B_{jk}$ ごとに (1) 式

と同様の計算を用いる．

このとき，我々の問題は以下のように定式化できる :

$f(x)= \sum_{Y_{11},\ldots,Y_{jk},\ldots,Y_{ml}}f(x\cdot Y_{11}, . . . , Y_{jk}, . . . , Y_{ml})p(Y_{11}, . . . , Y_{jk}, . . ., Y_{ml})arrow\min$

$s.t.x\in \mathcal{F}.$

そこで

$\mathcal{F}=\Omega\backslash \bigcup_{B_{jk\in\overline{B}}}\{intB_{jk}\cup(\partial\Omega\cap B_{jk})\}$

$\overline{B}=\{B_{jk}|\sum_{Y_{jk}=1}p(Y_{11}, \ldots, Y_{jk}, \ldots, Y_{ml})\geq c, c\in R\}.$
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4 アルゴリズム

本問題での大域的最適解を求めるアルゴリズムを次に記す．改良Weiszfeldアルゴリズムと $l_{1^{-}}$ノ

ルムによる関数の凸性を考慮したアルゴリズムを与える．

$T(x)=x- \frac{\mu\cdot\nabla f(x)}{s(x)},$

$s(x)=\{\begin{array}{ll}\sum_{i=1}^{n}c_{jk}^{i} x-x_{i} x\neq x_{i}, i=1, \cdots, n\sum_{i\neq j}^{n}c_{jk}^{i} x_{j}-x_{i} x=x_{j},j=1, \cdots, n\end{array}$

とし，$0<\mu\leq 1$ とする．

アルゴリズム

入力．目的関数 $f(x)$ , $\nabla f(x)$ ,

パラメータ亀 9, $n,$ $m,$ $l,$

$x_{i}, y_{i}, w_{i}(i=1, \cdots, n)$ ,

$\alpha jk, ajk(x) , ajk(y) , b_{jk(X)}, b_{jk(y)(j}=1, \cdots, m, k=1, \cdots, l)$ ,

しきい値 $c,$

十分小さな正の値 $\epsilon$

Stepl. すべての $a_{jk}(x)$ , $b_{jk}(x)$ , $0$ゆに対して，小さい順に並べ替えを行い順序

統計量 $x_{(1)},$ $\cdots,$ $x_{(p)},$ $\cdots,$ $x_{(2ml+2)}$ を形成する 同様にして，すべて
の $ajk(y)$ , $b_{jk}(y)$ , $0,$ $\overline{y}$ に対して，小さい順に並べ替えを行い順序統計量

較 1), $\cdots,$ $Y_{(q)},$ $\cdots,$ $Y_{(2ml+2)}$ を形成する．

Step2. 第 $p$ 順序統計量 $X_{(p)}$ と第 $(p+1)$ 順序統計量 $X_{(p+1)}$ でつくられる区間を

$[x_{(p)}, x_{(p+1)}]$ , 第 $q$ 順序統計量 $Y_{(q)}$ と第 $(q+1)$ 順序統計量 $Y_{(q+1)}$ でつくら

れる区間を $[Y_{(q)} , Y_{(q+1)}]$ とし，$p=1,$ $q=1$ とする．また $M=\infty$ とする．

Step3. $\partial^{\partial}\overline{x}f(X_{(p)}, Y_{(q)})$ $>$ $0,$ $\fbox{Error::0x0000}\partial$ $>$ $0,$ $\tau_{\overline{x}}^{\partial}f(X_{(p+1)}, Y_{(q)})$ $>$ $0,$

$\frac{\partial}{\partial x}f(X_{(p+1)}, Y_{(q+1)})$ $>$ $0$ ならば，Step4へ． $\frac{\partial}{\partial x}f(X_{(p)}, Y_{(q)})$ $<$ $0,$

$\frac{\partial}{\partial x}f(X_{(p)}, Y_{(q+1)})<0,$ $\frac{\partial}{\partial x}f(X_{(p+1)}, Y_{(q)})<0,$ $\frac{\partial}{\partial x}f(X_{(p+1)}, Y_{(q+1)})<0$ なら

ば，Step5へ．そうでなければ，Step6へ．

Step4. $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(p)}, Y_{(q)})>0,$ $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(p)}, Y_{(q+1)})>0$ ならば，$x^{(k+1)}=(X_{(p))}Y_{(q)})$ と

し，SteplO へ． $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(p)}, Y_{(q)})<0,$ $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(p)}, Y_{(q+1)})<0$ ならば，$x^{(k+1)}=$

$(X_{(p)\rangle}Y_{(q+1)})$ とし，SteplO へ．そうでなければ，Step6へ．

Step5. $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(p+1)}, Y_{(q)})>0,$ $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(P+1)}, Y_{(q+1)})>0$ ならば，$x^{(k+1)}=(X_{(p+1)}, Y_{(q)})$

とし，Step10へ $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(p+1)}, Y_{(q)})<0,$ $\frac{\partial}{\partial y}f(X_{(p+1)}, Y_{(q+1)})<0$ ならば，
$x^{(k+1)}=(X_{(p+1)}, Y_{(q+1)})$ とし，SteplO へ．そうでなければ，Step6へ．
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Step6. 初期点 $x^{(0)}=( \frac{x_{(p)}+x_{(p+1)}}{2}, Y_{(q)}+_{2}Y_{(q+1)})\in[x_{(p)}, x_{(p+1)}]\cross[Y_{(q)},$ $Y_{(q+1)}|$ とする．

$\mu=1$ とする．

Step7. $x^{(k+1)}=T(x^{(k)})$ を計算する．

Step8. $x^{(k+1)}\in[x_{(p)}, x_{(p+1)}]\cross[Y_{(q)}, Y_{(q+1)}]$ ならば，Step9へ．そうでなければ，$\mu=$

$\mu 2,$ $k=k+1$ として Step7へ戻る．

Step9. $\Vert x^{(k+1)}-x^{(k)}\Vert<\epsilon$ ならば，SteplO. そうでなければ，$k=k+1$ として Step7へ

戻る．

SteplO. $f(x^{(k+1)})<M$ ならば，$M=f(x^{(k+1)})$ , $x^{*}=x^{(k+1)}$ とする．

Stepll. $p=2ml+1$ ならば，$p=1$ として Step12へ．そうでなければ，$p=p+1$ として

Step6へ戻る．

Step12. $q=2ml+1$ ならば，大域的最適解をがとして終了．そうでなければ，$q=q+1$

として Step6へ戻る．

このアルゴリズムを用いて，実行可能領域上での大域的最適解を求める．

5 数値例

この節では，長方形領域 $\Omega=\{(x, y)|0\leq x\leq 15.0, 0\leq y\leq 10.0\}$ 上にシナリオ $(Y_{11}, Y_{12}, Y_{21} , Y_{31})$

に従ってバリアー $B_{jk}$ が確率 $p(Y_{11} , Y_{12}, Y_{21} , Y_{31})$ で出現する Weber 問題を考える．需要点

$x_{i},$ $i=1,$ $\cdots$ , 20の座標，バリアー $B_{jk},$ $j=1$ , 2, 3, $k=1$ , 2の領域およびバリアー発生確率

$p(Y_{11}, Y_{12} , Y_{21} , Y_{31})$ を以下に与える．

需要点
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バリアー

$B_{11}=\{(x, y)|4.0\leq x\leq 6.0, 0\leq y\leq 2.0\},$ $B_{12}=\{(x, y)|3.5\leq x\leq 7.0, 0\leq y\leq 4.0\},$

$B_{21}=\{(x, y)|9.0\leq x\leq 1LO, 7.0\leq y\leq 10.0\},$ $B_{31}=\{(x, y)|0.0\leq x\leq 4.0, 3.5\leq y\leq 6.0\}$

出現確率

$p(1, O, O, O)=0.4, p(O, 1, O, O)=0.1, p(O, O, 1, O)=0.2, p(O, O, O, 1)=0.1,$

$p(1, O, 1, O)=0.1,\cdot$ $p(O, 1,1, O)=0.07,$ $p(0,1,1,1)=0.03$ , 他の確率は $0$

この例では，$B_{12}\cap B_{31}\neq\phi$ であり，シナリオによっては領域 $\Omega$ の分断が発生する．$\alpha=0.5,$ $-50$ と

$c=0.15$ , 0.01における数値結果は以下のとおりである．

(i) $\alpha=0.5,$ $c=0.15$ のとき

分断された領域上にある需要点を通常の重みの半分で換算した場合であり，配置可能領域は $\mathcal{F}=$

$\Omega\backslash (B_{11}\cup B_{21})$ である．このとき，最適解は $x^{*}=(5.3,3.5)$ となる．この場合にはしきい値 $c$ が比

較的大きいため，バリアー $B_{12}$ 内での施設の配置を許す．この解はバリアーがないWeber問題の最

適解と一致しており，配置問題においてバリアーの影響がないことを表している．

(ii) $\alpha=0.5,$ $c=0.O1$ のとき

配置可能領域は $\mathcal{F}=\Omega\backslash (B_{12}\cup B_{21}\cup B_{31})$ である．このとき，最適解は $x^{*}=(5.3,4.0)$ となる．

これは (i) の解がバリアー $B_{12}$ の内部にあるため，(5.3,3.5)に配置することができず，バリアー $B_{12}$

の境界上で最適解が得られたことを述べている．

(iii) $\alpha=-50,$ $c=0.O1$ のとき

$\alpha$ が負の数をとる場合は，分断された領域から離れた点に最適配置を求めたい問題に対して有効

な結果であり，$\alpha$ の値が小さくなるほど分断された領域を避けていることを意味する．この場合の

配置可能領域は $\mathcal{F}=\Omega\backslash (B_{12}\cup B_{21}\cup B_{31})$ であり，最適解は $x^{*}=(11.1,4.9)$ となる．

6 まとめ

本稿では，荒神・北條モデル [17] において出現するバリアーが 1つのみであるという仮定を一般

化し，長方形バリアーが領域の境界部分から確率的に出現する制約条件の下でのWeber問題を提案

した．本モデルでは，各バリアー基準点 $mj$ からそれぞれ $l$ 個のバリアー $B_{mk},$ $k=1$ , 2, . . ., $l$ が出

現するとして定式化したが，数値例で示したようにいくつかのバリアーの出現確率が $0$ であると仮

定することによりモデルを一般化できる．単なるバリア距離をもとにした最適配置だけでなく，パ
ラメータ $\alpha$ に負の値を代入することで分断された領域を避けた最適配置のあり方も提案している．
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