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1 導入

本論では，次の退化拡散項を持つ Keller-Segel系を勾配流として定式化し，時間大
域解の存在を示す．

$\{\begin{array}{l}\partial_{t}u=\nabla\cdot(u^{m}-\chi u\nabla v) in \Omega, t>0,\epsilon\partial_{t}v=\Delta\prime v-\gamma v+\alpha u in\Omega, t>0,u(x, O)=u_{0}(x) , v(x, O)=v_{0} x\in\Omega,\end{array}$ (KS)

ここで，$\alpha,$ $\chi,$
$\epsilon$ は正定数，$\gamma$ は非負定数とする．また，$\Omega$ は $\mathbb{R}^{d}$ の滑らかな境界を持

つ有界領域として，次の境界条件を課す．

$\frac{\partial u^{m}}{\partial\nu}-\chi u\frac{\partial v}{\partial\nu}=v=0$ $on\partial\Omega$ ($BC$)

この境界条件により，領域 $\Omega$ に含まれる細胞性粘菌の総質量は保存される．さら

に我々は，

$m \geq 2-\frac{2}{d}, d>2$

の場合を考察する．

方程式 (KS) は，細胞性粘菌の走化性による集中現象を記述した数理モデルと
して知られており，$u$ と $v$ はそれぞれ，細胞性粘菌の個体密度と走化性物質 (細胞
性粘菌を誘引する化学物質) の濃度を表す．したがって，我々は (KS) の非負値解
に興味がある．また，指数 $m=2-2/d$ は，次のように解の振る舞いを隔てる臨界
指数として知られている．

(i) 劣臨界指数 $m>2-2/d$

(KS) の全ての解は時間大域的に存在する [23, 27, 24, 25, 18, 14].

(ii) 優臨界指数 $m<2-2/d$

時間大域解と爆発解が共存する．時間大域解の存在については [10, 24, 25,
27, 15] を参照せよ．爆発解の存在については [8, 25, 9] を参照せよ．

(iii) 臨界指数 $m=2-2/d$

次を満たす質量の臨界値 $M_{c}$ の存在が予想され，研究されてきた．
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(iii)-l $\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}$ $<$ M。ならば，4ての $\Re$は $F$間大域的に B#する．放物型-楕円

型系 $(\epsilon=0)$ については，$d=2$ の場合は [5] を，$d>2$ の場合は
[4, 28] を参照せよ．放物型-放物型 $(\epsilon>0)$ については，$d=2$ の場合

[22, 7, 21, 20] を参照せよ．$d>2$ の場合は，本論において議論する．ま
た [6] と [19] を参照されたい．

(iii)-2任意の $M>M_{c}$ に対して，$\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}=M$ を満たす爆発解が存在する．放

物型-楕円型系 $(\epsilon=0)$ については，[5, 4, 28] を参照せよ．また，放物
型-放物型 $(\epsilon>0)$ については，部分的な解答ではあるが，[12, 13] を
参照せよ．

本論では，放物型-放物型系 $(\epsilon=0)$ , $d>2$ の場合を考察し，(i) と (iii)-l の証
明を与える．証明は，勾配流としての定式化に基づき，(KS) の Lyapunov汎関数

$\phi_{m}(u,v):=\frac{1}{m-1}\int_{\Omega}u^{\pi\iota}dx-\chi\int_{\Omega}uvdx+\frac{\chi}{2\alpha}|\nabla v|^{2}+\gamma v^{2}dx$ (1)

の下からの有界性が重要な役割を演じる．境界条件 (BC) を考慮して $\phi_{m}$ を

$X_{M}:=\{(u, v)\in L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{\iota}(\Omega)$ ; $\Vert u\Vert_{L^{1}}=M\}$

上で考察する．

定理 1.1 ( $\phi_{m}$ の下からの有界性). $m>2-2/d$ のとき，$\phi_{m}$ は $X_{M}$ 上で下に有界

である．他方，$m=2-2/d$ のとき，ある $M_{*}>0$ が存在して，M $\leq$ M、のときに
限り $X_{M}$ 上で下に有界である．

注意 1.1. [4] によって示された放物型-楕円型系の閾値 M。は，(KS) の第 2方程式
において $\epsilon=\gamma=0$ とおいた方程式

$-\Delta v=\alpha u$

を $\mathbb{R}^{d}$ 上のー $\Delta$ の基本解 $G$ を用いて $v$ について解き，(1) に代入して得られる一
変数の汎関数

$\mathcal{F}(u):=\frac{1}{m-1}\int_{R^{d}}u^{m}dx-\frac{\chi}{2}\int_{R^{d}xR^{d}}G(x-y)u(x)u(y)dxdy$ (2)

の $L^{1}(\mathbb{R}^{d})\cap L^{m}(\mathbb{R}^{d})$ 上での下からの有界性に関する閾値として得られた．我々の
汎関数 $\phi_{m}$ の下からの有界性に関する M、は，$\alpha,$ $\chi,$

$d$ に依存して，$\gamma$ と領域 $\Omega$ に依

存せず，$M_{*}$ $=$ M。が成り立つことを示すことができる．

次に (KS) の時間大域解に対する結果を述べる．ここで，解は後に述べる定義
1.4の弱解を意味する．

定理 1.2 (劣臨界指数での時間大域解の存在). $m>2-2/d,$ $d>2$ とする．
$(u_{0}, v_{0})\in(L^{2}(\Omega)\cap L^{m}(\Omega))\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ かつ $u_{0}\geq 0,$ $v_{0}\geq 0$ を仮定する．この

とき，(KS) の時間大域解が存在する．
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定理 1.3 (臨界指数での時間大域解の存在). $m=2-2/d$ とする．このとき，

$\int_{\Omega}u_{0}dx<M_{*}$

を満たす任意の $(u_{0}, v_{0})\in(L^{2}(\Omega)\cap L^{m}(\Omega))\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ かつ $u_{0}\geq 0,$ $v0\geq 0$ に対し

て，(KS) の時間大域解が存在する．

注意 1.2. 劣臨界指数での時間大域解の存在は，本論と異なる弱解の定義の下で，
石田と横田 [15] によって得られた．本論による議論の利点は，Lyapunov汎関数の
下からの有界性が時間大域解の存在を保証する点である．

注意 1.3. Blanchet と Laurengot[6] は，定理 1.3と同様の結果を $\Omega=\mathbb{R}^{d}$ の場合に

得た．すなわち，[4] で得られた放物型-楕円型系の閾値 M。を用いて，$\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}<M_{c}$

であるならば，(KS) かつ $\Omega=\mathbb{R}^{d}$ の時間大域解が存在する．証明は，勾配流とし
ての定式化に基づき，注意 1.1で述べたように，$M_{*}=M_{c}$ が成り立つので，定理
1.3と彼らの結果は酷似している．定理 1.3と [6] の双方において証明の困難さは，
変分的に構成した近似解が (KS) の解に収束することを示すことにある．この間
題を解決するために我々は，近似解の構成法に修正を施した．この構成法が [6] と

の違いであり，比較的容易に離散解の正則性を得ることができる．

定義 1.4 (弱解). 次の (i) から (v) を満たす非負値関数 $(u, v)$ を (KS) の時間区間
$[0, T]$ 上の弱解という．

$($ i $)$ $(u, v)\in L^{\infty}(0, T;L^{m}(\Omega))\cross L^{\infty}(0, T;H_{0}^{1}(\Omega))$ かつ $\Vert u(\cdot, t)\Vert_{L^{1}}=\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}.$

$($ ii$)$ $u$ $\in$ $L^{2p}(0, T;L^{2}(\Omega))$ for $P=$ $2((m-1)d+1)/d$ $\geq$ $2-2/d$ かつ $u^{m}$ $\in$

$L^{2}(0, T;W^{1,1}(\Omega)) , V\in L^{2}(0, T;W^{2,2}(\Omega))$ .

(iii) $\lim_{t\downarrow 0}d_{W}(u(t)/\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}, u_{0}/\Vert u_{0\Vert_{L^{1}}})=0$ and $\lim_{t\downarrow 0}\Vert v(t)-v_{0}\Vert_{L^{2}}=0$ , ここで，

$d_{W}$ は定義 4.1で定義される Wasserstein距離である．

(iV) $(u, v)$ は次の正則性を持つ :

$\int_{0}^{T}\int_{\Omega}\frac{|\nabla u^{m}-\chi u\nabla v|^{2}}{u}dxdt<+\infty,$

$\int_{0}^{T}\int_{\Omega}|\Delta v-\gamma v+\alpha u|^{2}dxdt<+\infty.$

(v) 任意の $a,$ $b\in[0, T]$ と任意の $\varphi\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{d})$ , $\psi\in C_{c}^{\infty}(\Omega)$ に対して，$(u, v)$ は

$\{\begin{array}{l}\int_{\Omega}(u(b)-u(a))\varphi dx+\int_{a}^{b}\int_{\Omega}\langle\nabla u^{m}-\chi u\nabla v, \nabla\varphi\rangle dxdt=0,\epsilon\int_{\Omega}(v(b)-v(a))\psi dx=\int_{a}^{b}\int_{\Omega}(\triangle v-\gamma v+\alpha u)\psi dxdt,\end{array}$ (3)

を満たす．
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注意 1.4 (弱解の満たす境界条件). (3) の第 1式は，$C_{c}^{\infty}(\Omega)$ より広い $C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{d})$ の

任意のテスト関数 $\varphi$ に対して成り立つので，自然境界条件から，

$\frac{\partial u^{m}}{\partial\nu}-\chi u\frac{\partial v}{\partial\nu}=0$ on $\partial\Omega\cross(0, T)$ .

を弱い意味で満たす．さらに $v\in H_{0}^{1}(\Omega)$ を考慮して , 我々の弱解は，境界条件 (BC)
を自動的に満たすことがわかる．

2 証明の方針

放物型-楕円型系の Keller-Segel 系では，$\mathbb{R}^{d}$ 上のー $\Delta$ の基本解 (あるいは Bessel-
ポテンシャル) を用いて単独の発展方程式に帰着させることにより，Wasserstein
空間での勾配流として定式化することができる ([3] を見よ). 他方，放物型-放物型
系はこのような勾配流構造を持たないが，Wasserstein空間と $L^{2}$-空間との直積空
間での勾配流として定式化することができる．

(1) (KS) を勾配流として定式化

$\{\begin{array}{l}\partial_{t}u=-\nabla_{u}\phi_{m}(u, v) ( \nabla_{u} は，u に関する Wasserstein 空間での勾配)\partial_{t}v=-\nabla_{v}\phi_{rn}(u, v) ( \nabla_{v} は，v に関する L^{2}- 空間での勾配)\end{array}$

(2) 時間を離散化: $0=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{k}<\cdots$

(3) 近似解の構成 (時間離散化法)
各時間ステップ $t_{k}(k=1,2, \ldots)$ での値を変分問題の解として定め，(KS) の
近似解を定義 (勾配流の持つ変分的な性質に由来).

(4) 近似解のコンパクト性
Lyapunov 汎関数 $\phi_{m}$ の下からの有界性 $(L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ での強圧性と同

値 $)$ により，$\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}$ $<$ M、ならば，近似解は $L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ の弱位相でコ
ンパクト．

(5) 近似解の収束
近似解が満たす Euler-Lagrange 方程式において，時間ステップサイズ $t_{k}-$

$t_{k-1}(k=1,2, \ldots)$ を $0$ に近づけ，近似解が (KS) の解に収束することを示す．

本論で紹介した定理や補題には，証明を付けなかった．詳細な議論と証明につ
いては，[19] を参照されたい．

3 Euclid空間での勾配流と距離空間での勾配流

(KS) を勾配流として定式化するにあたって，Euclid空間や距離空間での勾配流の
概念と時間離散解法と呼ばれる解の構成法について復習する．周知の通り，関数
$f\in C^{1}(\mathbb{R}^{d})$ に対して，Euclid 空間での $f$ の勾配流は

$\dot{y}=-\nabla f(y)$ (4)
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と表される．他方，Euclid空間上の微分可能な曲線 $x$ に対して，合成関数の微分と
Cauchy-Schwarz の不等式および相加平均相乗平均の関係式により

$\frac{d}{dt}f(x(t))=\langle\nabla f(x(t)) , \dot{x}(t)\rangle$

$\geq-|\nabla f(x(t))||\dot{x}(t)|$ (5)

$\geq-\frac{1}{2}|\nabla f(x(t))|\begin{array}{l}2_{-}\underline{1}2\end{array}|\dot{x}(t)|^{2}$

が成り立つ．特に，等号成立は $x$ が $f$ の勾配流であるときに限る．すなわち，曲線
$x$ が勾配流であることと，

$\frac{d}{dt}f(x(t))\leq-\frac{1}{2}|\nabla f(x(t))|^{2}-\frac{1}{2}|\dot{x}(t)|^{2}$ (6)

を満たすことは同値である．

今，$\tau>0$ を時間ステップサイズ，$y_{\tau}^{0}:=y_{0}\in \mathbb{R}^{d}$ を初期値として，$y_{\tau}^{k},$ $k=$

$1$ , 2, 3, . . . , を関数

$x \in \mathbb{R}^{d}\mapsto f(x)+\frac{1}{2\tau}|x-y_{\tau}^{k-1}|^{2}$

を最小化するするように逐次定義する．このとき，

$\nabla f(y_{\tau}^{k})+\frac{y_{\tau}^{k}-y_{\tau}^{k-1}}{\tau}=0$ (7)

が成り立つ．これは，勾配流 (4) に対する Eulerの後退差分式に他ならない．した
がって，$t=k\tau$ において $y_{\tau}^{k}$ を通る曲線 $\{y_{\tau}(t)\}_{t>0}$ は，$\tau\downarrow 0$ のとき，(4) の解に収
束することが期待できる．

実際，このことは $f$ の条件次第で正しく，この議論はより抽象的な距離空間で
取り扱うことができる．すなわち，$\tau>0$ を時間ステップサイズ，$u_{\tau}^{0}:=u_{0}$ を初期

値として，距離空間 $(\mathscr{S}, d)$ 上の汎関数 $\phi$ に対して，$u_{\tau}^{k},$ $k=1$ , 2, 3, . . . , を汎関数

$u \mapsto\phi(u)+\frac{1}{2\tau}d^{2}(u, u_{\tau}^{k-1})$

の最小点として定義する．このことを

$u_{\tau}^{k} \in\arg\min_{u\in \mathscr{S}}\{\phi(u)+\frac{1}{2\tau}d^{2}(u, u_{\tau}^{k-1})\}$ (8)

と書く．離散解 $\overline{u}_{\tau}$ を

$\overline{u}_{\tau}(t):=u_{\tau}^{k} t\in((k-1)\tau, k\tau]$

と定義すると，$\phi$ が適切な条件をみたすならば，$\overline{u}_{\tau}$ は，

$\frac{d}{dt}\phi(u(t))\leq-\frac{1}{2}|\partial\phi|^{2}(u(t))-\frac{1}{2}|u’|^{2}(t)$ (9)
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をみたす曲線 $u$ に収束する．ここで，metric slope $|\partial\phi|$ , metric derivative $|u’|$ は

それぞれ，

$| \partial\phi|(u):=\lim_{varrow}\sup_{u}\frac{(\phi(u)-\phi(v)}{d(u,v)}, \lim_{sarrow t}\frac{d(u(t),u(s))}{|t-s|}$ (10)

で定義され，Hilbert 空間では $\Vert\nabla\phi(u)\Vert,$ $\Vert\dot{u}\Vert$ に相当する．したがって，(9) は (6)
の距離空間への一般化である．(9) を満たす曲線を最大勾配曲線という．
最大勾配曲線は微分構造を持たない距離空間でも定義される．離散解の最大

勾配曲線への収束の理論については，[1] の前半に記述されている．また，Euclid
空間で最大勾配曲線と勾配流が同値であったように，考える距離空間によっては，
劣微分の概念と合わせて，最大勾配曲線が満たす (勾配流) 方程式を導くことが

できる．例えば，距離空間としてWasserstein距離を備えた確率測度の距離空間
Wasserstein空間を用いて 保存則の成り立つ発展方程式の時間大域的存在や解の
一意性などを扱うことができる．この理論については，[1] の後半を見よ．

しかし，[1] の理論が適用可能なのは，汎関数がある種の凸性を持っている場合
やある種の正則性を持っている場合である．我々の Lyapunov汎関数 $\phi_{m}$ は，この
ような凸性を持っておらず，その上，正則性かどうかを調べるのも困難なため，[1]
の理論を適用するのは難しい．本論では，Euler-Lagrange 方程式 (7) に対応する

方程式を我々の問題において導出し，その極限が (3) を満たすことを示す．その際，
Euler-Lagrange 方程式を厳密に導くために，離散解の正則性が必要になる．我々
は十分な正則性を持った離散解を構成するために (8) による構成法を修正する．

4 Wasserstein空間での勾配流

ここでは Wasserstein距離の定義とこの距離を用いて勾配流として定式化できる
偏微分方程式について触れる．1998年に Jordan, Kinderlehrer, Ottoらによって，
Wasserstein距離の偏微分方程式への応用がなされた．彼らは (8) において，

$\phi(u):=\int_{R^{d}}u\log udx+\int_{R^{d}}u\Psi dx,$ $d=dw$ :Wasserstein距離

とした離散解の極限として，次の Fokker-Planck 方程式の解を構成した．

$\partial_{t}u=\Delta u+\nabla\cdot(u\nabla\Psi)$ in $\mathbb{R}^{d}\cross(0, \infty)$ ,

ここで，$\Psi$ : $\mathbb{R}^{d}arrow[0, \infty)$ は滑らかな関数である．Wasserstem 距離は最適輸送の

問題として現れた確率測度空間上の距離であり，大雑把に言えば $\yen$ Fokker-Planck
方程式は，$L^{2}$-空間などの従来の関数空間では勾配流として扱うことはできないが，
Wasserstein 距離を備えた確率測度の完備距離空間 (Wasserstein 空間) での勾配
流と見なすことができる．Ambrosio, Gigli, Savar\’eらは，微分構造を持たない抽
象的な距離空間に勾配流を含むより広い概念である最大勾配曲線の概念を導入し，
劣微分の概念と合わせて，Wasserstein空間上の勾配流として考えられる偏微分方
程式を体系的に取り扱った [1]. また，Blanchet, calvez, Carrilloらは，2次元空間
における放物型-楕円型系の Keller-Segel系を単独の方程式

$\partial_{t}u=\Delta u-\chi\nabla\cdot(u\nabla(K*u))$
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に帰着することで Wasserstein 空間での勾配流として定式化し，$u$ の総質量が閾
値に満たない場合の時間大域解の存在を示した [3].
さて，次の連続方程式を満たす確率測度空間上の曲線 $\{u(t)\}_{t\in[0,1]}$ を考える．

$\partial_{t}u+\nabla\cdot(u\xi)=0$ in $\mathbb{R}^{d}\cross(0,1)$ . (11)

$u$ の速度ベクトル $\xi$ を曲線 $u$ の接ベクトルと見なし，二つの接ベクトル $\xi_{1},$ $\xi_{2}$ に

対して，次の内積を導入する．

$\langle\xi_{1}, \xi_{2}\rangle_{L^{2}(u)}=\int\langle\xi_{1}, \xi_{2}\rangle udx$ (12)

この計量において，汎関数 $\phi(u):=\int_{\mathbb{R}}{}_{d}F(u)dx$ が最も早く現象するような曲線 $u$

を形式的に求める．$\phi(u(t))$ の時間微分を形式的に計算すると，

$\frac{d}{dt}\phi(u(t))=\int F’(u)\partial_{t}udx$

$=- \int F’(u)\nabla\cdot(u\xi)dx$

$= \int\langle\nabla F’(u) , \xi\rangle udx$

$\geq-\Vert\nabla F’(u)\Vert_{L^{2}(u)}\Vert\xi\Vert_{L^{2}(u)}$

$\geq-\frac{1}{2}\Vert\nabla F’(u)\Vert_{L^{2}(u)}^{2}-\frac{1}{2}\Vert\xi\Vert_{L^{2}(u)}^{2}.$

特に，上記の式において，全ての等号成立は $\xi=-\nabla F’(u)$ のときに限る．これを

(11) に代入して，
$\partial_{t}u=\nabla\cdot(u\nabla F’(u)))$ (13)

を得る．したがって，計量 (12) において汎関数 $\phi$ を最も早く現象させる曲線は，
(13) を満たす．我々は，(13) の形の発展方程式を Wasserstein 空間の勾配流とし
て扱うことができる．また，(11) を満たす曲線 $u$ の $t=0$ から $t=1$ におけるエネ

ルギーの最小値

$E(u_{0}, u_{1})$ $:= \inf\{\int_{0}^{1}\int_{R^{d}}|\xi|^{2}$ udxdt ; $\partial_{t}u+\nabla\cdot(u\xi)=0,$ $u|_{t=0}=u_{0},$ $u|_{t=1}=u_{1}\}$

は，次で定義される Wasserstem距離 $d_{W}(u_{0}, u_{1})$ の自乗と一致することが知られ
ている (Benamou-Brenier の定理).

定義 4.1 (Wasserstein 距離 $d_{W}$ ) . $\mu,$ $\nu$ を $\mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度 $\mathscr{P}(\mathbb{R}^{d})$ の元とする．

$d_{W}^{2}( \mu, \nu):=\inf_{p\in\Gamma(\mu,\nu)}\int_{R^{d}\cross R^{d}}|x-y|^{2}dp(x, y)$ ,

ここで，$\Gamma(\mu, \nu)$ の元 $p$ は，任意の有界連続なテスト関数 $b\in C_{b}(\mathbb{R}^{d})$ に対して，

$\int_{\mathbb{R}^{d}}b(x)dp(x, y)=\int_{R^{d}}b(x)d\mu(x)$ , $\int_{R^{d}}b(y)dp(x, y)=\int_{R^{d}}b(y)dv(y)$

を満たす $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度 $p\in \mathscr{P}(\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d})$ の集合である．
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Wasserstein 距離 $d_{W}$ を備えた第 2モーメントが有限となる $\mathbb{R}^{d}$ 上の確率測度

の部分集合

$\mathscr{P}_{2}(\mathbb{R}^{d}):=\{\mu\in \mathscr{P}(\mathbb{R}^{d});\int_{R^{d}}|x|^{2}d\mu(x)<\infty\}$

は，完備距離空間となることが知られており，Wasserstein空間と呼ばれる．Wasser-
stein空間の上の曲線 $\mu_{t}$ で，(10) によって定義される metric derivative が可積分
となるとき，(11) を超関数の意味で満たす速度ベクトル $\xi$ が存在することも知ら

れている [1, Thm. 8.3.1].

注意 4.1 (Wasserstein 距離の意味付け). Wasserstem 距離は，砂を穴に運ぶ際の
最小の総コストと解釈できる．今，堆積した砂を穴に運ぶ問題を考える．その際，
砂の総質量と穴の総容量は同じであると仮定し，正規化することによって確率測
度によってモデルする．$u$ を砂の分布，$v$ を砂を収める穴の分布，$w(x, y)$ を $x$ から

$y$ に運ばれた砂の量として，

$d\mu(x)=u(x)dx, d\nu(y)=v(y)dy, dp(x, y)=w(x,y)dxdy$

とおく．このとき，Fubini の定理を用いることによって，$p\in\Gamma(\mu, \nu)$ は次を満た

すことがわかる．

$\bullet$ 点 $x$ の近傍に堆積した砂は，いずれかの点 $y$ に運ばれる:

$u(x)= \int_{R^{d}}w(x, y)dy.$

$\bullet$ 点 $y$ の近傍にある砂は，いずれかの点 $x$ から運ばれたものである:

$v(y)= \int_{R^{d}}w(x, y)dx.$

ゆえに，確率測度 $\mu$ から確率測度 $\nu$ へ移す輸送の問題において，$\Gamma(\mu, \nu)$ は運び方

の候補として解釈できる．さて，点 $x$ から点 $y$ に運ぶのに $|x-y|^{2}$ のコストがか

かるとき，総コストは

$\iint_{R^{d}xR^{d}}|x-y|^{2}w(x, y)dxdy$

で与えられる．したがって，Wasserstein距離は一つの確率測度を別の確率測度
に移す際の最小の総コストと言える．

さて，この節の終わりに push-forward と Brenierの定理について触れておく．

定義 4.2 (push-forward). $\mu,$
$\nu\in \mathscr{P}(\mathbb{R}^{d})$ とする．

$\int_{R^{d}}b(y)d\nu(y)=\int_{R^{d}}b(T(x))d\mu(x)$

が成り立つような $\mu$-可測関数 $T:\mathbb{R}^{d}arrow \mathbb{R}^{d}$ が存在するとき，$\nu$ は $T$ による $\mu$ の

push forward であるといい，$\nu=T_{\#\mu}$ と書く．
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命題 4$\cdot$3 (Brenier の定理). $\mu,$
$\nu\in \mathscr{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ とする．また，$\mu$ は Lebusgue 測度に

ついて絶対連続であるとする．このとき，$\nu=T_{\#}\mu$ となる可測関数 $T$ が存在して，
$Po=(id\otimes T)_{\#\mu}$ に対して，

$d_{W}^{2}( \mu, \nu)=\int_{\mathbb{R}^{d}x\mathbb{R}^{d}}|x-y|^{2}dp_{0}(x, y)$

$= \int_{\mathbb{R}^{d}}|x-T(x)|^{2}d\mu(x)$

が成り立つ．

5 方程式 (KS) に対する時間離散化法

この節では，(8) を我々の問題に適用して，(KS) の近似解を構成することを目的と
する．前節で議論した Wasserstein 距離や命題などは，$\mathbb{R}^{d}$ 上で定義したが，零拡
張によって $\Omega\in \mathbb{R}^{d}$ の集合上でも定義されることを注意されたい．(8) の時間離散
化法に基づいて，$w_{T}^{k}=(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})$ を汎関数

$w=(u, v) \in \mathscr{P}_{2}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)\mapsto\phi_{m}(w)+\frac{1}{2\tau}(d_{W}^{2}(u, u_{\mathcal{T}}^{k-1})+\frac{\epsilon\chi}{\alpha}\Vert v-v_{\tau}^{k-1}\Vert_{L^{2}}^{2})$

の最小点として定義することは自然である．しかしながら，この方法によって定
義された離散解が満たす Euler-Lagrange 方程式を導くためには，離散解の正則性
が必要になる．なぜならば，仮に $(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})$ が $(KS)$ の第一方程式に対する Eulerの

後退差分式を超関数の意味で満たすとすると，

$\int_{\Omega}\frac{u_{\tau}^{k}-u_{\tau}^{k-1}}{\tau}\varphi dx=-\int_{\Omega}\langle\nabla(u_{\tau}^{k})^{m}-\chi u_{\tau}^{k}\nabla v_{\tau}^{k}, \nabla\varphi\rangle dx$

が任意の $\varphi\in C_{c}^{\infty}(\Omega)$ に対して成り立つ． $\phi_{rn}$ の定義域から $u_{\tau}^{k},$ $v_{\tau}^{k}\in L^{m}(\Omega)\cross$

$H_{0}^{1}(\Omega)$ はすぐにわかるので，右辺第一項は，

$\int_{\Omega}(u_{\tau}^{k})^{m}\Delta\varphi dx$

とすれば意味を持つ．しかし，第 2項は意味を持たないため，$(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})$ にさらなる

正則性が必要になる．Blanchet と $Lauren\sigma ot[6]$ は，$(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})$ から出発するある勾
配流の解の性質から，$(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})$ の正則性を導いた．本論では，十分な正則性を持っ
た離散解を次のように構成する．

$\{\begin{array}{l}v_{\tau}^{k}\in v\in H\arg\min_{0^{1}(\Omega)}\{\phi_{m}(u_{\tau}^{k-1}, v)+\frac{\epsilon\chi}{2\alpha\tau}\Vert v-v_{\tau}^{k-1}\Vert_{L^{2}}^{2}\}u_{\tau}^{k}\in\arg\min_{u\in \mathscr{P}_{2}(\Omega)}\{\phi_{m}(u, v_{\tau}^{k})+\frac{1}{2\tau}d_{W}^{2}(u, u_{\tau}^{k-1})\}\end{array}$ (14)

すなわち，汎関数

$v \in H_{0}^{1}\mapsto\phi_{m}(u_{\tau}^{k-1}, v)+\frac{\epsilon\chi}{\alpha}\Vert v-v_{\tau}^{k-1}\Vert_{L^{2}}^{2}$
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の最小点として $v_{\tau}^{k}$ を定義する．また，汎関数

$u \in \mathscr{P}_{2}(\Omega)\mapsto\phi_{m}(u, v_{\tau}^{k})+\frac{1}{2\tau}d_{W}^{2}(u, u_{\tau}^{k-1})$

の最小点として $u_{\tau}^{k}$ を定義する．

命題 5.1. $m\geq 2-2/d$ とする．任意の初期値 $(u0, v_{0})\in(L^{2}(\Omega)\cap L^{m}(\Omega))\cap H_{0}^{1}(\Omega)$

かつ $u_{0}\geq 0,$ $v_{0}\geq 0$ と任意の $\tau>0$ に対して，(14) の $\{(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})\}_{k=1}^{\infty}$ は一意的に定

義される．特に，任意の $k\in N$ に対して，$u_{\tau}^{k},$ $v_{\tau}^{k}\geq 0$ である．

定義 5.2 (離散解). (14) で定められる $\{(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})\}_{k=1}^{\infty}$ に対して，離散解 $(\overline{u}_{\tau},\cdot\overline{v}_{\tau})$ を

次式で定義する．

$\overline{u}_{\tau}(t) :=u_{\tau}^{k} t\in((k-1)\tau, k\tau],$

(15)
$\overline{v}_{\tau}(t):=v_{\tau}^{k} t\in((k-1)\tau, k\tau].$

我々は，$\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}$ $<$ M、のとき，時間大域的に定義された離散解 $(\overline{u}_{\tau},\overline{v}_{\tau})$ が時間

ステップサイズ $\tau$ を零に近づけたとき，(KS) の解に収束することを示し，(KS) の

時間大域解を得る．次の節で，$\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}}$ $<$ M、であれば，Lyapunov汎関数 $\phi_{m}$ が強

圧性を満たすことを示し，離散解 $(\overline{u}_{\tau},\overline{v}_{\tau})$ のコンパクト性を示す．

6 汎関数 $\phi_{m}$ の強圧性

ここでは，$m>2-2/d$ あるいは $m=2-2/d$ かつ $\Vert u0\Vert_{L^{1}}<M_{*}$ のとき，汎
関数は下から有界であり，$L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ での強圧性を持つことを示す．まず，
Lyapunov 汎関数 (1) の第 2項は次のように評価される．

$\int_{\Omega^{uvdx\leq\Vert u\Vert_{L}}}\oplus^{\Vert v\Vert_{L}}\neq_{-}*$

(16)
$\leq C_{s}\Vert u\Vert_{L^{1}}^{1-\theta}\Vert u\Vert_{L^{m}}^{\theta}\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}},$

ここで，補間不等式

$\Vert u\Vert_{L}ffi\leq\Vert u\Vert_{L^{1}}^{1-\theta}\Vert u\Vert_{L^{n}}^{\theta}, m\geq 2-\frac{2}{d}, \theta=\frac{m(d-2)}{2d(m-1)}\in(0,1)$ ,

と Sobolev の不等式

$\Vert v\Vert_{L}\#_{-*}\leq C_{s}\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}$ for $v\in H_{0}^{1}(\Omega)$

を用いた．したがって，(16) の右辺に相加平均と相乗平均の関係式を適用して，

$\int_{\Omega}uvdx\leq\frac{(\alpha+\delta)C_{s}^{2}\Vert u\Vert_{L^{1}}^{2(1-\theta)}}{2}\Vert u\Vert_{L^{m}}^{2\theta}+\frac{1}{2(\alpha+\delta)}\Vert\nablav\Vert_{L^{2}}^{2}$

が任意の $\delta\geq 0$ に対して成り立つ．ゆえに，汎関数 $\phi_{m}$ は，$L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ 上で

次のように下から評価される．

$\phi_{m}\geq\frac{1}{m-1}\int_{\Omega}u^{m}dx-\frac{(\alpha+\delta)\chi C_{s}^{2}\Vert u\Vert_{L^{1}}^{2(1-\theta)}}{2}\Vert u\Vert_{L^{n}}^{2\theta}+\frac{\delta\chi}{2\delta(\alpha+\delta)}\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}^{2}.$
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ここで，$m>2-2/d$ であれば，$2\theta<m$ より，$\phi_{m}$ は下に有界であることがわかる．

$m=2-2-2/d$ であれば，$2\theta=m$ であるので，次のように同類項をまとめるこ
とができる．

$\phi m\geq\frac{\alpha\chi C_{s}^{2}}{2}(\frac{2}{\alpha\chi(m-1)C_{s}^{2}}-\frac{(\alpha+\delta)}{\alpha}\Vert u\Vert_{L^{1}}^{2/d})\Vert u\Vert_{L^{m}}^{m}+\frac{\delta\chi}{2\delta(\alpha+\delta)}\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}^{2}.$

この式は，ソボレフ定数 $c_{s}$ を次式で定義される $C_{*}(\leq C_{8})$ に変えても成り立つこ
とがわかる．

$C_{*}=L^{m}( \Omega)H_{0}^{1}(\Omega)\sup_{x}\frac{||uv||_{L^{1}}}{\Vert u\Vert_{L^{1}}^{1/d}\Vert u||_{L^{m}}^{m/2}\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}}.$

ゆえに，

$\Vert u\Vert_{L^{1}}<(\frac{2}{\alpha\chi(m_{-1)C_{*}^{2}}})^{d/2}$ (17)

ならば，$\phi_{m}$ は $L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ で強圧性を持つことがわかる．我々は，(17) の右
辺を M、として定義する．このとき，$\Vert u\Vert_{L^{1}}>M_{*}$ ならば $\phi_{m}$ は下に非有界である

ことも示される．これを示すには，変数変換 $(u, v)\mapsto(U_{\lambda}, V_{\lambda})$

$U_{\lambda}=\{\begin{array}{ll}\lambda^{d}u(\lambda x) , \lambda x\in\Omega,0, \mathbb{R}^{d}\backslash \Omega,\end{array}$ $V_{\lambda}=\{\begin{array}{ll}\lambda^{d-2}v(\lambda x) , \lambda x\in\Omega,0, \mathbb{R}^{d}\backslash \Omega,\end{array}$ (18)

によって，$\phi_{m}(u, v)<0$ となる $(u, v)$ が存在することと $\phi_{m}$ の下からの非有界性

が同値であることを用いて，$\phi_{m}(u, v)<0$ となる元 $(u, v)\in L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ を見

つければよいが，ここでは割愛する．

7 離散解のコンパクト性

我々の定義した離散解は，定義からあるコンパクト性を有して，離散解の極限関数
の存在を保証する．この極限関数の集合はMinimizingmovementと呼ばれている
([1] の第 2節を参照). $v_{\tau}^{k}$ の定義から，

$\phi_{m}(u_{\tau}^{k-1}, v_{\tau}^{k})+\frac{\epsilon\chi}{2\alpha\tau}\Vert v_{\tau}^{k}-v_{\tau}^{k-1}\Vert^{2}\leq\phi_{m}(u_{\tau}^{k-1}, v_{\tau}^{k-1})$

が成り立つ．他方，$u_{\tau}^{k}$ の定義から

$\phi_{m}(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})+\frac{1}{2\tau}d_{W}^{2}(u_{\tau}^{k}, u_{\tau}^{k-1})\leq\phi_{rn}(u_{\tau}^{k-1}, v_{\tau}^{k})$

が成り立つ．これらを合わせて，

$\frac{1}{2\tau}(d_{W}^{2}(u_{\tau}^{k}, u_{\tau}^{k-1})+\frac{\epsilon\chi}{\alpha}\Vert v_{\tau}^{k}-v_{\tau}^{k-1}\Vert_{L^{2}}^{2})\leq\phi_{rn}(u_{\tau}^{k-1}, v_{\tau}^{k-1})-\phi_{m}(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})$

$k=1$ から $N\in \mathbb{N}$ まで加えて，

$\frac{1}{2\tau}\sum_{k=1}^{N}(d_{W}^{2}(u_{\tau}^{k}, u_{\tau}^{k-1})+\frac{\epsilon\chi}{\alpha}\Vert v_{\tau}^{k}-v_{\tau}^{k-1}\Vert_{L^{2}}^{2}).$ $\leq\phi_{m}(u_{0}, v_{0})-\phi_{m}(u_{\tau}^{N}, v_{\tau}^{N})$
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を得る． $M<M_{*}$ ならば $\phi_{m}$ は下に有界，したがって任意の $N\in \mathbb{N}$ について

$\phi_{m}(u_{\tau}^{N}, v_{\tau}^{N})$ は下に有界であるので 上記の式は離散解が $t$ について同程度連続で

あることを示している．また上記の式から任意の $t>0$ に対して

$\phi_{m}(\overline{u}_{\tau}(t),\overline{v}_{\tau}(t))\leq\phi_{m}(u_{0}, v_{0})$

が成り立つので，M $<$ M、であれば，汎関数 $\phi_{m}$ の強圧性から離散解 $(\overline{u}_{\tau}(t),\overline{v}_{\tau}(t))$

は，各 $t$ を固定することに $L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ で弱コンパクトである．ゆえに，Ascoli-
Arzela の定理と同様の論法によって，任意の $t>0$ に対して，離散解 $(\overline{u}_{\tau}(t),\overline{v}_{r}(t))$

が $L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ の弱位相である関数 $(u(t), v(t))$ に収束するような部分列 $\tau_{n}$

が存在する．

8 離散解の正則性

前節によって，我々は離散解の極限が存在することがわかった．しかし，離散解の
極限の存在だけなら，通常の (8) による構成法でも容易に示されることである．こ
こでは，(14) によって離散解が持つ正則性について議論する．ここでの正則性は，
離散解が (KS) の解に収束することを示すために重要である．[6] における (8) に
よって定義された離散解の正則性の議論と比較されたい．

定義 8.1 (metric slopes). 距離 $d_{1}$ と $d_{2}$ を

$d_{1}(u_{1}, u_{2})$ $:=d_{W}(u_{1}, u_{2})$ for $u_{1},$
$u_{2}\in \mathscr{P}_{2}(\Omega)\subset \mathscr{P}_{2}(\mathbb{R}^{d})$ ,

$d_{2}(v_{1}, v_{2})$ $:=\sqrt{\frac{\epsilon\chi}{\alpha}}\Vert v_{1}-v_{2}\Vert_{L^{2}}$ for $v_{1},$
$v_{2}\in L^{2}(\Omega)$

とする．このとき，$\phi_{m}$ の $(u, v)\in \mathcal{D}(\phi_{m})\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおけるmetric slopes $|\partial_{1}\phi_{m}|(u,v)$

と $|\partial_{2}\phi_{m}|(u, v)$ of $\phi_{m}$

$| \partial_{1}\phi_{m}|(u, v):=\lim_{\tilde{u}arrow}\sup_{u}\frac{(\phi_{m}(u,v)-\phi_{m}(\tilde{u},v))^{+}}{d_{1}(u,\tilde{u})},$

$| \partial_{2}\phi_{m}|(u, v):=\lim_{\tilde{v}arrow}\sup_{v}\frac{(\phi_{m}(u,v)-\phi_{m}(u,\tilde{v}))^{+}}{d_{2}(v,\tilde{v})},$

によって定義する．ここで，$\mathcal{D}(\phi_{m})$ は $\phi_{m}$ の有効領域 (effective domain)を表す．
すなわち，

$\mathcal{D}(\phi_{m}):=\{(u, v);\phi_{m}(u, v)<+\infty\}.$

$\mathcal{D}(|\partial_{1}\phi_{m}|)$ と $\mathcal{D}(|\partial_{2}\phi_{m}|)$ も同様に定義される．

補題 8.2. $\{(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})\}_{k\in N}$ を (14) の解とする．このとき，次の評価が成り立っ．

(i) slope 評価: 任意の $k=1$ , 2, 3, . .. に対して，

$\{\begin{array}{l}|\partial_{1}\phi_{m}|(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})\leq\frac{d_{1}(u_{\tau}^{k},u_{\tau}^{k-1})}{\tau},|\partial_{2}\phi_{m}|(u_{\tau}^{k-1}, v_{\tau}^{k})\leq\frac{d_{2}(v_{\tau}^{k},v_{\tau}^{k-1})}{\tau},\end{array}$ (19)

が成り立つ．
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(ii) 勾配エネルギー評価: 任意の $T>0$ に対して，

$\int_{0}^{T}|\partial_{1}\phi_{m}|^{2}(\overline{u}_{\tau}(t),\overline{v}_{\tau}(t))dt+\int_{0}^{T}|\partial_{2}\phi_{m}|^{2}(\underline{u}_{\tau}(t),\overline{v}_{\tau})dt$

$\leq 2(\phi_{m}(u_{0}, v_{0})-\phi_{m}(\overline{u}_{\tau}(T),\overline{v}_{\tau}(T)))$ ,

ここで，$(\overline{u}_{\tau},\overline{v}_{\tau})$ は，定義 5.2で定義された離散解であり，$\underline{u}_{\tau}$ は次式で定義
される . $\underline{u}_{\tau}(t):=u_{\tau}^{k-1}$ for $t\in((k-1)\tau, k\tau$], すなわち $\underline{u}_{\tau}(t)=\overline{u}_{\tau}(t-\tau)$ .

補題 8.3 (G\^ateaux微分). $(u, v)\in \mathcal{D}(|\partial_{1}\phi_{m}|)$ と $v\in W^{2,2}(\Omega)$ を仮定する．この

とき，任意の $\xi\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{d};\mathbb{R}^{d})$ に対して，関数 $t\mapsto\phi_{7n}((id+t\xi)_{\#}u, v)$ は $t=0$ に

おいて微分可能であり，

$\{\begin{array}{l}\frac{d}{dt}[\phi_{m}((id+t\xi)_{\#}u, v)]|_{t=0}=\int_{\Omega}\langle\nabla u^{m}-\chi u\nabla v, \xi\rangle dx,\int_{\Omega}\frac{|\nabla u^{m}-\chi u\nabla v|^{2}}{u}dx\leq|\partial_{1}\phi_{m}|^{2}(u, v)\end{array}$ (20)

が成り立つ．他方，$(u, v)\in \mathcal{D}(|\partial_{2}\phi_{m}|)$ と $u\in L^{2}(\Omega)$ を仮定すると，任意の $\eta\in$

$C_{c}^{\infty}(\Omega)$ に対して，関数 $t\mapsto\phi_{m}(u, v+t\eta)$ は $t=0$ において微分可能であり，

$\{\begin{array}{l}\frac{d}{dt}[\phi_{m}(u, v+t\eta)]|_{t=0}=\frac{\chi}{\alpha}\int_{\Omega}(-\Delta v+\gamma v-\alpha u)\eta dx,\frac{\chi}{\alpha\epsilon}\int_{\Omega}|\Delta v-\gamma v+\alpha u|^{2}dx\leq|\partial_{2}\phi_{m}|^{2}(u, v) ,\end{array}$ (21)

が成り立つ．

補題 8.4. $(u, v)\in \mathcal{D}(|\partial_{1}\phi_{m}|)$ かつ $v\in W^{2,2}(\Omega)$ であれば，$u\in L^{2}(\Omega)$ が成り立

つ．他方，$(u, v)\in \mathcal{D}(|\partial_{2}\phi_{m}|)$ かつ $u\in L^{2}(\Omega)$ であれば，$v\in W^{2,2}(\Omega)$ が成り立っ．

系 8.5 (離散解の正則性). $(u_{0}, v_{0})\in(L^{2}(\Omega)\cap L^{m}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ を仮定する．この

とき，

$\overline{u}_{\tau}(t)\in L^{2}(\Omega) \forall t>0,$

$\overline{v}_{\tau}(t)\in W^{2,2}(\Omega) \forall t>0,$

が成り立つ．

次の補題は，$L^{2}$-空間での

$\frac{d}{dt}\Vert v+t\eta-v_{*}\Vert_{L^{2}}]|_{t=0}=2\int_{\Omega}(v-v_{*})\eta dx$

に対応するものである．[1, Prop.8.5.6] を見よ．

補題 S.6 (Wasserstein 距離の Gateaux 微分). $\mu:=u\mathscr{L}^{d}\in \mathscr{P}_{2}(\Omega)$ , $\mu_{*}:=$

$u_{*}\mathscr{L}^{d}\in \mathscr{P}_{2}(\Omega)$ とする．このとき，任意の $\varphi\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{d})$ に対して，関数 $t\mapsto$

$d_{1}^{2}((id+t\nabla\varphi)_{\#}u, u_{*})$ は微分可能であり，

$\frac{d}{dt}[d_{1}^{2}((id+t\nabla\varphi)_{\#}u, u_{*})]|_{t=0}=2\int_{\Omega}(u-u_{*})\varphi dx+O(d_{1}^{2}(u, u_{*}))$

が成り立つ．
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9離散解が満たす Euler-Lagrange方程式

離散解の正則性から，離散解が Euler-Lagrange を導くことができる．この Euler-

Lagrange 方程式を通して，離散解の極限が (3) を満たすことを述べる．

さて，$(U_{t}, V_{t}):=((id+\nabla\varphi)_{\#}u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k}+t\psi)$ とおく．(14) から，2つの関数

$t \mapsto\phi_{m}(U_{t}, v_{\tau}^{k})+\frac{1}{2\tau}d_{W}^{2}(U_{t},u_{\tau}^{k-1})$ ,

$t \mapsto\phi_{m}(u_{\tau}^{k-1}, V_{t})+\frac{\epsilon\chi}{2\alpha}\Vert V_{t}-v_{\tau}^{k-1}\Vert_{L^{2}}^{2}$

はそれぞれ，$t=0$ において最小値を取る．したがって，それぞれの Gateaux微分
は，$t=0$ において零になる．ゆえに，補題 8.3と補題 8.6により次を得る．

補題 9.1 (Euler-Lagrange方程式). $\{(u_{\tau}^{k}, v_{\tau}^{k})\}_{k=0}^{\infty}$ を最小化問題 (14) の解とする．

このとき，任意の $\varphi\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{d})$ と任意の $\psi\in C_{c}^{\infty}(\Omega)$ に対して，$(u_{\tau}^{k},v_{\tau}^{k})$ は次を満

たす:

$\{\begin{array}{l}\int_{\Omega}(u_{\tau}^{k}-u_{\tau}^{k-1})\varphi dx+\tau\int_{\Omega}\langle\nabla(u_{\tau}^{k})^{m}-\chi u_{\tau}^{k}\nabla v_{\tau}^{k}, \nabla\varphi\rangle dx=O(d_{W}^{2}(u_{\tau}^{k},u_{\tau}^{k-1})) ,\epsilon\int_{\Omega}(v_{\tau}^{k}-v_{\tau}^{k-1})\psi dx-\tau\int_{\Omega}(\Delta v_{\tau}^{k}-\gamma v_{\tau}^{k}+\alpha u_{\tau}^{k-1})\psi dx=0,\end{array}$ (22)

さて，$a,$ $b\geq 0$ を任意に固定する．このとき，任意の $\tau>0$ に対して，

$( \ell_{\tau}^{a}-1)\tau<a\leq\ell_{\tau^{\mathcal{T}}}^{a}, \lim_{\tau\downarrow 0}\ell_{\tau}^{a}\tau=a,$

$( \ell_{\tau}^{b}-1)\tau<b\leq\ell_{\tau^{\mathcal{T}}}^{b}, \lim_{\tau\downarrow 0}l_{\tau}^{b}\tau=b.$

を満たす $\ell_{\tau}^{a}\in N$ と $\ell_{\tau}^{b}\in N$ が存在する．式 (22) を $k=\ell_{\tau}^{a}$ から $\ell_{\tau}^{b}$ まで加えて，

$\{\begin{array}{l}\int_{\Omega}(\overline{u}_{\tau}(b)-\overline{u}_{\tau}(a))\varphi dx+\int_{l_{\tau}^{a}\tau}^{\ell_{\tau}^{b}\tau}\int_{\Omega}\langle\nabla\overline{u}_{r}^{m}-\chi\overline{u}_{\tau}\nabla\overline{v}_{\tau}, \nabla\varphi\rangle dxdt=R(\tau) ,\epsilon\int_{\Omega}(\overline{v}_{\tau}(b)-\overline{v}_{\tau}(a))\psi dx-\int_{\ell_{\tau}^{a}\tau}^{t_{\tau}^{b}\tau}\int_{\Omega}(\Delta\overline{v}_{\tau}-\gamma\overline{v}_{\tau}+\alpha\overline{u}_{\tau})\psi dxdt=0\end{array}$ (23)

を得る．ここで，$R( \tau)=O(\sum_{k\in N}d_{1}^{2}(u_{\tau}^{k}, u_{\tau}^{k-1}))=O(\tau)$ である．離散解のコンパク

ト性により，任意の $t>0$ に対して，部分列侮$\tau$n
$(t),\overline{v}_{\tau_{n}}(t)$ ) は，ある関数 $(u(t), v(t))$

に収束する．また，補題 8.2-(ii) と補題 8.3から，$p=2((m-1)d+1)/d\geq 2-2/d$

と任意の $T>0$ に対して，

$\sup_{\tau>0}\int_{0}^{T}\Vert\overline{u}_{\tau}(t)\Vert_{L^{2}}^{2p}dt<+\infty$

$\sup_{\tau>0}\int_{0}^{T}\Vert\nabla\overline{u}_{\tau}^{m}\Vert_{L^{1}}^{2}dt<+\infty, \sup_{\tau>0}\int_{0}^{T}\Vert\Delta\overline{v}_{\tau}\Vert_{L^{2}}^{2}dt<+\infty$
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が成り立つ．これより，

$\{\begin{array}{l}\lim_{narrow\infty}\int_{a}^{b}\int_{\Omega}\langle\nabla\overline{u}_{\tau_{n}}^{m}-\chi\overline{u}_{\tau_{n}}\nabla\overline{v}_{\tau_{n}}, \nabla\varphi\rangle dxdt=\int_{a}^{b}\int_{\Omega}\langle\nabla u^{m}-\chi u\nabla v, \nabla\varphi\rangle dxdt,\lim_{narrow\infty}\int_{a}^{b}\int_{\Omega}(\Delta\overline{v}_{\tau_{n}}-\gamma\overline{v}_{\tau_{n}}+\alpha\overline{u}_{\tau_{n}})\psi dxdt=\int_{a}^{b}\int_{\Omega}(\Delta v-\gamma v+\alpha u)\psi dxdt,\end{array}$

が従う．したがって，(23) において，部分列 $\tau_{n}$ と $narrow\infty$ の極限を取ることによ

り，離散解の極限関数 $(u,v)$ は (3) を満たす．$(u, v)$ が他の弱解の性質を満たすこ

とについては，離散解の持つ性質から従う．
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